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Exercice 4

Soit a un réel positif.

T
1. a) Soit x un réel supérieur ou égal & a. Montrer que : f e 2dt = %{6_2“ i |

a
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b) En déduire que l'intégrale f e~ 2dt converge et que - f e 2dt = 55_2“,
a il

Soit f la fonction définie sur R par : f(t) =0sit <aet f() = 2e* e st > a.

2. Montrer que f est une densité de probabilité.

Pour permettre des économies d’énergie, I'écran d'un téléphone portable se met en veille automatique-
ment aprés un certain temps lorsqu’il n’est pas utilisé. On suppose que le temps en secondes écoulé
entre le moment o 'on arréte d’utiliser le téléphone et le moment ot Pécran se met en veille est une

variable aléatoire X ayant pour densité f. On note F' la fonction de répartition de X.

3. a) Montrer que pour tout réel x < aona: F(z) =0.
b) En utilisant la question 1.a) calculer F(xz) pour tout réel z > a.

4. On considére la variable aléatoire ¥ = X — a. On note (¢ sa fonction de répartition.

a) Montrer que pour tout réel z on a : G(z) = F(z + a).
b) En déduire que : G(z) =0siz <0et G(z)=1—-e *siz > 0.
¢) Reconnaitre la loi de Y. Donner son espérance et sa variance.
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d) En déduire que X admet une espérance et une variance et que E(X) = 2 +aet V(X) =
On suppose que le réel a est inconnu et on souhaite estimer sa valeur. Pour cela on calcule n fois
le temps écoulé entre le moment ol on arréte d'utiliser notre téléphone et le moment ot I’écran se
met en veille. On note Xy, ---, X, chacun de ces temps. On suppose que ces variables aléatoires
sont mutuellement indépendantes et suivent la méme loi que X.
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On pose Z, = —§+;§Xk.

a) Calculer E(Z,). En déduire que Z,, est un estimateur sans biais de a.
b) Montrer que V(Z,) = ﬁ En déduire la valeur du risque quadratique de Z,.

¢) On suppose que n = 1000 et que les valeurs de X,---, X100 ont été entrées dans une
matrice X=[X(1),...,K(1000)].

On rappelle que la valeur moyenne des coefficients de la matrice ligne X s’obtient avec
Vinstruction np.mean(X).

Quelle instruction faut-il écrire pour obtenir une estimation de a 7
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