Fiche 13 d’exercices : Intégration sur

1 Exercices d’assimilation du cours

un segment

Exercice 1 (Calcul d’intégrale a aide d’une primitive)}

2
Soit n € Z. Calculer / "dx.
1

,—(Exercice 2 (Application de la linéarité))

1 1 1
1) Mont VE>0,——— = - — ——.
) Montrer que > D)t rd

2
1
2) Calculer / —dt.
1 tit+1)

—

Exercice 3 (Application de la linéarité)

x _tn

Montrer que : Vn € N* Vz € [0, 1[,/
0 a k=1

—

,—(Exercice 4 (Application de la relation de Chasles) )

3
Calculer / e 1l

-1

,—(Exercice 5 (Nullité d’une fonction continue positive d’intégrale nulle)}

1
Soit P un polynome tel que / (P(t))Qe*tzdt =0.

0
Montrer que P est le polynéme nul.

Indication : Si P est un polyndéme possédant une infinité de racines, alors P = 0.

Exercice 6 (Encadrement d’intégrale)}

t’n
1-1¢

T
Montrer que : Vz € [0,1[,Vn € N,0 < / dt < —1In(1 — 2).
0




Exercice 7 (Encadrement d’intégrale)}

Gk
On note : Vn € N, I,, = dt.
o 1+t

Montrer que : Vn € N,0 < |[,,| < In(2).

,—(Exercice 8 (Encadrement d’intégra,le)}

Déterminer la limite de la suite (I,)nen définie par :

1
vneN, I, = / z"In(1 + z)dz.
0

,—(Exercice 9 (Etude des variations d’une suite définie par une intégrale)}

Etudier le sens de variation de la suite (I,),cn définie par :

nT

e
‘v’neN,In:/ dz.
0 6x+1

Exercice 10 (Calcul d’intégrale par intégration par parties)\

)

1
Calculer / 22e®dzx.
0

,—(Exercice 11 (Calcul d’intégrale par intégration par parties)}

1
On définit : Vk > 2, v = / (In(k) — In(k — u))du.
0

du.

1 Yu—1/2
Montrer que : Vk > 2,v;, = =(In(k) — In(k — 1)) — / u=1/
2 0 k—u

Exercice 12 (Calcul d’intégrale d’une fonction continue par morceaux)}

Soit n € N*. Calculer / |z]dx.
0




2 Exercices d’entrainement

,—[Exercice 13 (Recherche de primitives)}

Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de la fonction f.
1) f(z) =22+ — 3 sur R.

2
2) f(z) = e** + e ® + = sur R*.

x

3) f(z) = (2z — 1)(22% — 2z + 1)® sur R.
2z

4) f(.'E) = m sur R.
5) f(z) = ?H-LxQ sur R.

6) f(z) = (z + 1)e” 2272 gur R.

—

,—(Exercice 14 (Calculs d’intégrales a ’aide d’une primitive)

Calculer les intégrales suivantes.

1
1) I = / (4z3 — 32 + 2z + 1)dz.
0
2
2) I, = / (e*® + e7%)dx.
0

1
Xz
3) = | ———dx.
) Is /—1\/1‘24-13j
=il
4) I4:/ (42 — 1)3dz.

-2

2
x

5) Is = ———dx.

)5/11+3:c2x

1
6) Is :/ e?*ldz.
0

,—(Exercice 15 (Calculs d’intégrales a l’aide d’une intégration par parties)}

Calculer les intégrales suivantes en effectuant une intégration par parties.

1
1) I :/ re?®dx.
0

2
2) I, :/ 2% In(z)dz.
1

4
3) I = /1 h\l}?dx.

1
4) Iy = / (z% + 1)e**dz.
0




Exercice 16 (Calculs d’intégrales a ’aide d’une intégration par parties)}

2 3
Calculer les intégrales suivantes : I; = / zln(z)dz et Iy = / In(x)dx.
1 1

,—(Exercice 17 (Etude d’une suite d’intégrales)}

1
On définit pour tout n € N, I,, = / z"e’dx.
0

)
)
) b) En déduire les valeurs de Iy, Is et I3.

) a) Montrer que la suite (I,,),en est décroissante.

) b) En déduire que la suite (I,,),cn est convergente.
) a) Montrer que pour tout n € N et tout = € [0, 1], 2™ < z"e® < e X z™.
) b)
)

En déduire que pour tout n € N, —— < I, < .
n+1 n+1
c¢) En déduire la limite de la suite (I,,)nen-

,—[Exercice 18 (Etude d’une suite d’intégrales)}

n

1
On définit pour tout n € N, I, = / dz.
0

1+ an

0

1) Montrer que pour tout x € [0,1], 0 <
) que p 0,1, 0 5
2) Calculer pour tout n € N, / 2" dz puis en déduire que 0 < I,, <

n+1

0
3) Etudier la convergence de la suite (I,)nen-
1

dx = 1.
n—+oo [ 1427

5) On définit pour tout n € N, J,, = nl,.
1

)
)
4) En déduire que lim
)
) In(1 4 2™)dz.

a) Montrer que pour tout n € N, J,, =1n(2) — /
0

b) Montrer que pour tout ¢ >0, 0 <In(1+¢) <t
c¢) Etudier la convergence de la suite (J,,)nen-




3 Exercices d’approfondissement

,—[Exercice 19 (Calculs d’intégrales)} |

L’objectif de cet exercice est de calculer les trois intégrales suivantes :
1
I= ——duz, da: et K= v x? + 2dzx.
/0 Va2 42 / Va2 + /
1) Calcul de I :
Soit f la fonction définie sur [0, 1] par f(x) =In (x + Va2 + 2).

a) Calculer la dérivée de f.
b) En déduire la valeur de I.

2) Calcul de J et de K :

b) A T’aide d’une intégration par parties portant sur K, montrer que K = v/3 — J.

En déduire les valeurs de J et K.

)
)
a) Sans calculer explicitement les intégrales J et K, vérifier que J + 21 = K.
)
¢)

,—[Exercice 20 (Comparaison série—intégrale)] |
1 k+1 1 1

1) Montrer que : Vk € N*, —— < —dt < —.

) VEk + k Vit k

n 1 n—1 1
2) En déduire que : Vn > 2, / —dt < —_.
Z \/_ \/_ P L
"1
3) Montrer enfin que : Vn € N*,2y/n — 2 < Z VE <2v/n—1.
k=1
4) On note : Vn € N* u,, = Z ——. Déterminer une suite (v,)nen+ telle que hrf Up /v, = 1. On dit que la
n——+0oo

suite (v )nen+ est équivalente a la suite (U )nen*-

,—(Exercice 21 (Comparaison série—intégrale)} |

A | 1

2 > = ’
1) Montrer que : Yk > 2’/k tin(t) di = kIn(k)

2) Que peut-on dire de la limite de la suite (uy,),>2 définie par : Vn > 2, u,, = E Fn(k)
= n
=2




