Fiche 10 d’exercices : Applications linéaires

1 Exercices d’assimilation du cours

Exercice 1 (Application linéaire)}

Soit f : R® — R? l’application définie par : V(x,y,2) € R®, f((z,y,2)) = (22 — y + 2,z + 22).
Montrer que f est linéaire.

,—(Exercice 2 (Etude d’une application linéaire)}

Soit f : R? — R3 l’application définie par : V(x,y) € R?, f((z,y)) = (v — y, x + 2y, —y).
1) Montrer que f est linéaire.

2) Déterminer Ker(f). Que peut-on en déduire ?

3) Déterminer Im(f). Que peut-on en déduire ?

Exercice 3 (Image d’une application linéaire)}

Soit f : R? — R? I'application définie par : V(z,y) € R?, f((z,9)) = (z — y, = + 2y, —y).
1) Montrer que f est linéaire.
2) Déterminer une base de Im(f).

,—(Exercice 4 (Etude d’une application linéaire)}

Soit f : R® — R? lapplication définie par : V(x,y,2) € R3, f((z,y,2)) = (z — z,2 + y + 2).
1) Montrer que f est linéaire.

2) Déterminer Ker(f) et en donner une base. Que peut-on en déduire ?

3) Déterminer Im(f) et en donner une base. Que peut-on en déduire ?

,—(Exercice 5 (Etude d’une application linéaire)}

Soit f : R* — R* I'application définie par : ¥(z,y,2,t) € R*, f((z,y,2,t) = 2z + 2,—y + t,z + 22,y — t).
1) Montrer que f est linéaire.

2) Déterminer Ker(f) et en donner une base. Que peut-on en déduire ?

3) Déterminer Im(f) et en donner une base. Que peut-on en déduire ?




2 Exercices d’entrainement

,—(Exercice 6 (Applications linéaires)}

1 f (x Y,z ) (w—y,y—z,w—z).
fi(zy,2) = (z+y+zy—21—2).
fi(zy,2) = (z+y,z—y—2).
f:(my7 )H(fE—y,I-i-y,l’—’-y-i‘Z)
fi(z,y,2) = (2 +y+ 2,2+ 2y + 42).

Montrer dans chacun des cas suivants que l'application f est linéaire.

,—(Exercice 7 (Noyau d’une application linéaire))

Soit f : R3 — R3 I’application linéaire définie par :
Déterminer Ker(f) et en donner une base. Que peut-on en déduire ?

V(wayaz) € Rg,f((x,y,z)) =

($_y7y_z7x_z)'

Exercice 8 (Noyau d’une application hnealre)\

J

Soit f : R? — R? ’application linéaire définie par :
Déterminer Ker(f). Que peut-on en déduire ?

V(z,y,2) € R, f((2,y,2)) =

(t4+y+z,y—2zx—2).

oit f : R® — R? l’applicaion linéaire définie par : V(z,y,2) € R?, f((x,y,2)) =

Déterminer Im(f). Que peut-on en déduire ?

‘/(Exercice 9 (Image d’une application linéaire)}

(z+y,z—y—2).

Exercice 10 (Image d’une application linéaire)\

J

Soit f : R? — R3 l’application linéaire définie par :

Déterminer Im(f). Que peut-on en déduire ?

V(x,y,z) € Rsaf((x7 y,z)) =

(x—y,z+y,xz+y+2).

Exercice 11 (Image d’une application linéaire)\

Soit f : R3 — R? ’application linéaire définie par :
Déterminer Im(f). Que peut-on en déduire ?

Y(z,y,2) € R?, f((z,y,2)) =

(z,2+y+ 2,2+ 2y +4z2).

Exercice 12 (Application linéaire bijective)}

Soit f : R3 — R3 I’application linéaire définie par :
Montrer que f est bijective.

Y(z,y,2) € R, f((z,y,2)) =

(z—y,z+y,z+y+2).




,—(Exercice 13 (Rang d’une application linéaire)}

Déterminer le rang des applications linéaires suivantes.

Indication : On procédera de deux facons : d’'une part en ayant recours a la formule du rang et, d’autre part,
en exprimant 'image de f en fonction des images des vecteurs de la base canonique.

1) f : (x,y,z) = (m+ya$_y_z)'

2) f : (a:,y,z) i (.’IZ _ya$+y7$+y+z)

3) f:(z,y,2) —~ (v, +y+ 2,2+ 2y + 4z2).

3 Exercices d’approfondissement

,—(Exercice 14 (Etude d’une application linéaire)}

Soit f : R3 — R3 Iapplication définie par : V(z,y,2) € R3, f((z,y,2)) = (x —y,y — 2,7 — 2).
1) Montrer que f est linéaire.

2) Déterminer Ker(f) et en donner une base. Que peut-on en déduire ?

3) Déterminer Im(f) et en donner une base. Que peut-on en déduire ?

,—(Exercice 15 (Etude d’une application linéaire)}

Soit f : R3 — R3 I'application définie par : V(z,y,2) € R3, f((z,y,2)) = 2z —y,x +y + 2, 2).
1) Montrer que f est linéaire.

2) Déterminer Ker(f). Que peut-on en déduire ?

3) Déterminer Im(f) et en donner une base. Que peut-on en déduire ?

4) Montrer que f est bijective.

Exercice 16 (Applications linéaires de F dans E dont la composée est nulle)}

Soient E un espace vectoriel puis f et g deux applications linéaires de F dans E.
1) Montrer que : go f =0 <= Im(f) C Ker(g).
2) En déduire que : f? =0 < Im(f) C Ker(f).

Exercice 17 (Noyau et image du carré d’une application linéaire de E dans E)}

Soient E un espace vectoriel puis f une application linéaire de E dans FE.
1) Montrer que : Ker(f) C Ker(f?).
2) Montrer que : Im(f?) C Im(f).

Exercice 18 (Noyau et image du carré d’une application linéaire de E dans F - suite)}

Soient E un espace vectoriel puis f une application linéaire de E dans FE.
1) Montrer que : Ker(f) = Ker(f?) <= Ker(f) NIm(f) = {0}.
2) Montrer que : Im(f) = Im(f2?) <= E = Ker(f) + Im(f).




,—(Exercice 19 (Introduction a la réduction)}

Soit f : R® — R3 l’application définie par : V(x,y,2) € R®, f((z,y,2)) = (x —y+ 2,2 +y + 2z, —1 — y + 32).
On définit pour tout A € R, Ex(f) = Ker(f — Ad) = {z € R?, f(z) = Az}.

1) Montrer que f est linéaire.

2) Montrer que pour tout A € R, E\(f) est un sous-espace vectoriel de R3.

3) a) Montrer que : f2 —3f + 2Id = 0.

3) b) Soit A € R. Soit = € E\(f). Montrer que : (A2 — 3\ + 2)z = 0. En déduire que si A ¢ {1,2}, alors
Ex(f) = {0}

4) a) Déterminer F;(f) et en donner une base.

4) b) Déterminer F5(f) et en donner une base.

5) Déterminer la dimension de Im(f) puis expliciter Im(f).




