ESCP 2020 (3) :

Exercice 3 (fonction définie par une intégrale)

On considére la fonction f définie par :

T t

Vze[l,+of flz)= —dt

On ne cherchera pas & déterminer explicitement f(z).

Y i : 1 .
1/ a/ Soit z un réel supérieur ou égal & 1. Minorer — pour tout ¢ de [1,z], puis montrer
e® —e
T

que, pour tout z de [1,+w[,ona: f(z) 2
b/ En déduire Hm f(z).
¢/ Justifier I'existence, sur [1,+co[, de la dérwée f' de la fonction f et montrer que,
pour tout z de [1,+w[,ona: f(z) = —.

d/ Montrer que la fonction f est convexe sur [1 , +oo[.

e/ Quelle est I"équation cartésienne réduite de la tangente & la courbe représentative
de f au point d'abscisse 17

Dang la suite, on se propose de montrer que xlianﬁ zf(z)e™® = 1.
2/ a/ Dresser le tableau de variation de la fonction g définie par :

Vee[l,+o]  g(t) =?;

L

b/ En déduire l'encadrement :
i
0< J‘ g(t)dt < 2e
1

¢/ Montrer que, pour tout réel x supérieur ou égal 4 3, on a l'encadrement :

® z—-3
< t)dt < i
0 J;g()t o ¢

3/ a/ Gréce A une intégration par parties, montrer que, pour tout réel z de [1,+=[, on
a:

EI F l
f(-"?]—';—E+J; tﬂdt

b/ A P'aide d’une deuxi®me intégration par parties, établir I'égalité suivante :

.‘I!

Vz e [1,+o0] Flz) = —+——2e+2-rg(t]dt

4/ a/ Utiliser les questions précédentes pour déterminer un encadrement de f(z) qui
soit valable pour tout réel z de [3,+oo[.

b/ En déduire :
lim zf(z)e™™ =1
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