Chapitre 10

Estimation

10.1 Sommes de variables aléatoires

Soient Xi,...,X, n > 2 variables aléatoires définies sur un espace probabilisé¢ (€2, P). On s’intéresse a la

n
variable aléatoire .S,, = Z X = X1+ -+ X,. Précisément, on souhaiterait une formule simple permettant de

k=1
calculer E(S,) et V(S,).

[Proposition 1 (Espérance de la somme de n variables aléatoires)]

Soient X1,...,X, n > 2 variables aléatoires admettant une espérance. Alors, par linéarité,

E(;XA> - ki:lE(Xk).

Remarques :
e Plus simplement, E(X; +---+ X,,) = E(X1) + -+ + E(X,).
e On remarquera qu’il n’est fait mention d’aucune hypothése d’indépendance.

On définit & présent la notion d’indépendance pour plus de deux variables aléatoires X1,..., X,,.

[Déﬁnition 2 (Indépendance mutuelle de variables aléatoires)]

e Les variables aléatoires X1, ..., X, sont mutuellement indépendantes si et seulement si pour tout choix de
n intervalles réels Iy, ..., I, les événements [X; € I1],...,[X,, € I,] sont mutuellement indépendants.

e Les variables aléatoires de la suite (X, ),en+ sont dites mutuellement indépendantes si et seulement si, pour
tout entier n > 1, les variables aléatoires Xy, ..., X, sont mutuellement indépendantes.
Remarque : En exercices, I'indépendance des variables aléatoires étudiées est toujours donnée en hypotheése.

On peut a présent donner une formule simple pour la variance d’une somme de variables aléatoires indépen-
dantes.

[Proposition 3 (Variance de la somme de n variables aléatoires indépendantes)]

Soient X1,...,X,, n > 2 variables aléatoires indépendantes admettant une variance. Alors, par indépendance,

V(;éXk) = éV(Xk).



Remarque : Plus simplement, en cas d’indépendance, V(X7 +---+ X,,) = V(X1) + - + V(X,).

Par exemple, si Xi,...,X,, sont n variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Bernoulli
n n n

de paramétre p € [0,1], alors par linéariteé, E(ZXk> = ZE(Xk) = Zp = np et, par indépendance,
k=1 k=1 k=1

V(ZXk) = ZV(Xk) = Zp(l —p) = np(1l — p). On retrouve l'espérance et la variance d’une variable
k=1 k=1 k=1

aléatoire suivant la loi binomiale de parameétres n et p.

10.2 Inégalité de Markov, inégalité de Bienaymé-Tchebychev

On présente deux outils techniques qui seront d’un usage courant dans la section suivante.

[Proposition 4 (Inégalité de Markov)]

Soit X une variable aléatoire positive admettant une espérance. Alors,

E(X)

a

Ya > 0,P([X > a]) <

Sous ’hypothése que X admet un moment d’ordre 2, en appliquant I'inégalité de Markov & la variable aléatoire
positive (X — E(X))? et au réel strictement positif a = €2, on obtient I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Théoréme 5 (Inégalité de Bienaymé—Tchebychev)]

Soit X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2. Alors,

V(X)

Ve >0, P([|X — E(X)| > ¢]) < —

€

10.3 Estimation

— Position du probléme : On considére un phénoméne aléatoire qu’on modélise a4 l'aide d’une variable
aléatoire X dont la loi dépend d’un paramétre # inconnu. Le probléme de I’estimation consiste alors & déterminer
une valeur approchée du parameétre 6 a partir d’'un échantillon de données z1,...,x, obtenues en observant
n fois le phénoméne. On suppose que cet échantillon est la réalisation de n variables aléatoires Xi,..., X,
indépendantes et de méme loi que X.

10.3.1 Estimation ponctuelle

Dans le cadre de notre programme, le parameétre considéré € sera déterminé par la moyenne de la variable
aléatoire X, c’est-a-dire que = E(X). Le résultat sur lequel se fonde notre méthode d’estimation est la loi faible
des grands nombres.

,—[Théoréme 6 (Loi faible des grands nombres)]

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes admettant une méme espérance m et une méme

. — e b X
variance. On note pour tout n € N*, X,, = =+ "™ Alops,
n

Ve >0, lim P([| X, —m|>¢])=0.
n——+oo




On retiendra donc que lorsque n est suffisamment grand, X,, ~ E(X) et donc 0 ~ X,,.

[Proposition 7 (Estimation du parameétre par la moyenne empirique)]

. - Xi+---+X . . .
La réalisation de X, = LLT T2 observée sur I'échantillon T1,...,T, est lestimation du paramétre

obtenue sur cet échantillon.

Traitons deux exemples concrets.

* 11" exemple : Une piéce a une probabilité py €]0, 1] de tomber sur « pile ». On lance 1000 fois cette piéce.
On obtient 520 « pile » et 480 « face ». Donnons une estimation du paramétre pg.
Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli de paramétre py. L’obtention de « pile » correspond a
[X = 1] et celle de « face » a [X = 0]. On dispose de 1000 réalisations 1, . .., Z1000 dont 520 sont des 1 et 480 sont
des 0. On suppose que cet échantillon est la réalisation de 1000 variables aléatoires X7, ..., X1900 indépendantes

et de méme loi que X.

Xit- 4+ X 520 x 1+ 480 x 0
s 10(;6 1000 <ur cet échantillon vaut x 1(;)0 A 0,52. Une valeur ap-

La réalisation de X 1900 =
prochée de pg est donc 0, 52.

* 2i¢me exemple : Le nombre de coquilles dans une revue scientifique de 70 pages peut étre modélisé par une
variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de paramétre A inconnu, que l'on cherche & estimer. On dispose
de 20 revues scientifiques dont on a compté le nombre d’erreurs que I'on a notées dans le tableau suivant.

T X2 T3 Ty | Ts Te T Tg Tg | T10
3 1 4 5 2 1 1 3 5 4

T11 | 12 | 13 | 14 | L15 | T16 | L17 | L18 | T19 | L20
1 3 3 6 4 6 2 5 5 2

On suppose que cet échantillon est la réalisation de 20 variables aléatoires X1, ..., X9 indépendantes et de méme

loi que X.

M dx1+3x2+4x3+3x44+4x5+2%x6

20

La réalisation de X oo = sur cet échantillon vaut

20
3, 3. Une valeur approchée de A est donc 3, 3.

10.3.2 Estimation par intervalle de confiance

La démarche consiste ici non plus & donner une estimation ponctuelle du paramétre # mais a trouver un
intervalle aléatoire, appelé intervalle de confiance, qui le contienne avec une probabilité minimale.

[Déﬁnition 8 (Intervalle de conﬁance)]

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de paramétre 6 inconnu. On appelle intervalle de confiance au
niveau 1 — a (a €]0,1[) tout intervalle I tel que :

POecl)>1—a.

Traitons un exemple. Soit X une variable aléatoire admettant une espérance E(X) inconnue et une variance
connue. Soient X1, ..., X,, n > 1 variables aléatoires indépendantes ayant la méme loi que X. Soit £ > 0. D’aprés
I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

Par lincarité, E(X,,) = ECL ZXk> - iE(Zxk) = % E(X}) = %ZE(X) = % xnx B(X)=E(X).



Par indépendance,

V(Xn) :V(TIL;X’O - TjQV(ZX’“) = nlszV(Xk) = %ZV(X) = % xnxV(X)= 4.9
—1 1

n n
k=1 k=1
On a donc obtenu : V(X
P(X,—EX)|>e) <
(X, — Bx)| 22 < °8
1o — V(X) ) — _
On en déduit que P(|X,, — E(X)| > ¢) < 2 (puisque P(|X,, — E(X)| >¢) < P(|X, — E(X)| > ¢)).

_ X _
Par passage au complémentaire, 1 — P(|X,, — E(X)| <¢) < VIX) et donc P(|X,, — E(X)|<¢)>1-— 6.9

ne2 ne? *
X
VX) de sorte que 1 — ViX) =

na ne2

Soit a €]0,1[. On pose € = —a.

—

na

\YnfE(X)IS\/Vg) = - V(X)SynfE(X < /L&)

On a montré que : P<|Xn —E(X) < vix ) > 1 — a. On observe alors que :

~—

= - Vg)sE(X)—Yng Véf)
= X2 < g < x4 T
— E(X)E[Xn— ng),fn—k Véﬂ

Finalement,

P<E(X) € [Xn - W,Xn + WD >1-a.

Autrement dit, la probabilité que I'intervalle [Xn -/ V,(lf)7yn + V;(l)():| contienne F(X) est supérieure a

a
1—a.
On remarque que la précision augmente avec la taille de I’échantillon. Plus n est grand et plus l'intervalle de
confiance est resserré autour de E(X).

% 11 exemple : Supposons que X suit une loi de Bernoulli de paramétre p inconnu. Alors, V(X) = p(1 — p)
est également inconnu et l'intervalle précédent n’est donc pas satisfaisant. On reprend donc les calculs a partir
de Tinégalité : P(|X, — E(X)| > &) < Y qui se rééerit ici :

ne2

ne2
1
On peut facilement démontrer (par exemple avec une étude de fonction) que : Va € [0,1],2(1 — z) < 1 e qui
nous conduit a : 1
P(| X, —pl>e) < Ine?
On démontre comme précéderilment que: P(|X,, —p|<e)>1- L
. _ 1 o
Soit a €]0,1[. On pose ¢ = \/ﬁ de sorte que 1 — - =1—a
On a montré que : P<|Xn —p| < \/41771) >1—a.
On observe alors que : | X,, — p| < \/41% —pe€ [Xn — 41M7Yn + ina] . Finalement,
P(G[X ! X+ 1D>1
_ , >1-—a.
P " VAna' " VAna
Autrement dit, la probabilité que l'intervalle [Xn — \/iTa*yn + ina} contienne p est supérieure a 1 — a.
4



e Reprenons notre lancer de piéce de la sous-section précédente et déterminons un intervalle de confiance de pq
au seuil de confiance de 90%. Ici, n = 1000 et a = 0, 1. Alors,

- 1 — 1 _ 1 - 1
P X100 - ——- X —P X000 — —. X —1)>o00.
<p°€[ 1000 1000 x 0, 1 1000 + 4><1000><0,1]> <p06{ 10007 50 1000+20D— ’

La réalisation de 'intervalle de confiance précédent est : [0,52 — 1/20,0,52 4+ 1/20] = [0, 47,0, 57].
e Cherchons maintenant un intervalle de confiance de py au seuil de confiance de 95%. Ici, n = 1000 et a = 0, 05.
Alors,

X1000+

_ 1 _ 1 - 1
P(po € |X1000— , = P(po € | X1000— ———, X1000+——| | > 0,95.
(po [ 10007571000 x 0,05 VA % 1000 x 0, 05D (po { 0 0v2 1°°°+10\/§]>

La réalisation de l'intervalle de confiance précédent est : [0,52 — 1/(21/10), 0,52 + 1/(2/10)] =~ [0,45,0, 60] (ar-
rondi par excés).

On observe que la longueur de U'intervalle obtenu est plus grande que dans le cas précédent. C’est logique puis-
qu’on désire ici avoir un meilleur niveau de précision, ce qui est plus contraignant. On constate que dans les deux
cas les intervalles obtenus ne sont pas trés satisfaisants au regard du grand nombre d’observations (1000!).

% 2iéme exemple : Supposons que X suit une loi normale de paramétres m et o2 avec m inconnu et o > 0

connu. D’aprés le travail réalisé en amont, | X, — \/%, X+ \/% est un intervalle de confiance de m au niveau

de confiance 1 — a avec a €]0, 1[. Notons qu’en pratique ’écart-type o n’est pas connu et on doit donc utiliser
Pécart-type de I’échantillon (écart-type empirique), ce qui ne sera pas étudié dans ce cours.



