ECRICOME 2024 (1) :

Exercice 1

On considere trois suites (rp =0, {5n)nz=0 et (tn)n=o définies par la donnée de rg = 2, sp =10 et ip =1

1
el = —Esn + 2f;1
et, pour tout entier naturel n, Sppl = Tpt+8gp—1In
1
tign = §tn +1.
On introduit les matrices
1 0 -1 8 1 00 0 2
‘4=14-1—£1,I=DID,E=D et = |8
0 0 2 001 1 2
-r'l'i
Pour tout entier naturel n, on pose également X, = | s,
tn

1. On pose M =A— 1.
{a) Expliciter la matrice M,
(b) Montrer que (2M +I)* = 0.
(c) En déduire que M(8M?* + 12M + 6I) = —I.

(d} Justifier gque M est inversible et donner son inverse en fonction de M et de I

2]

. Maontrer que, pour tout entier naturel n, X1 = AX,, + B.
(a) Vérifier que AC+ B =C.

(b) Montrer gue I — A est inversible.

ke

(c) En déduire que € est 'unique matrice colonne telle que X = AX + B.

4. Montrer par récurrence que, pour tont entier naturel n, X, — €' = A"( Xy — C).

[

1
(a) Montrer que (24 — T )3 = (. En déduire que 3 est la seule valeur propre possible de A.
(b) On suppose dans cette question uniquement que A est diagonalisable,

1
1. Montrer qu'il existe une matrice R inversible telle que EI =R 'AR.

1
ii. En déduire que A = af.

iii. Conclure que 4 n’est pas diagonalisable.

6. On définit les trois matrices

1 -3 6 4 02 0 1. 2 0
P=E 6 0 0}, =12 1 -2 et =0 1 2
0 04 0 o0 3 0 01

(a) Calculer QPF.

(b) En déduire que P est inversible et donner son inverse a 'aide de la matrice Q.
1

(c) Vérifier que A = ]PTQ

: 1
(d) Montrer que, pour tout entier naturel n, A" = e PI™Q.




(e) Montrer que, pour tout entier naturel n,

1 2n 2n(n-—1)
™={0 1 2n
0 0 1

On admet alors que, pour tout entier naturel n,

—In42 —71 —3n° +11n
4n 2m4+2 6n—10n
0 0 2

1
= on+l

Hn
7. Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel n,

1
In+tl

rn—=24+ (3?12—1311), 5n=8+i(—3ﬂ2+'?n+2) et t,=2——.

2n 2n

8. (a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

In G—:) —n (%;{"} . m{z)) .

L . n? . n
En dédmire Ilm — et llm —.
n—+foo 2% n—+oo 2T

(b) Déterminer les limites des trois suites (r,)u=0, (5n)nz0 et (t)nz0-




