Devoir sur table : 05/03/2025

ECRICOME 2023

Exercice 2

Partie 1

Soit f la fonction définie par f(x) = In(1 + &),
On note ¢y sa courbe représentative dans un repére orthonormeé

L. Justifier que 'ensemble de définition de f est R

On admet que f est continue et dérivable sur R,
EZ[I

2. Vérifier que ¥r e R, ['(z) = .
) 1 4+ e

En déduire la monotonie de f sur R,
3. Caleuler la limite de f en —~

%y admet-clle une asymptote 7 Si ouni, donner I'équation de cette asvimptote.
. (a) Déterminer la limite de [ en +oc.

(b) Démontrer que Yr € R, f(r) = + In(l 4+ e™ %),

(c) En déduire que la droite (D) d'équation y = z est asymptote 4 la courbe @ en +2c.

(d) Etudier le signe de f(r) — & pour tout réel . et en déduire la position relative de (D) par rapport
a ey,

@

- Déterminer I'équation de la tangente (To) & €y au point d abscisse 0.

6. (a) Dresser le tableau de variations de f en précisant les limites aux bornes et la valeur en 0.
(b) Tracer sur un meme repere I'allure de Ia courbe r, les droites (D) et (Ty).
On admet qu'une valeur approchée de In(2) est 0,69,
Partie 2

1
Pour tout entier naturel n. on pose pour tout réel = de [0,1], g, (x) = In{l+e ™) et l,= / gnlz)de.
0
7. (a) Montrer que vr & 0,1}, ¥n € N, gns1 (1) < gula).
(b) En déduire que la suite (1,),.0 est décroissante.
() Montrer que la suite (I,,), .0 est convergente

5. (a) A I'nide d'une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n.

I nr
s I
In=ln(l+e™™) +=n —dzr.
Jo THem

1S

(b) Montrer que Yne N. 0< [, < In (14+e™ ™)+ nf e dr,
0
. 1 —p— M —g—"

(c) Montrer que pour tout entier naturel n non nul, / ve Mde = —— 4= 2

] n n<

(d) En déduire que lim I, =0
n—++Xx
). (n) Eecrire une fonetion en langage Pyvihon, nomindée gn

« Prenant en entrée un entier naturel non nul
n et un réel x et renvovant g, (r)



(b) On dispose d'une fonction en langage Python nommée T prenant en entrée un entier naturel non
nul n et renvoyant une valeur approchée de [, 4 1077 pres.
On exécute le code suivant -

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

L_x = np.zeros(14)

L_y = np.zeros(14)
for o in range(14):
L_x[n] = n+1

L_y[n] = (n+1)*I(n+1)

plt.plot(L_x,L_y,'.t")
plt.plnt([1.14],[np.pi**2!12.np.pi**E!lﬂ]}
plt.show () —

On obtient la figure ci-dessous :
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Que peut-on conjecturer sur la suite (rdy)nal -




ESCP BS 2023

Exercice 2
0 six>0
1) Soit f la fonction qui & tout réel x associe f(x)={4x(l-x*) si0=sx<1.
0 six>1
Veérifier que f est une densité de probabilité.

On considére désormais une variable aléatoire X de densité f et on note F, sa fonction de
répartition.

2) a) Montrer que X posséde une espérance et donner sa valeur.

. ' L. ' . . 11
b) Montrer que X posséde une variance et vérifier qu’elle est égale e

0 six<0
3) Montrer que I'ona: F, (x)=11-(1-x?) si0<x<l.
1 six>1

4) Soit U et V deux variables aléatoires a densité, indépendantes, et suivant toutes les deux la loi
uniforme sur [0,1]. On pose M =min(U/,V), c’est-d-dire que, pour tout réel x, on a
P(M >x)=P(U>x)P(V>x).On admet que M est une variable aléatoire i densité et on note Fj,
sa fonction de répartition.

a) En notant G la fonction de répartiion commune & U et V, rappeler I'expression de G(x)
selon que x<0, 0=x<1 ou x>1.

b) En déduire, pour tout réel x, les expressions de P(M > x) etde Fy, (x) en fonction de G(x).

¢) Donner enfin explicitement Fy; (x) selonque x<0, 0=x=<1ou x>1.

5) On considére la variable aléatoire Z définie par Z = M et onnote F, sa fonction de répartition.
a) Déterminer F;(x) selonque x<0, 0=x<lou x>1.

b) En déduire que X et £ suivent la méme loi.

¢) Compléter le script Fython suivant qui simule la variable M a la ligne L3, afin qu’il simule la
variable X alaligne L4.

Ll U=rd.random{}
L2 V=rd.random/{)
L3 M=np.min (U, V}
1.4 K==
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Exercice 2
On définit les matrices :

3 11 100
A=11 3 1 et I=10 1 0
2 2 4 0 01
1. (a) Déterminer un réel a tel que : A% — 84 = al.
(b) Montrer que A est inversible et donner I'expression de AL
(¢) Déterminer les valeurs propres possibles de A.
T
2. (a) Résoudre AX = 6X, oil X est de la forme | y | avec (z,y) € R%.
2
1 1
(b) Calculer A| -1 etA| O
0 -1
(c) En déduire les valeurs propres de A.
1 1 1 ¥ 1 1 6 0 0
3. Onpote P=|1 -1 0], Q=11 -3 1 ]etD=1[0 2 0
2 0 -1 2 2 =2 0 0 2

(a) Caleuler PQ. En déduire que la matrice P est inversible ainsi que ’expression de son inverse P~.
(b) Calculer AP et PD. En déduire que A est diagonalisable.
(c) Par récurrence sur n € N, montrer que A" = PD"P~L.

3"—-1
(d) Vérifier que, pour tout n € N, la derniére colonne de A™ vaut : 2"~ 2 [ 37 —1
2(3" + 1)

4. Application : Lucile aime lire un livre avant de s’endormir. Elle posséde trois type:-. de livres : des livres
de chevaux, des livres de dinosaures et des livres de princesses. Le choix du livre se fait en fonction du livre

qu’elle a lu la veille selon le schéma suivant, pour n € N* :
1
e si elle a lu un livre de chevaux le jour n, elle lira un livre de chevaux le jour n + 1 avee probabilité 3 ou

1 1
un livre de princesses avec probabilité g ou un livre de dinosaures avec probabilité 3

e si elle a lu un livre de princesses le jour n, elle lira un livre de chevaux le jour n + 1 avec probabilité

L=

: ; g ; ; s A
ou un livre de princesses avec probabilité 3 ou un livre de dinosaures avec probabilité 3

e si elle a lu un livre de dinosaures le jour n, elle lira un livre de chevaux le jour n + 1 avec probabilité :

=+

1 ’ s
ou un livre de princesses avec probabilité - ou un livre de dinosaures avec probabilité 3

Le premier jour, elle lit un livre de dinosaures.
On note, pour tout n € N* :
e ¢, la probabilité de I'événement C,, : "Lire un livre de chevaux le jour n”,
e p, la probabilité de 'événement P, : "Lire un livre de princesses le jour n",
e d, la probabilité de I’événement D,, : 'Lire un livre de dinosaures le jour n'".
Cn
e X, = Pn
i

(a) Que vaut X, ?
(b) Soit n € N*. A I'aide de la formule des probabilités totales appliquée an systéme complet d'événements

1
(Cp, Py, Dy), montrer que : X, = EAX“'
1 =
(¢) En déduire par récurrence que, pour tout n € N* : X, = @;—_-TA“ 1X;.

1 | i Bar
(d) En utilisant la question 3d, montrer que d,, = 2 (1 + -S"Ti) pour tout n € N* et en déduire e o dy-



