3. SUJETS DE L’OPTION TECHNOLOGIQUE

EXERCICE PRINCIPAL T 16

1. Question de cours : Propriétés d'une variable aléatoire i densité.

Pour tout entier & supérieur ou égal & 2, on considére la fonction fr définie sur R par :

k-1
0 sinon

2.a) Vérifier que pour tout entier k& = 1, la fonction fi est une densité de probabilité.
Dans la suite de I'exercice, on note ¥ une variable aléatoire de densité f.

b) Calculer l'espérance et la variance de Y.

3.a) Déterminer la fonction de répartition F de Y.

b) Calculer le nombre dérivé & gauche et le nombre dérivé & droite de F au point 1.
¢} Tracer 'allure de la courbe représentative de F' dans le plan rapporté & un repére orthogonal.

4. Pour n entier supérieur ou égal & 1, soit ¥1,Ys, ..., Y, n variables aléatoires indépendantes et de méme loi
que la variable aléatoire Y.
On pose pour tout n = 1, Z, = max(¥7,Ys,...,Y,) et on admet que Z, est une variable aléatoire.

a) Montrer que pour tout réel z du segment [0,1], ona: [Z, <zl=M1 < ZIN[Ya < 2]N...N[Y, < 2.
b} En déduire la fonction de répartition G de Z, ainsi qu’une densité de Z,.

c) Déterminer 'espérance et la variance de Z,.

EXERCICE SANS PREPARATION T 16

Soit n un entier supérieur ou égal 4 2. On note 4 la matrice carrée d'ordre n définic par A =

et I la matrice unité d’ordre n.
1. Calculer la matrice A2 — (n+ 2)A+ (n+ 1)1
2. En déduire que la matrice A est inversible et exprimer son inverse A~! cn fonction de A et [,



EXERCICE PRINCIPAL T 18

1. Question de cours : Définition d’une fonction convexe.
x‘n
1422

Pour tout entier n = 1, soit f,, la fonction définie sur [0, +-oc[ & valeurs dans [0, +o0|, telle que fo(z) =

2.a) Btudier les variations de la fonction f; sur [0, +o0l.
b) Tracer la courbe représentative (C) de fi dans le plan rapporté & un repére orthonormé.
¢) Etablir I'existence d'un point d’inflexion de (C). Quelles sont ses coordonnées ?

1
d) Calculerf fi(z)dz.
0

1
3. Soit (tn)nz1 la suite définic par : pour tout entier n 2 1, up = / Fr(z) dz.
0
a) Montrer que la suite (u,),»1 est convergente.
b) Caleuler la limite de la suite (1,31

4.a) Calculer pour tout entier n 2 1, 240 + Un.
b} Calculer uy et us.
c) A Taide d'un raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier n > 1, on a :

EXERCICE SANS PREPARATION T 18

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la loi de Bernoulli de parametre p

avec 0 < p < 1. Pour tout entier n = 1, on pose : ¥, = X, X, 11.

1. Donner la loi de Y, ainsi que Pespérance E(Y},) ct la variance V(Yy) de ¥i,.

RS

2. Montrer que pour tout p vérifiant 0 < p <1, ona: V{¥,) £
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EXERCICE PRINCIPAL T 14

La probabilité d'un événement B est notée P(B) el si P(B) # 0, lo probabilité conditionnelle d'un ¢vénement
A sachant B est notée Pp{A).

1. Question de cours : Le modele binomial.

Soit 1 un entier supérieur & 1. Une urne contient 3 boules numérotées 1,2 et 3. On tire successivement n boules
avec remise et pour k = 1,2, 3, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules portant le numéro &
qui ont été tirdes.

2.a) Reconnaitre les lois de X7, X3 et Xj.

b) Rappeler Pespérance et la variance de X;.

¢) Que vaut X; + Xo + X3 ? Calculer la covariance de X et X;. Les variables aléatoires X1 et X3 sont-elles

indépendantes 7

3.a) Soit ¢ un entier tel que 0 € 4 < n et soit j un entier tel que 0 € < n — 1. Etablir la relation :

Axmlie =) = (") (;)

b) En déduire pour tout couple d’entiers (i,7) tels que 0 < i + 7 < n, P([X; =] N [Xz = j]).

4. On prend n = 3. Donner la loi conjointe du couple (X, Xz). On représentera les résultats dans un tableau.

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL T 14

1. Cours

2.a) Pour tout i =1,2,3, on a X; — B(n, %)
2

b) On a: E(X;) = g et V{X;) = ?n

c) X1+ Xo+ Xz =mn Doll V(X7 + X2+ X3) = V(n) =0, soit encore (la variance d’une somme de deux

variables est au programme ; & eux de voir comment faire avec trois),

0=V(X))+ V(X2} + V(Xa} + 2Cov(X1, Xz) + 2Cov(X1, X3) + 2 Cov(Xa, X3) = 3V(X1) + 6 Cov(Xy, X2)

_V{x)
2

3.a) La loi conditionnelle de X3 sachant [X) = 4] correspond au schéma binemial dans une urne de taille n — ¢

n e
Dol Cov(X1, X)) = =-3 Cette covariance n’étant pas nulle, Xy et X3 ne sont pas indépendantes.

1 -3\ 1\
et de probabilité de sucets égal & 5. D'oit: Vj € [0,n — i, Pxy=g([Xa = j]) = (”j ") (5) .

b) On sait que P{[X1 = ] N [X2 = j]} = Px,~q([X2 = j]) x P([X1 = i]). Par suite, on a:

pour tout couple dentiers (i, 5) tels que 0 < i+ j < n, P([X1 =i]N[Xy = j]) = (?) (n;— z) (Z : :: ;) 3%.
n!

4. On pose p; ; = P([X1 = i{|N[Xz = j]). On trouve : poo = 1/27, po1 = 1/9, po2 = 1/9, po,s = 1/27, puis,

pro=1/9,p11=2/9,p12=1/9, p1,3s =0, puis pao = 1/9, pa1 = 1/9, pa,2 = 0, pa,3 = 0, et enfin,

Pa,0 = 1/27, pay = p3a = pa3 = 0.

soit, P{{X1 =i|N[Xz =4]) = (loi trinomiale).



EXERCICE SANS PREPARATION T 14

11—z
1+z

Soit f la fonction définie sur [0, 1], & valeurs réelles, donnée par : f(z) =

1
1. Iitablir, sans caleuls d’intégrales, 'encadrement : 0 < f flz)dx <
0

B —

1
2. Caleuler [ fz)d=.
0

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION T 14

4
L. Sur [0,1], on a f(z) 2 0. D’autre parl, f'(z) = __(].—|2-—£B)2 et f'(x) = S > 0, done la fonction f est
1 1
1
convexe sur [0,1]=>V3;€[0,1],0§_f(m)$—m+1=>0£/ f(m}dméf (—$+1)d3;=§.
0 0
2. Par cxemple, f(z) = ——% — —2_ 1=>f1f( Ydz =22 -1
: X ) = = — z)dx = -1
exemple, Jiz 142 14z 0



EXERCICE PRINCIPAL T 17

1. Question de cours : Propriétés de la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité.

e .
5 ST =21
2. Pour tout réel a > 0, soit f, la fonction définie sur R & valeurs réelles, telle que : fo{z) = ¢ *

0  sinon

Pour quelle valeur de a la fonction f, est-elle une densité de probabilité 7
Pour cette valeur de a, on note f cette densité. Dans la suite de I’exercice, on note X une variable aléatoire &
densité de densité f.

3.a) Déterminer la fonction de répartition F' de la variable aléatoire X.

b} Tracer la courbe représentative de F* dans le plan rapporté & un repére orthonorms.

. 1
c¢) Résoudre I'équation F(x) = 3
4. Pour n entier supérieur ou égal & 2, soit X1, Xa,..., X,, n variables aléatoires indépendantes ot de méme loi
que la variable aléatoire X.
On pose pour tout n 2 2, T, = min{X;, X3,..., X,) et on admet que T}, est une variable aléatoire 3 densité.

On a donc pour tout z réel, I'égalité d’événements suivante : [1}, 2 2] = [X1 2 2z]N[Xzs 2 2z]N...N[X, = a].
On note G la fonction de répartition de T, et g une densité de Ty,
a) Déterminer pour tout z réel, G(z) et en déduire pour tout x réel, g(x).

A
b) Soit un réel A > 1. Caleuler pour tout entier r 2 1, intégrale / z"g(x) dx.
1

A
c) Pour quelles valeurs de 7 la limite de / z" g{z) d lorsque A tend vers +co, est-elle finie ?
1

CORRIGE EXERCICE PRINCIPAL T 17

1. Cours.

— sizzl
T .

2. Oun trouve a = 2 = f(z)}) =

0 sinon
1 ! iz>=l
- — sigx
3.a) On trouve : F(z) = z? -

0 sinon
b) La fonction F est nulle sur | — oo, 1] puis est strictement croissante, concave et tend vers 1 & I'infini.

c)F(x):%=>:c=\/§.

2n
l-—— sizzl —_—
4.a) On trouve : G{x) = an T et glz) = { atnt!

0 sinon 0 sinon

siz>z1

2n
(Ar—2n71)= n —r

sir<2n

A
2n
b " =" (A" _ 1) = I
2 /1 z"glz) dw r— 2n( ) Ao 7 — 2n
+00 sirz22n



EXERCICE SANS PREPARATION T 17

0 1/2 1/2
Soit A la matrice carrée d'ordre 3 définie par: A= { 1/2 0 1/2
/2 1/2 0

On rappelle que A® = [ {matrice unité d’ordre 3).

1. Calculer les matrices A2 ot A3.
an bn by

2. Montrer que pour tout entier naturel n, la matrice A™ est de la forme { b, a, b, ] et donuer les relations
b, b, an

de récurrence vérifiées par les suites (@, )n>0 et (bn)nzo-

CORRIGE EXERCICE SANS PREPARATION T 17

1/2 1/4 1/4 1/4 3/8 3/8
L Ontrouve A2 = [ 1/4 1/2 1/4 J et A*=[3/8 1/4 3/8
1/4 1/4 1/2 3/8 3/8 1/4
2. La proposition est vraie pour n =0 avec by =0 et ap = L ainsi que pour n =1, n =2 et n= 3.
by 1/2(an + b)) 1/2(an + ba)
On suppose la propriété vraie au rang n; alors : A" = | 1/2(ay, + bs) by, I/2a, + b,) | et la
1/3(an + b)) 1/2(an + by) by

propriété est encore vraie au rang n+ 1 avec ayqq = by, et byyy = 1/2(ay + by).
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SUJET T 05
Sujet T 05

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : formule de Koenig-Huygens.

2. Soit g la fonction réelle définie par :  g(x) = — i
x? —

a) Donner ’ensemble de définition de g et préciser la parité de la fonction g.

b) Calculer la fonction dérivée de g.

¢) Donner une représentation graphique de g, en indiquant ses asymptotes.

d) Justifier Pégalité -
E:

f g(z)dz =Inv6 .
2

3. Pour tout nombre entier n supérieur ou égal a 2, on note f,, la fonction définie par :

2nx

f-n(if) = (IQ = 3)n+1
0 six <2

six>2

a) Démontrer que f, est une densité de probabilité.
b) Soit X, une variable aléatoire de densité f,.

i) Démontrer que la variable aléatoire X »2 admet une espérance, donnée par la formule :

E(X,2) =34+ —

n—1

it) Trouver la limite de E(X,) quand n tend vers 'infini.



Sujet T 05

EXERCICE SANS PREPARATION

. . . a b
1. Calculer les puissances successives de la matrice (U ) :

2. On considére les instructions Scilab suivantes :

M=eye(2,2)/2;

N=M;

N(1,2)=1;

M=N;

c=1;

while N(1,1)>0.01
N=M#*N;
c=c+l;
end;

Quelles sont les valeurs des variables ¢ et N(1,2) aprés 'exécution des instructions précédentes ?



Sujet T 05

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : formule de Koenig-Huygens.

V(X) = B(X?) - (E(x))*

2. Soit g la fonction réelle définie par :  g(z) = Q—EE .
z? —

a) Donner ’ensemble de définition de g et préciser la parité de la fonction g.

La fonction g est impaire et définie sur D, = R\ {=v/3, +V/3}.

b) Calculer la fonction dérivée de g.

(;1:2 +3)

Ve .Dg, g’('ll) = _EIQ—-—-S_)E .

¢) Donner une représentation graphique de g, en indiquant ses asymptotes.

e La fonction g est décroissante sur chacun des trois intervalles | — 00, —=v/3[, | — V3, +V/3]
et |+ v/3, +ool.

e Son graphe, symétrique par rapport & lorigine, admet l'axe des abscisses pour asymptote
horizontale et les droites verticales d’équation = = —v/3 et & = ++/3 pour asymptotes verticales.

d) Justifier 1'égalité :
3
] g(x)dz =In V6 .
2

1

f2 g(z)dx :/:; TT_—S(LE = [5 In(z* — 3) =5 (In6 —Inl) =In 6 .

3. Pour tout nombre entier n supérieur ou égal & 2, on note f,, la fonction définie par :

2nax

fa(x) = { (22 = 3)»+1
0 siz<?

six>2

a) Démontrer que f, est une densité de probabilité.

e La fonction f, est positive et continue sur R\ {2} .
e Son intégrale sur IR est égale & 1 puisque :

+o0 o 2nx . 1 4
f fula) de = /2 W‘“’: At T @l T b

-



b) Soit X, une variable aléatoire de densité f,.

i) Démontrer que la variable aléatoire X,,? admet une espérance, donnée par la formule :

B(X,?) =3+ - = 1
+co 4o 3 +o0 K e
2nx 2nx (3 + (z* — 3))
B(X) = 2 fuld I.?:/ g dr = 1z
(Xn") [m v? () da L @ da A ? =gyl da
T Onz n T 9n -z n
=3 L, P S SE re ;
/2 (z?2 — 3)»H1 il n—1 fg (22 — 3)(n-D+1 S n—1

ii) Trouver la limite de F(X,,) quand n tend vers I'infini.

La nullité de f,, sur l'intervalle | — 0o, 2] et la formule de Koenig-Huygens permettent d’obtenir

I'encadrement
2 < E(Xn) < \VE(X22) = /3 + — 1
n-—

qui fournit par passage & la limite :

lim F(X,)=2.

n—ytoc



Sujet T 05

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

. . . a b
. Calculer les puissances successives de la matrice (0 a) .

a b ‘”‘7 a® na*'b -
0 a/ ~\O a

. On considére les instructions Scilab suivantes :

Pour tout n € N* :

M=eye(2,2)/2;

N=M;

N(1,2)=1;

N=M;

c=1;

while N(1,1)>0.01
N=M#N;
c=c+l1;
end;

Quelles sont les valeurs des variables ¢ et N(1,2) aprés 'exécution des instructions précédentes ?

e c=17

7
o N(1,2)= 216 = o7 = 0109375

puisque le plus petit entier n pour lequel 27" < 0.01 est 7
12 1\° (0015625 0.1875
0o 1/2) 0 0.015625

1/2 1\ (00078125 0.109375
0o 1/2) ~ 0 0078125

et



SUJET T 06
Sujet T 06

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : loi faible des grands nombres.

2. Pour tout nombre réel strictement positif @, on note f, la fonction définie sur R par :

ar si0<x<3
Ja(z) = { .
0 sinon

Pour quelle valeur de a, la fonction f, est-elle une densité de probabilité ?

On note [ cette densité et X une variable aléatoire admettant f pour densité.

3. a) Déterminer la fonction de répartition F* de X.

'I"Oc
b) Justifier la convergence de l'intégrale f (1 — F(x)) dz et la calculer.
0

+oc
c) Veérifier égalite : FE(X) = f (1-F(z))dz .
0

Lov)

4, Onpose:Y:—é—-

a) Justifier que Y suit une loi uniforme.
b) Quelle est la loi que permet de simuler 'instruction Scileb suivante?

3#sqrt(rand())

¢) De quel nombre se rapproche la valeur fournie par I'instruction Seilab suivante lorsque n
est grand 7

sum(sqrt(rand(n,1)))/n



Sujet T 06

EXERCICE SANS PREPARATION

Soit M la matrice définie par M = G é) et I = ((1] ?) la matrice identité. On pose : J = M — 1.

1. Pour tout entier p > 1, calculer J? en fonction de J.

2. Donner pour tout entier n > 1, une expression de M" en fonction de I et J.



Sujet T 06

CORRICE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : loi faible des grands nombres.

2. Pour tout nombre réel strictement positif a, on note f, la fonction définie sur IR par :

fa(z) =

0 sinon

{a:ﬂ si0<a<3

Pour quelle valeur de a, la fonction f, est-elle une densité de probabilité?

2
a=—|-

On note f cette densité et X une variable aléatoire admettant f pour densité.

3. a) Déterminer la fonction de répartition F' de X.
0 siz<0
z?
F(:L‘): —9— si0<ax<3
1 siz>3

+oo
b) Justifier la convergence de l'intégrale / (1 - F(a)) da et la calculer.
0

+oc 3 2
/(; (1_F($))dﬂ’:/0 (1—%)(1;?::.

+oo
c) Vérifier 'égalité : E(X) = / (1 - F(z))dz .
0

+oo ) 3
/ z f(z)de = 5 f x? da = .
= 0

o0

X2
4. Ollpose:Y':?-

a) Justifier que Y suit une loi uniforme.

La fonction de répartition G de Y est donnée par

0 stz <0
G(z) = P([X?<9%]) = F(V9z) =2 si0<a<3
1 siz >3

ce qui prouve que Y suit la loi uniforme sur [0, 1].

b) Quelle est la loi que permet de simuler I'instruction Scilab suivante?



3xsqrt(rand())

Si une variable aléatoire U suit la loi uniforme sur [0,1], 3 % VU suit la méme loi que X,
puisque X = 3vVY et que Y et I/ suivent la méme loi.
L’instruction Scilab précédente permet donc de simuler la loi de X.

¢) De quel nombre se rapproche la valeur fournie par I'instruction Secilab suivante lorsque n
est grand ?
sum(sgrt(rand(n,1)))/n
L'instruction Scilab "sqrt(rand(n,1))" génére une simulation d’un échantillon de taille n de la
variable aléatoire X/3.

Gréce a la loi des grands nombres, on peut donc affirmer que, lorsque n est grand, l'instruction
Seilab "sum(sqrt(rand(n,1)))/n" fournit une valeur approchée de



Sujet T 06

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

Soit M la matrice définie par M = (? ;) et [ = (é (IJ) la matrice identité. On pose : J = M — 1.

1. Pour tout entier p > 1, calculer J” en fonction de J.
JE—gF L]

2. Donner pour tout entier n > 1, une expression de M™ en fonction de [ et J.

Les matrices [ et J commutent.
La formule du binéme donne

oSl (G v (SO

k=0 k=0 k=0
n ) 1vk n n—l1 ) k n
Comme Z (Z) (5) = (g) = RZ_;] (:) (%) + (%) , on obtient finalement

1 -1
no_ n-1{“ _ = =
MP =T+ (o - YT =1+ 2= |

(=13
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Sujet T 30

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : définition d'une valeur propre d'une matrice.

Soitget bdesréels telsque 0 <a<let0<b<1. Onpose: s=1— (a-+b).

Soit A la matrice carrée d'ordre 2 définle par: A = (1 ; ¢ 1 E b) .

2. a) Etablir Vencadrement : —1 < s < 1.
b) Montrer que le polynéme Q@(X) = X2 — (1 + s).X + s est un polynéme annulateur de la
matrice A.
c} Que peut-on en déduire concernant les valeurs propres de A7

d) Montrer que les vecteurs (z) et (_1

1) sont des vecteurs propres de A associés aux deux

valeurs propres de A,
e) La matrice A est-elle diagonalisable?
3. On rappelle que par convention, on pose A® = I, o1 1 est la matrice identité d'ordre 2.
a) Exprimer pour tout entier naturel n, la matrice A™ sous forme de tableau.

b) Calculer en fonction de a et b la matrice L = ET A", clest-3-dire la matrice carrée
k) o0

dont les coefficients sont les limites des coefficients de A™ lorsque n tend vers +oo.



Sujet T 30

EXERCICE SANS PREPARATION

ze ™ sixz>0

Soit f la fonction définie sur R par: Vz € R, f(z) = .
0 siz <0

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

On note T une variable aléatoire de densité f.

2. a) Calculer 'espérance de T

b) Déterminer la fonction de répartition I de la variable aléatoire T



Suget T 30

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. | Question de cours : définition d’une valeur propre d'une matrice.

On appelle valeur propre d'une matrice carrée A tout nombre réel A tel qu’il existe une matrice
colonne non nulle X vérifiant :

AX =)0X .

Soitaet bdesréelstels que 0 <a<let0<b<1 Onpose: s=1—(a+b).
Soit A la matrice carrée d’ordre 2 définie par: A= (1 —a b ) :

a 1-b

2. a)|Etablir Pencadrement : —1 < s < 1.

CommeO<a<letlO<b<lonal<a+b<2etdone, —1<s<1.

b)

Montrer que le polynéme Q(X) = X% — (1+s)X + s est un polynéme annulateur de la matrice
A

D’aprés le cours, si B = (2 Z), alors le polynome X2 — (a4 d)X + ad — be est annulateur de

Ici,ona:a+d=1+setad—bc =5, et Q(X) = X2 — {1+ 5)X + s est un polynéme annulateur

de A,

c)lQue peut-on en déduire concernant les valeurs propres de A7

On sait que I'ensemble des valeurs propres de A est inclus dans 'ensemble des racines de Q.
La résolution de I'équation @{X) = 0 donne deux solutions 1 et s qui sont donc des valeurs
propres possibles.

Au passage, on remarque que ce sont deux racines distinctes car s < 1.

Remarque

Comme A— 1T = (_3 _f;)) n’est pas inversible, 1 est valeur propre de A.

De méme, comme A — s = (2 2) n’est pas inversible, s est valeur propre de A.

=

(o)

b 1 .
Montrer que les vecteurs (a) et (_1) sont des vecteurs propres de A associés aux deux

valeurs propres de A.

= (2), donc le vecteur non nul (z) est un vecteur propre de A associé & la valewr

propre 1.

De méme, A (_

5,

1

1) = § (_11), donc (_11) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre




€) | La matrice A est-elle diagonalisable?

b1 10
Onpose.P—(a _1) etD—(O 5)

On vérifie que AP = PD, d'ott D = P71 AP, et par définition, la matrice A est diagonalisable,

a)IExprimer pour tout entier naturel n, la matrice A™ sous forme de tableau.

Ona A" = PDnp-L,

1
Les calculs donnent P! = 11 et
a+bl\a —b

n _on
g L (ab+as b(1 s))

T a+b\a(l-s")  a-+bst
b Calculer en fonction de ¢ et b la matrice L = ET A", c'est-a-dire la matrice carrée dont les
n o0

coefficients sont les limites des coefficlents de A™ lorsque n tend vers +oco.

1
Puisque |s|<1l,ona: lim s"=0et L= lim A"= (b b).
n— +oo n— +oo a+ bla a



CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

ze ® siz=0

Soit [ la fonction définie sur R par : Vo € R, f(w) = { i
0 siz <0

Sujet T 30

1. |M0ntrer que f est une densité de probabilité.

La fonction f est positive, continue sur R. et vérifie :

/+mf(ﬂ:)dac: /(:rma:e_mda:—l

)

car c’est I’espérance d’une loi £(1).!

On note T une variable aléatoire de densité f.

2. a) I Calculer 'espérance de T'.

+oo
E(I) = f rle T dz =2
0

car ¢’est le moment {non centré) d’ordre 2 d’une loi £(1).

b) | Déterminer la fonction de répartition F de la variable aléatoire T.

Pour z < 0, on a F(z) =0 et pour x > 0, 4 I'aide d’une intégration par parties :

T
F(z) :f te~tdt=1-(1+z)e ™.
0

1. On peut utiliser avec profit les propriétés de la loi exponentielle de parameétre 1.,



Sujet T 31

EXERCICE PRINCIPAL

1. Question de cours : définition d’une densité de probabilité.
2. Boit r un réel tel que r # —1 et soit g la fonction définie sur [0, 1[ par :
1
vz € [0,1], = ———(1—z)"*.
2 € (0,1], gla) =~ (1 -2)

a} On note g’ la fonction dérivée de g.  Pour tout z € [0, 1], calculer g'(z).

1
b) Calculer 'intégrale f V1 —zdz.
0

1 1
3. On pose Iy = f V1 — x dz et pour tout entier n > 1, I, = ] ™1 — 2z dx.
0 0

a) A I'aide d’une intégration par parties, établir, pour tout n € N, I'égalité :
2(n+1) ! :
Int1= Hntl) ; )] 2"(1-x)? da .
0

b) En déduire la relation () suivante :

2(n+1)

YmneN, Inp1 = m

n

c) A Vaide de la relation (x), compléter les lignes (2}, (4) et {5) du script Scilab suivant
afin qu’il caleule et affiche I, pour une valeur de n entrée par I'utilisateur.

1 n=input {’donner une valeur de n:’)
P

(2) ICEIEEE Y

(3) for k=1:n

(4) S
(B) -

(6) disp(I)
d) Calculer Iy.

4, Soit f la fonction définic sur R par :

15
Za zyvl—x si0€zx <l
fz) =
o sinon
a) Montrer que f est une densité de probabilité.

b) Déterminer la fonction de répartition F d’une variable aléatoire de densité f.



Sujet T 31

EXERCICE SANS PREPARATION

1 1
1
Soit A la matrice carrée d’ordre 2 définie par : A = 3
2 2
1. a) Montrer que le réel A est valeur propre de A si, et seulement si, il vérifie I'équation :
Mox=0.

b) Quelles sont les valeurs propres Ay et Aa (A > Az) de A7

2. a} Déterminer les vecteurs propres de A, associés aux valeurs propres A; et Ag respective-
ment.

b) Montrer que A est diagonalisable,



Sujet T 31

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

1. | Question de cours : définition d’une densité de probabilité.

Une fonction f définie sur R est une densité de probabilité si elle est positive, continue sauf au
plus en un nombre fini de points et si elle vérifie :

[;mf(w)dw=1.

9. Soit 7 un réel te} que r # —1 et soit g la fonction définie sur [0, 1[ par :

Va € (0,1, g(z) = — — (1 - o)

r+1

a) fOn note ¢ la fonction dérivée de g.  Pour tout z € [0, 1], calculer g'(z).

On trouve : g'(z) = (1 — x)".

b

T

1
Calculer Vintégrale f Vv1—xdx.
0

1 ! 2 ar 2
Avecr—E,ona,./‘O \/l—mdx——g[(l—w) ]0__3_.

1 1
3. On pose Iy = f V1 —x dz el pour tout enlier n 2 1, I, = f "1 — x da.
0 0

A D’mide d’une intégration par parties, établir, pour tout n € IN, l'égalité :

2 1 :
) I = h(n?’ﬁ/ z™{1 —I)% dzx .
o

1
Onaly= / "1 -z dx.
1 . . N
En dérivant x — z™*! et en utilisant une primitive de £ ~— {1 — 2)%, une intégration par

2 31! 2 1
parties donne : [np = [ -3 o - )3 (n +1) j :r:) dx, soit encore :

1 3
Iy = _n_~|—_)/ (1 — ) de.
3 0

En déduire la relation (*) suivante :

2(n+1)

V?‘LEN, In+1: m+5 n -




Soit n € IN.
En utilisant les égalités 27(1 — 2)7 = a™(1 — 2)2(1 — 2) = 2™(l — 2)7 — 2""'(1 — 2)%, on
parvient i

puis :

2(n+1)

Ips1 = 3 (In - In-H)
2n+1
I = ‘9551?) Tn

A Paide de 1a relation {*), compléter les lignes (2), (4) et (5) du script Scilab suivant afin qu'il
calcule et affiche I, pour une valeur de n entrée par l'utilisateur.

(1) n=input (’donner une valeur de n:!)
(2) I= ceveennnn

(3) for k=1:n

(4) I= cccevnnnn

(5) oeoes

En complétant les lignes (2), (4) et {5}, on obtient :

{1) n=input {(’donner une valeur de n:’)
(2) 1=2/3
{3) for k=1:n
{4) I=(2%(k+1}/ (2¥k+5) ) *I
{5) end
{6) disp(I)
d)[ Calculer 13.
Powrn=0et Iy = %, la relation () donne : ) = 1% .
15 .
T Vi-z si0<z<l1
4. Soit f la fonction définie sur R par:  f(z) = .
0 sinon

a) | Montrer que f est une densité de probabilité.

oo 15

La fonction f est continue sur R, & valeurs positives et f flz)de = T L =1

-0

b} | Déterminer la fonction de répartition F d'une variable aléaléatoire de densité f.

’

0 siz <0
3 2

On trouve : F(z) = 1—(1+§$)(1—x)2 sid<e<l -
1 siz>1




Sujet T 31

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

1
Scit A la matrice carrée d’ordre 2 définic par : A = ~

Montrer que le réel X est valeur propre de A si, et seulement si, il vérifie 'équation :
Lo A _A=0.

Le réel X est valeur propre de A si et seulement si la matrice A — AT est non inversible (cours),
ce qui donne A2 — A = 0 {on utilise, par exemple, 1a nullité du déterminant d'ordre 2).

b) I Quelles sont les valeurs propres A; et Ag (A > A2} de A7

Ar=1
A2=10

a) | Déterminer les vecteurs propres de A, associés aux valeurs propres A; et Ay respectivement. l

. 1
s Les vecteurs propres de A associés & la valeur propre A; = 1 sont les vecteurs U = o (2)
avec a 7# 0.

s Les vecteurs propres de A associés 4 la valeur propre Ay = 0 sont les vecteurs ¥V = 3 (_11)
avec B # 0.

b) [Mcmtrer que A est diagonalisable. !

1 1 1 0
Onpose.P:(2 —l) etD=(0 O)'
AP_(I 0)
2 0
pp_ (10
20

Comme P est inversible, P~'AP = D et la matrice A est donc diagonalisable.
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Sujet T 2

EXERCICE PRINCIPAL

Soit X une variable aléatoire 4 valeurs dans N* telle que, pour tout entier » non nul -
P(X > ) #0
On dit que X vérifie la propriété d’absence de mémoire lorsque :
¥n>1, VYm>1, Px.g{X >n+m])=P(X>m])

1 a} Question de cours : définition d'une suite géométrique.
b} Quelles sont les suites géométriques admettant une limite finie?

2. Soit T une variable aléatoire qui suit la loi géométrique de paramétre p €0, 1[.
Etablir que T vérifie la propriété d’absence de mémoire.

3. Soit & une variable aléatoire a valeurs dans N* vérifiani la propriété d'absence de mémoire.
On pose, pour tout eatier n > 1 : w,, = P{[S > n]).

a) Etablir que :
=1, ¥m > 1, YUnym = Unlym -

b) En déduire que la suite {#,)n>1 est géométrique.
¢} Exprimer P{[S = n]) en fonction de certains termes de la suite (un)nz1-
d) En déduire que la variable aléatoire S suit une loi géométrique dont on précisera le paramétre.

4. Quel résultat a-t-on ainsi démontré?



Sujet T 2

EXERCICE SANS PREPARATION

Déterminer une matrice 4 € M2(R) admettant

1 .
e X = ( 1) pour vecteur colonne propre associé 4 la valeur propre A = 2
et

e o= (_11) pour vecteur colonne propre associé & 1a valeur propre \; = 4.



Sujet T2

CORRIGE DE L'EXERCICE PRINCIPAL

Soit X une variable aléatoire 3 valeurs dans N* telle que, pour tout entier n non nul : P{[X > n]} # 0.
On dit que X vérifie la propriété d'absence de mémoire lorsque :

Yn>1¥m>1: PFxsn(X >n+m])=P({X>m])
1 a) Question de cours.
b} Les suites géométriques convergentes sont celles dont la rajson appartient a lintervalle | — 1, +1].

2. La variable aléatoire T étant géométrique, on a : P([T > n]) = (1 — p}™

Or:
P(T>n+mNn[T>n)) P(T>n+m) (1-p™™m
P(T > n)) T OP([Tma)  (1-pn

Bilan : si T suit une loi géométrique alors T vérifie la propriété d'absence de mémoire.

= (1-p)" = P{{T >m]).

P[T>n]([T = n+m]:} =

3 a)

P((S>n+mln[S>nl) P{S>n+m]) _ tnim
P{[S > n|) T OOP(S>n) T u,

Pg-m([S > n+ml} =

En résulte ’égalité vraie pour tout couple d'entiers non nuls {n, M} Untm = Unlim-
b) L'égalité précédente étant vraie pour tout couple d'entiers non nuls (n,m) on obtient, pour

m=1: tpp1 = U1l
La suite (,)a>1 est donc géométrique de raison uy.

¢) § étant A valeurs entiéres on a, pour tout entier 7 non nul :

P{S=nl}=P{S>n—-1}) - P([S > n]) =unp-1 — tr .

d) On a ainsi :
PS=n)=u""—ul ="' (1 —w) .

La variable aléatoire $ suit donc la loi géométrique de paramétre p =1 — 1.

4. Les variables aléatoires 3 valeurs entieres et qui vérifient la propriété d’absence de mémoire sont les
variables aléatoires qui suivent une loi géométricue.

CORRIGE DE L'EXERCICE SANS PREPARATION

{11 {20 o (3 -y
SIP—(I —l) etJD—(I:I 4) alors la matrice A = PDP —(__1 3)c0nv1ent.



Rapport et sujets, oral HEC, Mathématiques (T)

Juin-juillet 2021

Le bilan de la session 2021 de mathématiques voie T est satisfaisant

Le niveau des candidats est trés hétérogéne : les notes se sont étalées entre 4 et 19. La moyenne s’établit & 10,74
et I’écart-type & 4,59.

On peut noter chez la plupart des candidats des lacunes en calculs. Mais fort heureusement, nombre d’entre
eux les ont compensées par des raisonnements astucieux, un exposé clair et rigoureux et ont été récompensés par
de bonnes, voire d’excellentes notes.

Le jury aimerait insister sur les points suivants auprés des futur.e.s candidat.e.s et de leurs enseignant.e.s.

— Les raisonnements graphiques et les tracés de courbes sont des compétences que nous souhaiterions fortement
valoriser & 1’avenir. Nous insistons sur le fait qu’aprés avoir tracé un tableau de variation, les candidats
doivent étre capable d’esquisser I'allure d’une courbe.

— Nous avons noté pas mal de lacunes en calcul, en particulier sur les calculs avec des puissances ou sur le
calcul de dérivées.

— les théorémes du cours doivent étre connus précisément, avec leurs hypothéses précises et leurs conclusions.

— Nous avons aussi noté chez certains candidats quelques difficultés avec la formule des probabilités totales.

— Les questions informatiques ne doivent pas étre négligées par les candidats. Elles ont permis & certains
candidats d’améliorer significativement leur note.

— Tout n’est pas joué a l'issue de la préparation : au cours de la présentation de I’exercice préparé, le jury
pose des questions pour aiguiller le candidat vers la solution. Il convient d’y étre attentif. Il est souvent utile
d’écrire au tableau ce qui est proposé par le jury. Par ailleurs, une prestation peut étre jugée excellente sans
que le candidats ne traite beaucoup de questions, alors qu’un candidat traitant de maniére approximative
un grand nombre de questions en déformant au passage les théorémes de son cours risque d’étre décu par
sa note finale.

— La question sans préparation est aussi trés importante. La encore, pour la plupart d’entre elles, le candidat
peut tout & fait faire bonne impression sans aller au bout de la question. L’important est de réfléchir et
d’écouter les indications du jury. Le candidat n’est pas obligé de parler instantanément en découvrant
I’énoncé. Le jury a pu constater que certains candidats, qui avaient complétement raté ’exercice préparé
ont redressé la barre sur I'exercice sans préparation, et parfois dans les toutes derniéres minutes.

Voici quelques sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur le fait que ces

corrigés sont indicatifs, ont été écrits a I'intention des membres du jury et ne correspondent pas toujours exactement
A ce que 'on peut attendre des éléves.



SUJET T1

Exercice principal T1

Une urne contient une boule blanche et deux boules noires. On effectue une succession de tirages avec remise de
cette urne, jusqu’a ce que ’on ait obtenu au moins une fois une boule blanche et une boule noire. On note X le
nombre de tirages nécessaires pour obtenir une boule blanche. On note 7' la variable aléatoire désignant le nombre
de tirages effectués. (On rappelle que les tirages s’arrétent dés que l’on a obtenu une boule blanche et une boule
noire) On notera aussi, pour j € N*, N; I'’événement "le j-iéme tirage donne une boule noire."

1. Question de cours : Loi géométrique de paramétre p €]0; 1] : protocole, loi, espérance et variance.
2. Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.
3. (a) Déterminer T'(Q2) et calculer P([T" = 2]).
(b) A l'aide du systéme complet [Ny, N] calculer P([T' = k]) pour k € T(Q).
4. La variable ¢X admet-elle une espérance ?

On note U la variable aléatoire prenant pour valeur le nombre de boules blanches au moment ot I’on s’arréte.

Par exemple, si les tirages ont donné successivement : une boule noire, une boule noire,une boule noire et
une boule blanche, alors T'=4et U = 1.

5. (a) Déterminer U(92).
(b) Calculer P([U = 1]). Les variables U et T sont-elles indépendantes ?

Solution :

1. Protocole ("premier succés" d’expériences identiques et indépendantes), Yk € N*, P([X = k]| = (1 —p)*~!p,
1
E(X)=-et V(X) =
p

P (programme ECT2 page 5.)

p2

2. Les tirages sont identiques et indépendants. (avec remise)

X<g (;) E(X) = 3, V(X) = 6.

3. (a) Il faut au minimum deux tirages pour avoir une boule blanche et une boule noire.
T(Q2) = N\ {1}
[T = 2] = (Bl ﬁNQ) U (Nl ﬂBg)
Ces événements sont incompatibles : P([T = 2]) = P(B; N N3) + P(N; N Bs)
1 2 2

1
Par indépendance : P([T = 2]) = P(B;)P(N2) + P(N1)P(B3) = 3%3 + 3%3= 3

(b) Avec la formule des probabilités totales, pour k > 2 :
P(T =k])=P(T =k|NNy)+P([T =k N By)

k—1
Sik > 2,P([T =klNN;) =P(NiN---NNi_1NBy) et par indépendance : P([T = k|NN;) = (> X =

On fait la méme chose pour P([T" = k] N By).

B(T = K]) =

W =
N
[SCIR )
~__
ol
L
+
Wl N
7 N
W
~__
T
-

4. On utilise le théoréme du transfert.

00 400 k—1
1 2
Si cette série converge absolument, E(e™) = ,;,1 P([X = k])e* = E 3 X (3> x ek



N-1 k
1 2

La somme partielle donne pour N > 0, Sy = = X e X E (e)
3 Pt 3

2
Or, Ee > 1 donc la série diverge

Ainsi ‘ eX n’admet pas d’espérance. ‘

5. (a) On s’arréte lorsque aprés au moins une boule blanche.
U(Q2) € N*. Et pour tout k € N*, [U = k] est possible.

U(Q) = N*.

(b) Avec la formule des probabilités totales et le systéme complet [Ny, By] :
P(U=1)]=P(U =1]NN1)+P([U =1]nBy)

1A By) = P(By N Ny) = >

P(U =1 =
P([U =1] N Ny) = P(Ny) (si Pon a Ny, nécessairement U = 1)
Ainsi | P([U = 1]) = g + % _ g

* Le plus simple est de voir que si T = 2, nécessairement, U = 1, donc :
P(U=1]|[T =2]) =1 #P([U =1])

‘Les variables ne sont donc pas indépendantes.




Exercice sans préparation T1

1

Tracer le graphe de la fonction x — ————
In(3 — [x|)

Solution :

1. On commence par le domaine de définition. Il y a deux conditions : 3 — |z| > 0 et In(3 — |z|) # 0

ssi |z] < 3 et 3—|z| #1ssi|z| €[0;3]\ {2}

[Dy =] = 3:-2[0] - 2;2[U]2; 3|
2. On peut noter que
3. Siz>0z|==

Donc pour z €]0;2[U]2; 3], f(x) =

1 ¢ f() -1 " -1 1 50
—. e )= =
In(3 — ) 3—z W?’B-2) @B-z)*B-z)
4. On trace alors le tableau de variation que 'on compléte avec les limites (pas de forme indéterminée) et qui
permet de tracer la courbe

x [ -3 —2 0 2 3
0 I +oo +oo || 0

fG@) |l pN I N | / | / |
I —oo | n(3) | —o0 |

Note : le prolongement par continuité n’est pas au programme

5. Question supplémentaire soit n € N, déterminer le nombre de solution de ’équation f(x) = n.
On énonce le théoréme de la bijection

1 1
L’équation admet deux solutions si y € R* U]——; +o0[ et une seule si y = ——
In(3) In(3)
Sauf qu’on nous précise qu’ici, n est un entier naturel.
1
C 3>e,In(3) >1 =1letd —— €|0;1
omme e, In(3) > In(e) et donc () 10; 1]

Si n € N*, I’équation f(z) = n admet deux solutions, I’équation f(z) = 0 n’admet pas de solution




SUJET T2

Exercice principal T2

1. Question de cours : fonction continue en un point.
Soit n € N. On définit la fonction

fn z(In(z))”  six e [1;2]
v { 0 sinon

On donne 'approximation numeérique suivante In(2) = 0.7.

2. Tracer allure de la courbe de fi. Est-elle continue en tout point de R?

2
3. On note maintenant, pour n € N, I, = / z.(In(x))" dz.
1

(a) Calculer I.
(b) Montrer que la suite (I,,) est décroissante.

(c) Montrer que ngrfoo I, =0.

n+1_n+1
2

4. (a) Montrer que VYn € N, I,,11 = 2(In(2)) I,.

(b) Compléter le programme SCILAB de maniére & afficher un entier N tel que :

. 1
VneN,sin > N, alors [, < 1000
n=0;
I=
P=

WHILE (I>0.001)
P=P*log(2);
I=

end;
disp( );

5. Montrer qu’il existe un réel C,, € R tel que la fonction C, f,, soit une densité de probabilité.

Solution :

1. f est continue en un point a de son domaine de définition ssi lim f(z) = f(a). (programme ECT1 page 7.)
r—a

2. On note que f; est dérivable sur |1;2].
1
Vz €]1;2[, fi(z) =1+1In(z) > 1. f{'(x) == >0
X
La fonction est convexe et croissante sur [1;2],
A1) =0, fi(1) =1, 1(2) = 2W(2) ~ 1,4, "(2) = 1 +1n(2) ~ 1,7
On peut placer les demi-tangentes
f est continue en tout point de R sauf en 2.



3 (a) I = d:m}:
()o/lxx[21 5

(b) Soit n € N*
Vo € [1;2], 0 < In(z) < In(2) < 1, donc (In(z))" ™ < (In(x))"

donc z(In(z))" ™ < z(In(z))™ et par positivité de lintégrale, I,,,1 < I,, ‘La suite (I,,) est décroissante.

(c) vz €[1;2], 0 < z(In(z))" < 2(In(2))"

3(In(2))"
2

Comme [In(2)| < 1, HETOO(IH(Z))" = 0 et donc par encadrement :

2
Par positivité de I'intégrale : 0 < I,, < (111(2))”/ rdr =
1

lim I, =0

n—-+oo

4. (a) On va faire une intégration par partie :

2
In+1:/ z(In(z))"* da.
1

SC2 n
On pose u/(x) = 2, u(@) = = v(z) = (@)™, v/(2) = "7 (n(a)”
Ainsi I,,11 = { M ]2 - /2 z*(n+ ;l(ln(x))n “
n+l n+1

Donc | I,+1 = 2(In2)

I7L

1
(b) Comme la suite (I,,) est décroissante, il suffit de trouver N tel que Iy < 1000"

WHILE (I>0.001)
P=P*log(2);
I=2%P-(n+1)*I/2;
n=n+1;

end;
disp(n)

5. La fonction C,, f,, est bien continue sauf en 2 (et admet des limites finies & gauche et & droite en ce point)

Elle est bien positive si I’on choisit C,, > 0.
—+o00 2

De plus Cpfn(z)de = Cn/ z(In(z))" da = C, I,.
o] 1

1
Comme l'intégrale est strictement positive, on pose alors C), = = et ’on a bien
n

‘ C., frn est une densité de probabilité. ‘




Exercice sans préparation T2

Soient p un réel de |0;1[, X et Y deux variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé

(Q, A, P).
k+1
On suppose que X() =Y(Q)=Net Vk e N, P([X = k) =P([Y =k]) = ( )
X(w ) -3
On considére la matrice définie aléatoirement par Yw € , M (w) = X (w (@) —2)°
. X Y-3
Autrement dit M = X 3x_2)

Calculer la probabilité que cette matrice soit inversible.

Solution :

1. La matrice est non inversible ssi X (3X —2)— X (Y —3) =0ssi X(3X —-Y +1)=0ssi X =0ouY =3X+1.
Or, P([X =0]U[Y =3X +1]) = ([ =0)+P([Y =3X+1) —P([Y =3X+1N[X =0])

P(X =0]U[Y =3X +1)) :7+Z]P’ Y =3k+1]) —P([Y =3]N[X =0]).
P(X =0JU[Y =3X +1]) 7+Z]P’ Y =3k +1]).
1 k+1 1\3k+2 4 1\* 1

OrP([X =k|U[Y =3k +1]) = (2> X (2> =g X (16) et 6 €]0; 1], la série converge.

+oo
Dans le programme officiel, ils n’ont pas la formule Z ¢"

k=ko

1 1 1 16 1 1
Z = 3k+1]) 8X<1—116 ) 8X<15 ) 8x15 120
1 1 59

Final P([M est inversible]) =1 — - — —— = —__
inalement | P([M est inversible]) 5120 _ 120

2. Question supplémentaire : On suppose que X = 1 et Y = 3. Calculer alors M".

M = <1 (1)> Par récurrence ou binéme de Newton, | M = <i (1)>




SUJET T3

Exercice principal T3

Soient A € RY et (X,),en une suite de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi exponentielle de
paramétre ), définies sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
1. Question de cours : loi exponentielle : densité, fonction de répartition, espérance et variance.
2. On suppose, dans cette question seulement que A = 1. Tracer sur un méme graphe une densité et la fonction
de répartition de X;.
On note Y = exp(Xy)
3. Sur quel intervalle Y prend-elle ses valeurs 7 Déterminer la fonction de répartition de Y.

X e+ X, noX
4. On note pour n € N*, M, = =2 R = Lk=1 k.
n n

(a) Déterminer E(M,,).

1
(b) Montrer que V(M,,) = R

(c) En utilisant l'inégalité de Bienaymé Tchébytchev, montrer que ¥n € N* et pour tout a > 0 :

p([rocanbed)s1o A

5. Soit « €]0;1].

1 1
>1-

— 21—
n(a\)? na? = “

(a) Choisir a > 0 tel que VA > 1,1 —

On admet que l'on sait que A > 1.

/1 /1
(b) Déduire de 4.c et de 5.a que l'intervalle ]Mn —A/— My +1/ — [ est un intervalle de confiance pour
no no

1 . .
X au niveau de risque a.

Solution :

1. Une variable X suit une loi exponentielle de paramétre A ssi sa fonction de répartition vérifie F'(z) = 0 si
r<0et F(z)=1—exp(—Az)siz >0
1 1
Densité, E(X) = % V(X) = 2 (programme ECT?2 page 9.)
2. Vx e Ry, f(z) = exp(—z) et F(x) =1 — exp(—x)

F(0) =1, F;(0) = f(0) =1, f3(0) = —1, on peut placer les tangentes.

3. Comme X prend ses valeurs dans R, ‘ Y prend ses valeurs dans [1; —i—oo[‘

la notation X () n’est pas dans le programme officiel
Siz <1, Fy(z) =P([Y < z]) =0, car I’événement [Y < z] est impossible.

Siz>1, Fy(z) =P([Y < z]) =P(exp(X1) < ) =P(X; < In(x)) (la fonction In est strictement croissante)
1

Ainsi | Fy (z) = Fx(In(z)) =1 —exp(—Aln(z)) = 1 — o




4. (a) Par linéarité de I’espérance : E(M,

(b)

V(M) = V(3 X
k=1

Comme les variables sont indépendantes :

M) = 5 SV =
k=1

On applique l'inégalité & la variable M,,, qui admet une espérance et une variance, et & a > 0

2

ZnE X)) =

> =

Z)\Q = nz/\z

1
nA2

V(M)
1 1
e : V(M)
On passe & I’événement contraire : P(|M,, — E(M,)| <a) <1— 5
a
Or, |M,, —E(M,)| < a ssi —a < M, 1<a On retrouve bien |P | —a < M, 1<a >1 L
n - n - n - N . v - n- N = -
’ A A ni2a?
Pour A > 1, on a déja la premiére inégalité car n(a))? > na? donc ! < 1 et 1— ! >1- 1
Jatap & n(a\)? ~ na? n(Aa)2 = na?
1 1
Pour la deuxiéme inégalité R >1—assina®a>1ssia> \/ﬁ
1
11 suffit de prendre |a = \/ﬁ
1
En utilisant 4.c et 5.a avec a = \/ﬁ
1 1 1 1
Y Mn - N T = =
P ({ Vna < < Vna ] nA2a? “
1 1 1
. - _ Mn l n i .
Il suffit de traduire ’événement [ Jra < \ < Jra ] en [M, € I] avec I un intervalle
! LS ssi L M, < ! < =
Vvno Vno " A

= <M, - <

Vno
1

1
i —+ M, >~ >—
8s1 na+ h

1
\/7

1
+ M, 551/\E]M

Via

1 1
—\/;Mn+\/[.
no nao

/1 /1 1
]Mn -\ —; M, ++/ — l est un intervalle de confiance pour — au niveau de risque .
nao no A




Exercice sans préparation T3

n

q

Soit ¢ € R fixé. On définit une suite (u,) par : Vn € N, u,, = -
n!

Donner la valeur de lim wu,, et prouvez le résultat proposé.
n—-+4o0o

Solution :

* Une réponse utilisant la convergence de la série exponentielle est bien stir possible.

u
*x ntl j_ T donc (u, > 0) la suite est décroissante a partir du rang N = |¢|
U, n

La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0, elle converge donc. Et si elle converge vers ¢ # 0,par unicité de

la limite - =0
C’est absurde
Question supplémentaire : faire la preuve avec une autre méthode.

* On peut aussi remarquer que pour n = N, t,11 < Nrl Un,

n—N

, . L 1. q q

Par récurrence immeédiate, u,, < u et comme €]0; 1[, on peut conclure par encadrement.
" N(N+1) N+1 1051, on p P

10



Rapport et sujets, oral HEC, Mathématiques (T)

Juin-juillet 2022

Le bilan de la session 2022 de mathématiques voie T est satisfaisant

Cette année les notes se sont étalées entre 6 et 19. La moyenne s’établit & 11,33 et ’écart-type a 3,66.

Le niveau d’ensemble des candidats nous a semblé un peu plus homogéne que ’année derniére : il n’y a pas eu
de prestations catastrophiques, mais aussi un peu moins de prestations brillantes.

Le jury insiste & nouveau sur sur les points suivants auprés des futur.e.s candidat.e.s et de leurs enseignant.e.s.

Les raisonnements graphiques et les tracés de courbes restent incontournables. Le candidat doit vraiment
s’attendre & se voir demandé une esquisse qualitative aprés un tableau de variation.

Malgré quelques progres, il faut rester vigilant sur les calculs.

Les théorémes du cours doivent étre connus précisément, avec leurs hypothéses précises et leurs conclusions.
Il n’y avait pas cette année de question d’informatique dans les exercices proposés : il est fort probable que
I’an prochain elles fassent leur retour I’an prochain.

Tout n’est pas joué a l’issue de la préparation : au cours de la présentation de I’exercice préparé, le jury
pose des questions pour aiguiller le candidat vers la solution. Il convient d’y étre attentif. Il est souvent utile
d’écrire au tableau ce qui est proposé par le jury. Par ailleurs, une prestation peut étre jugée excellente sans
que le candidats ne traite beaucoup de questions, alors qu’un candidat traitant de maniére approximative
un grand nombre de questions en déformant au passage les théorémes de son cours risque d’étre décu par
sa note finale.

La question sans préparation est aussi trés importante. La encore, pour la plupart d’entre elles, le candidat
peut tout & fait faire bonne impression sans aller au bout de la question. L’important est de réfléchir et
d’écouter les indications du jury. Le candidat n’est pas obligé de parler instantanément en découvrant
I’énoncé. Le jury a pu constater que certains candidats, qui avaient complétement raté ’exercice préparé
ont redressé la barre sur 'exercice sans préparation, et parfois dans les toutes derniéres minutes.

Voici les sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur le fait que ces corrigés
sont indicatifs, ont été écrits & I'intention des membres du jury et ne correspondent pas toujours exactement & ce
que 'on peut attendre des éléves.



SUJET T1

Exercice principal T1

Soient k et n deux entiers naturels supérieur ou égal a 2 fixé.

Une urne contient 3 jetons numérotés de 1 a 3 et 'on effectue n tirages avec remise.
Pour j € [|1;3|], on note N; le nombre de jetons numéroté(s) j tiré(s).

Ainsi, N; représente le nombre de jeton n°l tiré(s) en n tirages.

1. Question de cours : loi binomiale : protocole, loi, espérance, variance.
2. (a) Déterminer la loi de Nj.

(b) Montrer que N1 + Ny suit une loi binomiale dont on déterminera les paramétres. Donner sa variance et
son espérance.

(c) Déterminer la covariance de N et de Ny ainsi que leur coefficient de corrélation linéaire.

3. On note maintenant, pour j € [|1, k|], X; la variable de Bernoulli qui vaut 1 si au moins un jeton numéroté
j est tiré.
(a) Déterminer la loi commune & X7 et & Xo.

(b) Calculer la covariance de X; et de Xs.

3
4. Onnote Z = _X;.
j=1
(a) Que représente la variable Z 7

(b) Donner la loi de Z quand n = 3.

Solution :

1. Protocole ("nombre de succés" pour n expériences identiques et indépendantes), X (2) = [|0;n|] et pour
ke [lo;n|], P([X =k]) = <Z>pk(1 — p)" k. (Programme ECT1 page 12)

2. (a) Les tirages sont identiques et indépendants (avec remise)

1
Ny %B(S, 3)

(b) Ny + N, désigne le nombre de fois ot I'on a obtenu la boule n°1 ou la boule n°2 : on effectue toujours n
expériences, mais on change la définition du succeés

2 2 2
Ny +NQ‘%B<H,3),E(N1+N2):;, V(N1+N2): ?n

(c) On utilise la formule V(N7 + N3) = V(N1) + V(N2) + 2cov(N1, N2)

1 2 -
Ainsi comme V(N7) = V(N3) = n x 3 X — = ﬁ, on obtient cov(Ny, Np) = ?n

9
~ —cov(N1,N2)  —n/9 -1
(X, Xo) = o(N)o(N2)  2n/9 2

Wl N




(b) II faut calculer E(X;Xs) — E(X7)E(X>)
Mais X7 X5 est aussi une variable de Bernoulli.
1

PX;=1NXy=1)=P(N;1+ N #0)=1- <3)n

Donc | cov(X1, Xo) = E(X1 Xo)(E(X1)E(X>)) = (1 - (z)n> B <1 - (;)R)Q

4. (a) Z représente le nombre de fois ot la variable X; vaut 1 :

‘ c’est le nombre de jetons différents qui vont sortir au cours des n tirages. ‘

(b) On n’a pas une binomiale car les variables X, ne sont pas identiques et indépendantes.
Z(92) ={1;2;3}

i. [Z =1] ssi les 3 tirages donnent le méme jeton.
[Z = 1) = [N1 = 3] U [Ny = 3] U[N3 = 3]. 3 événements incompatibles, on somme les probabilités.

P([Z = 1]) = 3 x (;)3 :%

ii. [Z = 3] ssi les trois tirages donnent des jetons différents.
On peut proposer [Z = 3] = Aa N A; avec A; " le i-me tirage donne un jeton qui n’a jamais été tiré."
2 1 2

Ainsi P([Z = 3]) = P(A2 N A3) = P(A2)Pa, () = 5 x 5 = 5

i P(Z=2)=1-P([Z=1]) - P([Z = 3])| =

2
3




Exercice sans préparation T1

22
5 sz <0
Soit f la fonction définie sur R\ {1} par f(z) =4 ! —:’5_21;
sinon

1. Sur quel(s) intervalle(s) f est-elle continue ?

2. Montrer que f réalise une bijection de R\ {1} dans un ensemble & déterminer.

Solution :

1. Par opérations usuelles, f est continue sur R_, ]0;1[ et |1, +oo[

Mais comme lim+ f(z) = 0= f(0), f est aussi continue en 0, donc sur |—oo; 1|
z—0

‘f est continue sur |—oo; 1] et sur |1, +o0| ‘

2. Va €]—00;0[, f'(z) =

Vo €]0; 1{U]1; 4+o00], f'(x)

D’ou le tableau de variation

2z(1 + 2?) — 2z.2°

2x

_ 2.(x? —

(1 +22)2

= 0
Tta2)? °

1) — 2z.22 —2z

= <0.

1—a?)

2 (1+,Z‘2)2

xT

—0

1

—+00

f(z)

1

pY

—00

+00
¢

1

Note on a f(0) = 0, et f n’est pas dérivable en 0, mais la continuité en 0 suffit pour montrer que f est
strictement croissante sur | — co; 1]

Pour les limites :

polynomes

ils ne connaissent pas la notion d’équivalent, mais on un "truc" sur les fractions de

Avec le théoréme de la bijection monotone f réalise deux bijections respectivement de |—oo; 1] dans lui méme

et de |1; 4+o00[ dans lui méme

Comme les deux intervalles d’arrivées ne se recoupent pas, on a bien ’ une bijection de R\ {1} dans R\ {1}. ‘

En effet chaque élément de R\ {1} est bien atteint une et une seule fois.

3. Question supplémentaire : chercher ’expression explicite de la bijection réciproque de f
Donc, d’aprés le tableau, f~'(y) >0siy <0ouy>1
On résout alors I’équation f(z) = y, mais quelle expression de f(x) utiliser ? Cela dépend de la valeur de y.
On voit que z > 0 ssi f(z) <0ou f(z) > 1
2

Pour y < 0 ou y > 1 on résout donc

2 —

:yssix2:7y
1 y—1

Pour y <Oouy > 1, Ll > ( et donc, comme on cherche x > 0
y—

Pour y € R*U]1; 400, f'(y) =

y—1

De méme x < 0 ssi f(z) €]0;1]

T
On résout ———
241

On a bien T y

2

=y ssix

2

Y

1—y

> 0 et on cherche £ <0

Pour y € [0; 1], 1 (y)

1-y




SUJET T2

Exercice principal T2

1. Question de cours : définition des valeurs propres d’'une matrice.

Soit a un réel non nul.

1 a a 3 a a®
1 0 0 1
On pose alors M = | L al 17=(0 1 0] etB= p 3 a
. 0 0 1 _
2 a @ a ’
o2
2. Montrer que | a | est un vecteur propre de M.
1
3. (a) Exprimer M? en fonction de M.
(b) Que peut-on en déduire sur les valeurs propres de M ?
(¢c) Montrer que M n’est pas inversible.
4. (a) Montrer que pour tout k € N*, M* = 3*~1 M.
(b) Exprimer B? en fonction de p, I et M pour p € N.
x
5. Trouver deux vecteurs non proportionnels de Ms1(R) dont les coordonnées | y | solutions de I’équation
z

z + ay + a®z = 0. Que peut-on dire de ces vecteurs ?

Solution :

Bien lire le programme officiel, qui proscrit la résolution de systéme, ne donne pas le théoréme de diagonalisation,
mais incite & utiliser les polynomes annulateurs

1. X € R est une valeur propre d’une matrice M € M, (R) ssi il existe une matrice colonne X € M, 1(R) non
nulle tel que M X = AX. (programme ECT2 page 7.)

a® a?
2. M| a | =31 a |.Le vecteur est non nul.
1 1

‘ C’est un vecteur propre de M ‘

3.(a) |[M?=3M
(b) Si X est une valeur propre, alors A2 = 3\ : les seules valeurs propres possibles sont 0 et 3.

(c) Comme M? = 3M, si M était inversible on multiplierait par M ! et I’on aurait M = 3I, ce qui n’est
pas le cas.

‘M n’est pas inversible

4. (a) Par récurrence.
Aurang 1, M' =3°M
Soit n € N* fixé. Si on suppose la propriété vraie au rang n, M"*t = M™ M = 3"~ M? = 3". M. C’est
la propriété au rang n + 1.
La propriété est héréditaire

Vn e N*, M™ =31,




(b) Ona B=M +2I,or M(2I) =2M = M(2I), on peut utiliser le binéme de newton.

n

n
P eN, B" = MFE@nnFk
our n ];) <I€> (21)
Pour n > 1, on peut couper la somme :

o= en e 3 tanen

72”I+Z < )3’“ Lan=Fkpr)

1 n
k=1 on—k k on— k:
On factorise par la matrice M : Z ( >3 2" M) =3 Z < )3 2 -1)M
k=1 k=0
1
Ainsi |Pour n € N* : B" =2"] + 5(5" -1)M
Remarque : cette formule reste vraie pour n =0
—a —a?
5. On peut proposer X = | 1 | et par exemple Y = 0 |. La résolution des systémes linéaires autre que
0 1

les systémes de Cramer n’est pas au programme.
On calcule M X =0 et MY = 0, les vecteurs sont non nuls, ce sont des vecteurs propres.

Poser a l'oral la question : & votre avis, M est-elle diagonalisable (habituellement, on leur donne P et D et
on leur fait vérifier PD = MP ...)



Exercice sans préparation T2

Soit p un réel de ]0; 1[. Soient X7, X5, X3 trois variables aléatoires indépendantes définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P) suivant chacune une loi de Bernoulli indépendantes de paramétre p.

On note Y = X1 X5 et Z = X9 X5,

1. Calculer les coefficients de corrélation linéaire entre Y et Z.

2. Calculer V(Y + Z).

Solution :

1. Comme X7 et X5, X3 sont indépendants :
E(Y)=E(Z) = p* et E(YZ) = E(X1)E(X3)E(X3)
X22 suit aussi une loi de Bernoulli de paramétre p
Cov(Y, Z) = p* — p* = p*(1 — p) (On peut poser & l'oral la question de I'indépendance.)
Pa-p [ »p
pPA—=p)(1+p)| 1+p
2. Par bilinéarité de la covariance V(Y + Z) = V(Y) + V(Z) + 2Cov(Y, Z) = 2p*(1 — p) + 2p*(1 — p)(1 + p)
[V +2) = 21— p)(1 +2)]
3. Question supplémentaire : donner la loi de Y+Z.
Y +2)(Q) ={0;1;2}

P(Y +Z =2 = P(X, = 1]n [Xz — 101 [Xs = 1) =]

E(Y?) =p? et V(V) = p? — p?, donc p(X,Y) = qui est bien dans | — 1;1|

* On peut utiliser 2p°> = E(Y 4+ Z2) =P([Y + Z =1]) + 2p°
* On peut aussi traduire [V +Zf1] X1 =1NXo=1NX;=0U[X; =0NnXy; =1NX3 =1]
(incompatible)

By + 2= 1) =27~ 2|
Et donc P([Y + Z = 0]) = |1 - 2” + p° |



Rapport et exercices oraux HEC Mathématiques ECT

Juin 2023

Le bilan de la session 2023 de mathématiques voie T est satisfaisant.

Cette année les notes se sont étalées entre 1 et 20. La moyenne s’établit & 9,02 et ’écart-type
a4,91.

Le niveau d’ensemble des candidats reste assez hétérogéne : si certaines prestations se sont
avérées catastrophiques, il y en a également eu de trés brillantes avec des candidats faisant
preuve de bonnes capacités de réflexion.

Le jury insiste & nouveau sur sur les points suivants auprés des futur.e.s candidat.e.s et de
leurs enseignant.e.s.

e Les raisonnements graphiques et les tracés de courbes restent incontournables. Notam-
ment, le jury est en droit d’attendre I’esquisse qualitative d’une courbe aprés avoir établi
un tableau de variation.

e Le jury continue de remarquer de grosses lacunes en calcul. De méme, les théorémes du
cours doivent étre connus avec plus de rigueur : hypothéses précises et conclusions.

e Avec la derniére réforme des programmes, I'informatique a pris une place plus impor-
tante. La quasi-totalité des sujets contenait au moins une question d’informatique. Cela
sera encore le cas I’an prochain, le but étant d’interroger tous les candidats sur une
partie du programme d’informatique. En particulier, il ne faut pas négliger le SQL.

e Les candidats ne doivent pas oublier qu’il s’agit d’un oral. Tout n’est pas joué a 'issue
de la préparation. Le jury est extrémement attentif & la qualité du dialogue qu’il noue
avec le candidat. Il est fortement conseillé d’écrire au tableau ce qui est proposé par
le jury. Des candidats peuvent se voir attribuer une bonne note alors qu’ils ne traitent
pas un grand nombre question, tandis que d’autres, ayant I'impression d’avoir pourtant
traité tout le sujet, se retrouvent avec une note décevante car leur exposition est trop
brouillonne et manque de la rigueur exigible dans le maniement des concepts.

e La question sans préparation est aussi trés importante. Il n’est pas nécessaire de la mener
a son terme pour faire bonne impression. Le jury est 1a encore attentif aux qualités de
réflexion des candidats. Le candidat n’est pas obligé de parler instantanément en décou-
vrant ’énoncé. Le jury a pu constater que certains candidats, qui avaient complétement
raté I’exercice préparé ont redressé la barre sur ’exercice sans préparation.

e Il est important de participer & la journée de l'oral ou, au moins, de la visionner. Elle
répond aux questions de I'organisation et des attendus de chaque oral.

Cela permet aux étudiants d’apprendre le déroulement d’un oral du point de vue des
membres du jury.

Voici les sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur
le fait que ces corrigés sont indicatifs, ont été écrits a l'intention des membres du jury et ne
correspondent pas toujours exactement & ce que 1'on peut attendre des éléves.



SUJET T 1

Exercice principal T 1

Soit n € N* avec n > 2.

Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire au hasard une poignée de jetons (c’est-a-dire une partie,
éventuellement vide, de ’ensemble des jetons). On note N le nombre de jetons tirés et S la somme des numeéros de
jetons tirés.

1. Question de cours : indépendance de deux variables aléatoires.

2. Déterminer I’ensemble des valeurs prises par N, puis la loi de N.

3. Ecrire le code d’une fonction Python simule_S(n) qui prend un entier n en argument, simule le tirage de
la poignée de jetons et renvoie la valeur de S.

4. Pour i € [1,n], on note X; la variable aléatoire égale a 1 si le jeton n°1 est dans la poignée tirée et a 0 sinon.
(a) Déterminer la loi de X; pour ¢ € [1,n].
(b) Montrer que, pour (4,) € [1,n]? avec i # j, les variables X; et X; sont indépendantes.

5. (a) Exprimer S & aide des Xj.
(b)

b) Déterminer ’espérance de S.

Solution :

1. Question de cours : programme ECT2 p. 6.
2. De maniére immédiate N est & valeurs dans [0, n].
Alors, par équiprobabilité, pour k € [0,n] :

on
car un tirage favorable est donné par une partie & k éléments d’un ensemble & n éléments, tandis qu’un

tirage possible est une partie d’un ensemble & n éléments et il y en a 2™ (pour chaque élément, on choisit
¢l est ou non dans la partie donnée).

3. Une solution est le code suivant :

import numpy.random as rd

def simule_S(n):
for i in range(l,n+1):
p=rd.random()
if p<1/2:
S=S+i
return S

4. Pour i € [1,n], on note X; la variable aléatoire égale a 1 si le jeton n°1 est dans la poignée tirée et a 0 sinon.

(a) La variable X; est une variable de Bernoulli. Par équiprobabilité des poignées :

2n71
:271

1
2

car un tirage favorable revient & se donner une poignée de I’ensemble des jetons privé du jeton n° i, déja

1
inclus dans la poignée. Ainsi : |Vi € [1,n] X, ~B (2) .




(b) Comme X; et X; sont des variables de Bernoulli, elles sont indépendantes si et seulement si P(X; =

1,X; =1)=P(X; =1)P(X; =1) (les événements {X; = 1} et {X; = 0} sont complémentaires).

1 1 1
Or, d’apreés la question précédente : P(X; =1,X; =1) = 5 X 5= 1
2n—2
Par ailleurs : P(X; = 1,X, =1) = on = g carse donner une poignée contenant les jetons n°i et j

revient, une fois sélectionnés ces deux jetons, & choisir une poignée des n — 2 jetons restants, c’est-a-dire
une partie d’un ensemble & n — 2 éléments.

On a donc bien P(X; =1,X, =1) =P(X; = 1)P(X; = 1) et les variables X; et X; sont indépendantes.

OnasS Zizgji)(@
i=1

Comme E(aX +0Y) = aE(X) + bE(Y) pour X et Y des variables aléatoires et a et b des réels, une
récurrence prouve que :

E(S) = Z iE(X;)

1
Or, pour tout 4, E(X;) = 3 d’ou :

ES) =23 soit |E(s)= "D




Exercice sans préparation T 1

On dispose d’une base de données regroupant des informations sur les cafés parisiens. Son schéma relationnel est
le suivant :

— Cafes (Nom : TEXT, Adresse : TEXT, Arrondissement : INTEGER, Prix cafe : INTEGER)

Ecrire les requétes SQL permettant d’afficher :
1. la liste des cafés dans le 14¢ arrondissement ;
2. le prix moyen du café dans les cafés parisiens. On pourra utiliser la fonction de moyenne AVG();

3. le nombre de cafés ou le prix du café est & 1 euro. On pourra utiliser la fonction de comptage COUNT().

Solution :

1. Une possibilité est :

SELECT =%
FROM Cafes
WHERE Arrondissement=14

2. Une possibilité est :

SELECT AVG(Prix_cafe)
FROM Cafes

3. Une possibilité est :

SELECT COUNT ()
FROM Cafes
WHERE Prix_cafe=1




SUJET T 2

Exercice principal T 2

On note I la matrice unité d’ordre 3.

-1 m m
On considére, pour un réel m donné, la matrice : M = 1 -1 0
-1 0 -1

1. Cours. Matrice et formule du bindme.
2. (a) Calculer (M+1)°.
(b) Pour n entier naturel, en déduire M™ en fonction de I, M, M? et n.
3. On se propose de vérifier le résultat de la question 2. (b) avec un programme Python.
(a) Ecrire le code d’une fonction Puissance(M,n) qui prend en argument une matrice carrée M d’ordre 3

et un entier naturel n, et qui retourne la puissance n'*™¢ de M.
On pourra utiliser la commande np.identity(n) qui renvoie la matrice identité d’ordre n.

(b) Compléter le code de la fonction suivante, qui prend en argument un réel m, un entier n et affiche les
valeurs de M calculées par les deux méthodes.

import numpy as np

def affichage(m,n):
I=np.identity(3)
M—m:np-arraYC[[—l;m;m] ![1!_1501 ’ [_1!®!_1]])

print ("Puissance nieme de M pour m = ",m)
print("Par le calcul : ")
print(....... ... . . ... )

print ("Par la formule ; ")
print(........ i e )

4. Montrer que la matrice M est inversible et exprimer la matrice M ! en fonction de I, M et M?.

5. (a) Soient A et B deux matrices de M3(R) vérifiant : il existe une matrice P de M3(R) inversible telle que
B =P 'AP.
Veérifier que si une matrice X de M3 1(R) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A de R,
alors : Y =P 71X est vecteur propre de B associé a la valeur propre \.

(b) La matrice M admet-elle des valeurs propres ? Est-elle diagonalisable ?

Solution :

1. Cours - programme de seconde année p. 4.

2. (a) Calcul de (M+I)3 : 0 m m 0 0 0
Le caleul donne : M+I=| 1 0 0|, (M+D)>=[0 m m | et: (M+I)’=0
-1 0 0 0 —m —m (matrice nulle d’ordre 3)



(b)

En remarquant que : M = —I + (M+1), la formule du bindéme donne, vu que (M—{—I)3 =0:

M = (b e+ PO e a2
= (=DM + (=1)" M A ()" T (—D"@M2 () (ne1).M 4 (10T
= (fl)flw.M2 +[(=D" '+ (=) n.(n=1)] M + {(1)” +(=1)""'n + (fl)n@ I
soit M™ = (-D"@-M2 b CDnn—2) M+ (—1p ez
ou M" = (-1)" ("'(”21).M2 + n(n—2).M + (”1)2(”2)13
3. (a) Programme Python :

Pour calculer la puissance n'*™¢ de M, on calcule les puissances successives par une boucle qui multiplie
A chaque étape le résultat par M et qui est initialisée & la matrice identité.

import numpy as np

def Puissance(M,n):
Mn=np.identity(3)
for k in range(l,n+1):
Mn=Mn.dot (M)
return Mn

On compléte le code a l'aide de la fonction Puissance (M,n).

import numpy as np

def affichage(m,n):
I=np.identity(3)
M—m:np'array([[ilymym]’[1’71!®]![711®171]])

print ("Puissance nieme de M pour m = ",m)
print ("Par le calcul : ")

print (Puissance(M_m,n))

print ("Par la formule ; ")

print ((— D) **nx((n*x(n—1)/2)*Puissance(M_m,2)+
nx(n—2)«xM_m+((n—1)x(n—2)/2)%1))

4. (M+I1)° =0 <= M3 +3M* +3M +1=0 < M.(-M*—-3M —3[) =1
ce qui montre que : M est inversible et M '= —M?—3M— 3I.

5. (a)

A et B sont deux matrices de M3(R) vérifiant : 3P € M3(R) inversible telle que B = P~'AP.

X #0
X e M3 1(R) vecteur propre de A associé a la valeur propre AeR <<= { 7

Alors, pour Y =P~ L X : A X=X

B.YY = Pl'APP'X=P 14X = P'ANX=)X.PLX=)\Y ie B.Y=)\Y
y=P~ ' X pr‘()){p;“lgc(iﬂé A
B=P AP associé a \

X#£0 et P71 inversible = ,P7LX #0 ie. Y#0

Par conséquent, Y =P L X est vecteur propre de B associé & \eR.

(b) o M+1I ne peut pas étre inversible, sinon (M+I)3 le serait.

Donc il existe X € M31(R) # 0 tel que (M+1).X =0, i.e. M.X=—X : ainsi —1 est valeur propre de M.

o (M+I)>=0 implique que p(z)=(z+1) est un polynome annulateur de M.

Donc toute valeur propre de M est racine de p; d’ou : la seule valeur propre possible de M est —1.

o Si M était diagonalisable, il existerait deux matrices, P inversible et D diagonale, telles que M =P 'DP.

Les termes de la diagonale étant valeurs propres de D, seraient valeurs propres de M (cf a.) et D serait —1I.
Mais alors : P'DP=P " ~I)P=—P~'1 P=—1: absurde, car M # —1I.
Donc M n’est pas diagonalisable.



Exercice sans préparation T 2

1. Résoudre le plus simplement possible I'inéquation |z — 1| + |z + 1| < 2.

2. Soit une série statistique définie par x1,xo, ..., z, avec des fréquences f1, fo, ..., fn -
i=n

Trouver ’ensemble E des valeurs réelles de x qui rendent la quantité Z fi(x — x;)* minimale.
i=1 i=n
3. L’ensemble E est-il toujours égal & I’ensemble F' des valeurs qui rendent minimale la quantité Z file — ;] ?

i=1

Solution :

1. |z — 1| + |z + 1| représente la somme des distances du point M d’abscisse « aux points d’abscisse 1 et —1;
donc tous les points du segment [—1; 1] sont tels que |z — 1| + |z + 1] = 2 tandis que les autres points sont

a une distance strictement supérieure & 2; donc E = [—1; 1].
i=n i=n
2. On dérive la fonction f définie par f(z) = Zfl(ac —x;)%;ona: f(x)= Z 2fi(x — x;).
=1 i=1

1=n i=n
Cette dérivée s’annule en m = Z fixi (puisque Z fi= 1).
i=1 i=1
1l s’agit bien d’un minimum d’aprés le signe de la dérivée (- puis +). Donc F = {m}.
3. Non pas toujours .

1
En s’inspirant de 1., on choisit : n =2 et 21 = —l et z9 =1 avec f; = fo = 7 Alors F =[-1;1].



SUJET T 3

Exercice principal T 3

Soit n un entier strictement positif. On lance n fois un dé parfait. On note X (respectivement Y) la variable
aléatoire égale au nombre de 5 (respectivement de 6) obtenus au cours de ces n lancers.

1. Cours. Définition de variables aléatoires discrétes finies indépendantes.
2. Déterminer les lois de X et de Y, puis la loi de la variable aléatoire X + Y.
3. (a) Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).

(b) Ecrire en Python une fonction experience(n) simulant le lancer de n dés et retournant le nombre de
cing et le nombre de six obtenus.

4. (a) Calculez le coefficient de corrélation linéaire du couple (X,Y"); expliquez son signe.
(b) Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ? Expliquez.

(c) La variable Y est-elle une fonction affine de X ?

1
5. Trouver des valeurs de n telles que la fréquence d’apparition d’un 5 ou d’un 6 soit égale & 3’ 4 0,01 preés,

avec une probabilité au moins égale a 0, 9.

Solution :

1. Cours : Indépendance mutuelle de n variables aléatoires - programme de seconde année p.10.
2. - variable aléatoire X [resp. Y] : nombre de succes lors de la répétition de n épreuves de Bernoulli indépen-
dantes "lancer d’'un dé", la probabilité de succés (obtenir cing [resp. six]) étant égale & 1/6.

Donc X et Y suivent B(n, é_)

- variable aléatoire X + Y : nombre de cinq et de six lors des n lancers indépendants : le succés consiste &
obtenir un résultat dans le sous-ensemble {5,6} de {1,2,3,4,5,6}, la probabilité de succes est 2/6 = 1/3.

1
Donc X + Y suit B<n, 3).

3. (a) Loi conjointe du couple (X,Y) :
- Univers (cas possibles) : Q = {1,2,3,4,5,6}"; nombre de cas possibles : Card(Q2) = 6".
- Evénement (X=i, Y=j) aveciet j dans [[0; n]] tels que i+j < n; nombre d’éléments de (X=i, Y=j)C Q:
nombre de cas = nombre d’emplacements X nombre d’emplacements X nombre de fagons de remplir les

favorables parmi les n cases parmi les n — i cases res- n—i—j cases restantes avec des
contenant les 7 cing tantes contenant les j six nombres autres que cing et six
n n—i . n! .
= ] % . x 4" ou: ————F—— X 4"7'77  sous forme sy-
i j il (n—i—j)!
métrique. o o
n n—i 4r—i=J n n—i 1\ 2\" "
Donc : i =P(X=14Y=3)=[.] X . X = . x . X | = =
P =l 2 (l) ( j ) 6n (Z) ( J ) (6) 3
n! N\ o2\
ou sous forme symétrique : p;; = ———— | = =
YRR P T i) <6> (3>

(b) Programme Python. Une possibilité :

import numpy.random as rd

def experience(n):
x=0 ; y=0



(b)
(c)

for i in range(n):
lancer=rd.randint(1,7)
if lancer == 5:
x+=1
elif lancer ==
y+=1
return(x,y)

La fonction randint figurant dans le calcul de la variable « lancer » est utilisée en deuxiéme année mais
ne figure pas dans les commandes exigibles. Dans le cas hautement improbable ou elle n’ait pas été vue,
une variante possible est I’affectation : lancer=int (np.floor (6*rd.random()))+1.

import numpy.random as rd

def experience(n):
x=0 ; y=0
for i in range(n):
lancer=int(np. floor (6xrd.random()))+1
if lancer == 5:
x+=1
elif lancer == 6
y+=1
return(x,y)

Coefficient de corrélation linéaire du couple (X,Y) :

1 1 1 5 5
— Comme X et Y suivent B(n,6>, E(X)=EY)=nx 8 et V(X)=V(Y)=nx 6 X5 = 3"
1 2 2
(bmmeX+J/wﬁumﬂmbmmmMeB<,3),VL¥+Y):nx9::9n
1
VIX+Y)=V(X)+ V() +2Cov(X,Y) = Cov(X,Y) = 3 V(X+Y)-V(X)-V(Y)).
12 5 1
D : XY)==|-n—-2X —n|=——
onc: Cov(X,Y)) 5 [971 X 3674 36"
Cov(X,Y —35 1
— D’ou : le coeflicient de corrélation linéaire du couple (X,Y) est pxy = ov(X, V) = 36 " =%
ox.0y ( % n)

Le signe négatif du coefficient de corrélation linéaire indique que globalement X et Y varient en sens
contraires; c’est logique : plus il est sorti de 5, moins il y a de places pour des 6. . .

Si les variables X et Y étaient indépendantes le coefficient de corrélation serait nul. Ce n’est pas le cas.
Autre fagon de voir que X et Y ne sont pas indépendantes : si X est égal a n, Y doit étre nul...

Si Y était une fonction affine de X, on aurait |px y| =1, ce qui n’est pas le cas.

1
5. Par l'inégalité de Bienaymeé-Tchebichev, P(|f,—p| < &) > 1—p—q2 ; on a, puisque p = 3
ne

Pour que cette probabilité soit supérieure ou égale a 0,9, il suffit que 1 —

1 2.10%
—=1<0,01)>1- :
Ju 3’< ’ ) 9In

(

2.10%

20,9, cad.: n>22223.



Exercice sans préparation T 3

Soit B ={M & My(R)/M? —5M + 41 = 0}.

1. Montrer que E a au moins 4 éléments.
2. Déterminer les matrices de E qui sont diagonalisables.

3. Montrer que FE est infini.

Solution :

o) (o 8) e (o V) lod)

2. Les valeurs propres de d’une matrice de F sont dans {1;4} (car le polynome X2 —5X +4 = (X —1)(X —4)
est annulateur). D’autre part toute matrice de la forme PDP~!, avec des 1 ou des 4 sur la diagonale de D,
et P inversible est trivialement dans E.
Donc les diagonalisables de F sont de la forme PDP~! avec D diagonale avec des coefficients diagonnaux
appartenant & {1;4} et P inversible.
1t
0 4
et vérifie donc trivialement M2 — 5M + 41 = 0. On peut aussi faire le calcul direct évident.

) . En effet M; est diagonalisable et s’écrit P ( (1) 2 ) p!

3. Pour tout ¢ réel, F contient les matrices M; = (



Rapport et exercices oraux HEC Mathématiques ECT

Juin 2024

Le bilan de la session 2024 de mathématiques voie T est satisfaisant.

Cette année les notes se sont étalées entre 2 et 18. La moyenne s’établit a 8,94 et ’écart-type
A 4,23

Le niveau d’ensemble des candidats reste assez hétérogéne : certaines prestations se sont
avérées catastrophiques tandis que le jury a également pu remarquer des candidats trés brillants
faisant preuve de bonnes capacités de réflexion.

Le jury insiste a nouveau sur sur les points suivants aupreés des futurs candidats et de leurs
enseignants.

e Le jury continue de remarquer l'existence d’importantes lacunes en calcul chez certains
candidats. De méme, les théorémes du cours doivent étre connus avec plus de rigueur :
hypothéses précises et conclusions.

e Les raisonnements graphiques et les tracés de courbes restent incontournables. Notam-
ment, le jury est en droit d’attendre ’esquisse qualitative d’une courbe aprés avoir établi
un tableau de variation.

e Dans le sillage de ’an dernier, suite & l'introduction des nouveaux programmes, la
totalité des sujets contenait au moins une question d’informatique, faisant intervenir
soit le langage Python, soit le SQL. On note des progrés en ce domaine, en particulier
alors que l'an dernier le jury pouvait noter plusieurs candidats ayant fait I'impasse
totale sur le SQL, cela n’a pas été autant le cas cette année. L’informatique sera autant
présente lors des sessions futures du concours et il faut donc continuer dans cette voie.

e Les candidats ne doivent pas oublier qu’il s’agit d’un oral. Tout n’est pas joué a l'issue de
la préparation. Le jury est extrémement attentif a la qualité du dialogue qu’il noue avec le
candidat. Il est fortement conseillé d’écrire au tableau ce qui est proposé par le jury. Des
candidats peuvent se voir attribuer une bonne note alors qu’ils ne traitent pas un grand
nombre de questions, tandis que d’autres, ayant I'impression d’avoir pourtant traité tout
le sujet, se retrouvent avec une note décevante car leur exposition est trop brouillonne
et manque de la rigueur exigible dans le maniement des concepts. Le jury apprécie
particuliérement les candidats attentifs & la cohérence de leurs résultats, notamment
quand cela leur permet de détecter des erreurs puis de les corriger.

e La question sans préparation est aussi trés importante. Il n’est pas nécessaire de la mener
4 son terme pour faire bonne impression. Le jury est la encore attentif aux qualités
de réflexion des candidats. Le candidat n’est pas obligé de parler instantanément en
découvrant 1’énoncé. Le jury a pu constater que certains candidats, aprés avoir raté
I’exercice préparé, ont redressé la barre sur ’exercice sans préparation.

e Il est important de participer & la journée de l'oral ou, au moins, de la visionner. Elle
répond aux questions de I'organisation et des attendus de chaque oral.

Cela permet aux étudiants d’apprendre le déroulement d’un oral du point de vue des
membres du jury.

Voici les sujets proposés cette année. Nous publions aussi leurs corrigés, mais insistons sur
le fait que ces corrigés sont indicatifs, ont été écrits a l'intention des membres du jury et ne
correspondent pas toujours exactement & ce que 'on peut attendre des éléves.



SUJET T 1

Exercice T 1

1. Cours.
Définition d’une suite arithmétique.
Somme des n premiers entiers naturels strictement positifs.
En déduire la somme des n premiers impairs.

Soit m un entier supérieur ou égal & 2 .
La cible d’'un forain est partagée en m zones délimitées par n cercles concentriques de rayons respectifs
1,2,...,n.
Pour k € {2,...,n}, Zx est la zone délimitée par les cercles de rayons k — 1 et k.
On note Z; le disque de rayon 1.
On note Zy la zone hors de la cible.
Jean, muni d’un arc et de fleches, doit s’entrainer pour les prochains J.O.
Lorsqu’il tire, il touche la cible 3 fois sur 4 .
Lorsqu’il touche la cible, la probabilité qu’il atteigne la zone Zj, est proportionnelle & ’aire de Z.
On admettra que la probabilité qu’il touche I'un des cercles délimitant les zones est nulle.
2. (a) Quelle est laire ay, de Zj, pour k € {1,..,n}?
(b) On note pj la probabilité que la fleche atteigne Z; pour k € {0,1,...,n} Que vaut p; pour k €
{0,1,...,n}?
3. Soit X la variable aléatoire égale au numéro de la zone atteinte lors d’un tir.
Ecrire, en Python, une fonction simuleX(n) qui prend en argument ’entier n et renvoie une simulation de
X.
On pourra, lorsque Jean atteint la cible, choisir au hasard un élément entre 1 et n? et retourner le numéro
de la zone atteinte.
Par exemple, si n = 4 et si on choisit 8 dans {1,...,16}, alors X prend la valeur 3.
4. Jean tire une fléche.
S’il atteint Zj avec k € {1,...,n} il gagne g = n® — k% + 1 et ne gagne rien sil rate la cible (go = 0).
On appelle G, la variable aléatoire égale au gain pour un tir.

2
On admet que : E k32:n(n+ )6(n+ )et E k3:<g k) .
k=1 k=1

k=1
Quelle est espérance E (G,,) de G, ?
5. Jean et Martin s’affrontent et tirent chacun une fleche.
Martin, comme Jean, atteint la cible 3 fois sur 4 et la probabilité qu’il atteigne la zone Zj est alors encore
proportionnelle a 'aire de Z.
On suppose que les tirs sont indépendants.
Quelle est la probabilité que le gain de Martin soit supérieur ou égal a celui de Jean ?

Solution :

1. Cours : (up),cy est arithmétique &  Ir € R Vne N wupp1 = up + 7.



2.

3.

(a) Vk€{2,.,n} ar=7k*>—n(k—1)*>=(2k—D)meta; =
1
(b) Soit C lévénement : « Jean atteint la cible ». pp = 1 — P(C) = T Pour k € {1,...,n}, on pose

pi, = Po (« Zj, atteint »). Les p;, ou k € {1,..n} sont proportionnels aux n premiers impairs, donc :
R/ S ARND Y Sy / S
17 2%-1 777 2n—1 P (2k—1) n?

2k -1 3 3 2k-1
Donc Vk € {1,...,n} pj = poa pk:zp;“:ZX o
Python.

import numpy as np
import numpy. random as rd

def X(n)

if rd.randint(1,4)==1
z=0

else:
x=rd. randint(l, nxx2+1)
k=1
while x>kx*x%2

k=k+1

z=k

return z

Explications : On teste si la cible est ratée : on a une chance sur 4 de choisir 1 dans {1,2,3,4} et alors z =0
sinon on choisit un entier x entre 1 et n? compris et on cherche le numéro de la zone o se trouve .

. Par définition E(G Zpkgk Or go = 0 donc
k=0
4 Qk
SE(Gn) = Zpkgk—z L2 - k2 41)
k=1
_ L 1) _ 3 12\| _ _ 2 _
(n*+1)> (2k—1)=>_ (2k k)] n? +1 6n (3 +n—1)
k=1 k=1
d’ott finalement : 3 )
E(G) = 1 [n2+1 nt (3n2+n1)]
. Soit Ji I’événement : « Jean tire et atteint Zx » pour k € {0,1,...,n} My : "« la fleche de Martin atteint le
disque de rayon k » pour k € {1,...,n} et My : « Martin atteint la cible ou la rate ».
Soit A : «le gain de Martin est supérieur ou égal a celui de Jean ».
Alors : N
A= U (J;~C ﬂ Mk) (union disjointe).
k=0
d’out :
P(A) = Y P(Ji)x P (M) (tirs indépendants)
k=0
1 32%k—1 3 k>
= 1 _—
4 + Z 4 nz2 N in?

N 111 16n4<zk3 Zk2>

L, 3(n+1) (3n* +n—1)
4 32n?




Exercice sans préparation T 1

-1 2 =2 1 01
Soient A=1-3 4 —2]etP=|1 1 1].O0nnoteCy, Cy et Cs les colonnes de P.
-3 3 -1 01 1

1. Calculer AP.

2. Donner des valeurs propres de A et des vecteurs propres associés.
3. Montrer que P est inversible et calculer P~ 1.
4

. Calculer P"'AP. La matrice A est-elle diagonalisable ? est-elle inversible ?

Solution :
1 0 -1
1. AP = 1 2 -1
0 2 -1

2. On remarque que : AC, = Cq, ACy =205 et AC3 = —C3y
Comme les C sont non nuls, on en déduit que :
— 1 est valeur propre et C] est un vecteur propre associé;
— 2 est valeur propre et Cs est un vecteur propre associé;

— —1 est valeur propre et C3 est un vecteur propre associé.

T a x = b—c
3. Onrésoud Ply|=|b]l e v = —a+bd
z c z = a+b—c
0 1 -1
Le systéme est de Cramer Donc P est inversible et P71 = | =1 1 0
1 -1 1
1 0 O
4. P'AP=10 2 0 | =D.
0 0 -1

D est diagonale, A est donc diagonalisable.

D est inversible car sans 0 sur la diagonale. A = PDP™! est invesible comme produit de trois matrices
inversibles.

N.B. A est diagonalisable car elle a trois valeurs propres distinctes (hors programme).



SUJET T 2

Exercice T 2

On considére X une variable aléatoire & valeurs dans |0, 1] et de loi uniforme sur |0, 1[.
1-X
O et 4 = ———.
n pose e

1. Définition d’une variable aléatoire & densité.
2. Déterminer P(Z > 2).
3. (a) Vérifier que Z prend ses valeurs dans ]0, +oo.
(b) Soient (a,b) € (R%)? tels que a < b. Déterminer (o, 8) €]0, 1% tels que o < 3 et que :

a<Z<b<—=a<X<p

(¢) En déduire P(Z € [a,b]) puis la fonction de répartition de la variable aléatoire Z.
4. Vérifier que Z est une variable aléatoire a densité et en déterminer une densité.
5. La variable aléatoire Z admet-elle une espérance ?
(a) Veérifier que, pour 0 < a < b, Pla < Z <b)=P(1/b< Z < 1/a).
Qu’en déduit-on pour les lois de Z et de 1/Z2?
(b) Retrouver ce résultat en exprimant la variable 1/Z en fonction de ¥ =1 — X.

7. On brise une tige de longueur 1 en choisissant au hasard le point de rupture suivant une loi uniforme sur
10, 1[. On note X la longueur du morceau de gauche.

Quelle est la probabilité pour que I'un des deux morceaux soit au moins deux fois plus long que 'autre 7

Solution :

1. Programme ECT 2 p. 9.
2. Par un calcul immédiat : P(Z > 2) =P(X <1/3) =1/3.
3. (a) Comme X >0et1—X >0,Z>0.

1—2 1

b SOlt LT = - - — 1 On Vériﬁe que eSt une bi'ection déCrOiSSanle de 07 1 sur R e‘ que
.]
X X

flize T4 On en déduit que :
Y

a<Z<be=a<f(X)<b= D) <X < f a)
1

On peut donc choisir a = f~1(b) = 0 et B=f"1(a) = T a
(¢) On en déduit que : P(Z € [a,b]) = P(X € ! LI U N b-a Soit > 0
due 2= 140 1+a] 1+a 140 (1+a)(1+0) '
De méme :
1 1 T
< < > f1 >—— | =1- =
PZ<Lz)=Pf(X)<2)<=PX>f (x))<:>IP’(X/1+m> 1 T2 112

4. On peut écrire :

1 1 S| @
P(z< - — dt = £) dt
( 1+x) 1+2 /0 (1+41)2 /,Oon()

0 siz <0
fz:R—=Rz— 1

(1+2)?

avec

sixz >0



La fonction fz est positive sur R, continue sur R* et :

+oo +oo 1 1 +oo
[ soa= [ s o] =

La fonction fz est donc une densité de probabilité et Z est bien une variable & densité.

. On peut calculer, pour A > 0 fixé :

/Axd —/A 1 dz = |In(1 + )+LA—1(1+A)+ L,
o Q22 )y \Uxz araz) [P0 T7 1+gco_Il 1+A

La variable aléatoire Z n’admet donc pas d’espérance.

(a) Le résultat demandé découle de 3.c) en remarquant que :

1/a—1/b . (b—a)/ab b—a

(1+1/b)(1+1/a)  (1+a)(1+b)/ab (1+a)(1+D)

On en déduit de maniére immédiate que Z et 1/Z ont la méme loi car

Pla<1/Z<b)=P1/b< Z<1/a)=Pla< Z<b)

1—

A—+oo

Y Y
(b) En posant Y =1 — X, on obtient Z = T—v dou 1/7Z = —~ Or Y suit également une loi uniforme

sur |0, 1[ donc Z et 1/Z suivent la méme loi.

1-X

. Le morceau de gauche est de longueur X, celui de droite de longueur 1 — X. En notant toujours Z = ——,

X
lévénement « I'un des deux morceaux est au moins deux fois plus long que autre » s’écrit {Z > 2}U{1/Z >

2}. Les événements {Z > 2} et {1/Z > 2} sont incompatibles d’ou :

P{Z>2)U{1/Z > 2)) =P(Z>2) +B1/Z>2) = - + ;= -

1
3 3

W =

d’apres les questions 2., 3.c) et 6.



Exercice sans préparation T 2

On considére une base de données triangles constituée d’une seule table dont le schéma relationnel est le suivant :
triangles( idt:integer, ab:integer, ac:integer, bc:integer)

Chaque ligne représente les longueurs d’un triangle ABC' ainsi qu’un identificateur unique idt qui joue donc le
role de clé primaire.
On rappelle les instructions suivantes en SQL :

— la fonction COUNT renvoie le nombre de résultats d’une requéte;

— la fonction MAX renvoie la valeur maximale des résultats d’une requéte.

1. Ecrire une requéte SQL permettant d’obtenir la liste des triangles équilatéraux.

2. Ecrire une requéte SQL permettant d’obtenir le nombre de triangles rectangles en A.

3. Ecrire une requéte SQL permettant d’obtenir le triangle rectangle en A de périmétre maximal.

Solution :

SELECT =x*
FROM triangles
WHERE ac=ab AND ac=bc

SELECT COUNT (%)
FROM triangles
WHERE acxac+ab*xab=bcx*bc

3. Avec la fonction MAX

SELECT idt, MAX(ab+ac+bc)
FROM triangles
WHERE acxac+abs*xab=bcx*bc

ou sinon, en triant les résultats (moins bien) :

SELECT idt, ab+ac+bc AS p
FROM triangles
WHERE acxac+abxab=bcxbc ORDER BY p DESC




SUJET T 3

Exercice T 3

In(1+x)

On admet dans cet exercice le résultat suivant : lim =1.
z—0 €T
1. Définition des fonctions puissances généralisées (exposant réel).
2. (a) Montrer que, pour tout z >0 : In(z) <z —1
(b) En déduire que, pour tout x >0 : lnx > 1 — —.
x
1 xT
3. On pose f(z) = (1 + > .
x

(a) Quel est 'ensemble de définition de f?
(b) Calculer f'(x) et déterminer son signe grace a la question 2.b).
(c) Déterminer, si elles existent, les quatre limites suivantes :

lim In(f(z)), lim f(z), lim In(f(z)) et lim f(x)

z—0t z—0t T—+00 z—~+00

4. Déduire des question précédentes que, pour tout entier n > 1 :

1 n
2<(1—|—> <e
n

5. On pose u, = —-
n!

. . Un+1
(a) Pour n > 1, simplifier —=.
n
En déduire, pour n > 1, un encadrement de u,1 faisant intervenir u,,.

(b) Montrer par récurrence sur n : Vn € N* 2771 < u,, < el

(¢) En déduire que, pour tout entier n > 1 :

Solution :

1. Programme ECT 1 p. 15.

2. (a) C’est de la convexité. Ou bien on considére la fonction ¢ : x — In(x) —z + 1. Alors ¢ est définie et
1

dérivable sur ]0, 4+o0] et, pour tout z > 0, ¢'(z) = — — 1. Ainsi ¢'(z) > 0 pour 0 < z < 1, ¢'(z) < 0
x

pour x > 1 et ¢'(1) = 0. On en déduit que la fonction ¢ admet un maximum en x = 1 d’oi1, pour z > 0,

o(z) < ¢(1) =0 et donc finalement : pour z > 0.

1
(b) Soit > 0. Alors — > 0 donc par la question précédente :
x

1n<1)<1—1 soit —lnxgl—l d’ou finalement lnav>1—l
T T T T

3. On pose f(z) = (1 + i)w



(a) Par définition des fonctions puissances générales,

i1 e (s (1 1))

Et donc, si Dy désigne I'ensemble de définition de f :
1
re€Dy <<= 2x2#0etl4+->0
x

1
z>0o0u(xr<0et _E<1)

x>0ou (x <0et —a >1) par passage a I'inverse pour des nombres positifs
x>0o0u(x<0etz<—1)
z>0oux<—1

1ree

Ainsi :

\Df =] —oo,—l[u]o,+oo[\

(b) La fonction f est dérivable sur Dy par les théorémes généraux et, pour « € Dy :
1 -1 1 1
(ln (1+x) +x % ) X 1"‘,{) exp (mln (1—1—33))
1 1 1 1
In{1+— — = X 37 | &XP zln |1+ —
x r = x
1 1 1
= (ln(1+) >exp<mln(1+)>
z z+1 T
Ainsi, le signe de f’(z) est le méme que celui de :

1 1
1n<1+> —
x r+1

f'(z)

Or :
1 1 1 1
In{1+—)— = In T —

x z+1 T r+1
> _azf—l_a:—&—l par la question 1.b)
> 17z+1

rz+1

> 0

Ainsi, pour x € Dy : | f'(z) 2 0

8=

¢) Remarquons tout d’abord que In(f(z)) =zIn {1 + . Pour le calcul de la limite en 07 on écrit alors :
(c)

In(f(x)) =zln (1 + 91:) = lnl% +zln(z+1)

T

1

n- In X

Alors, lim —* = lim 22— 0t et lim rIn(x + 1) = 0". Finalement :
z—0t = X—+o00 z—0t

lim Inf(x) =0"| dou | lim f(z)=1

z—0t z—0t

Pour la limite en +o00, on a :

. 1 .
lim zIn (1 + ) = lim ——=
5400 x X 50+ X

d’ou :

lim Inf(z)=1| puis lim f(z)=e

x——+00 x——+00




4. La dérivée de f est positive sur |0, +oo| d’aprés la question 2.b) donc la fonction f est croissante sur cet
intervalle. On en déduit que, pour n € N* :

soit :

f) < fn) < lim f(x)

Tr—+00

ce qui est le résultat demandé.

5. On pose u, =

(a)

n
n!’
On calcule :

Uppr  (n+1)"Tal ( l)n

= 2142
Up (n+1)! n» +n

Par la question précédente, on a donc, pour n > 1 :

Up+41
Up,

2 < < e soit ‘2un<un+1<eun‘

car u,, est positif.
Pour n =1, on au; =1 et donc 20 =1¢ up < e =1.La propriété est donc vraie.
Soit maintenant n > 1 tel que 2" 7! < u, < "~ '. Alors, par la question précédente : 2u, < up1 < ey,

et par 'hypothése de récurrence 2" = 2 x 2"~ ! < 2u,, tandis que eu, < ee" ! = €". On en déduit donc
que 2" < up41 < €, ce qui prouve le résultat au rang n + 1.

On en déduit donc, en vertu du principe de récurrence que :

VneN* 271 L, <t

L’inégalité précédente se réécrit, pour n > 1 :

2" n" em
2 <l <
2 T nl e
e e, <1y . - n! 1
De la premiére inégalité, en passant a 'inverse on obtient, toutes les quantités étant positives : — < 25
n
. n\" . o n! I
soit encore n! < 2 (5) tandis que la seconde donne, par des calculs similaires : — > e— soit encore
n e

n n . 2 3 3 2
nl>e (7> . En rassemblant ces deux inégalités, on a donc finalement prouvé, pour n > 1 :
e

(@) <ne(y)
e 2




Exercice sans préparation T 3

Alice et Bob s’intéressent au lancer de trois piéces équilibrées et plus particuliérement a la probabilité que les
trois piéces tombent du méme coté.

1. Ecrire le code Python du fonction simule3() qui simule le lancer des trois piéces équilibrées et renvoie True
si les trois piéces tombent du méme coté et False sinon.

2. Alice tient le raisonnement suivant : « si je lance trois piéces ordinaires, il y a une chance sur quatre pour
qu’elles tombent toutes les trois du méme coté : sur les huit tirages possibles, seuls PPP et FFF sont
favorables. ».

Quant & Bob, voici ce qu’il dit : « si je lance trois piéces, il y en a toujours deux qui tombent du méme coté.
Il y a une chance sur deux pour que la troisiéme tombe de ce coté ».

Lequel de ces deux raisonnements est correct ? Expliquez pourquoi, ainsi que 'erreur commise dans le rai-
sonnement fautif.

Solution :

import numpy as np
import numpy.random as rd

def simule3():
s=0
for i in range(3):
s=s+rd.randint (2)
return (s==0 or s==3)

# il est alors facile de réaliser une estimation de la probabilité recherchée

def estimation(n):
s=0
for i in range(n):
if simule3():
s+=1
return s/n

2. C’est Alice qui a raison. Elle raisonne par dénombrement en utilisant I’équiprobabilité : parmi les huit tirages
possibles seuls deux sont effectivement favorables.
Dans le raisonnement de Bob, il y a un conditionnement implicite fautif. II fait comme s’il conditionnait
par un événement de probabilité 1, mais ce faisant il néglige le fait que, s’il y a effectivement toujours au
moins deux piéces qui tombent du méme c6té, il ne sait pas desquelles il s’agit. Or, cela intervient dans le
raisonnement. Formalisons cela afin de corriger le raisonnement de Bob.
Soit pour (i,j) € {1,2,3}* avec i < j, A;; I'événement « les piéces i et j tombent du méme coté ». Alors
(A1,2,A13, Ag 3) est un systéme complet d’événements. Notons S :« les trois piéces tombent du méme coté ».
On a de maniére immédiate P(4, ;) = %
Alors :

P(S) = P(A12NA3)
= P(A12]A13)P(A13)
= P(A12)P(A13)

1 1
7><7
2 2
1
4



Une autre maniére de voir cela est la suivante : Bob dit que S est la méme chose que SN((A12UA;3UA23)),

mais il se trompe en disant que cette probabilité est juste égale a une probabilité du type P(A; ;). En effet,
en toute rigueur :

PS) = P(SN(A12UA13UAs3))
= P((SNA12)U(SNA13)U(SNAz3))
= P(SNA2)+P(SNA13) +P(SNAys) —P(A12NA1s)
—P(A12NAy3) —P(A13NAz3+P(A12NA1 3N As3)

1 1 1 1 1 1 1
- 4*4*4‘<4+4+4)+4

1

1



