Chapitre 9

Variables aléatoires a densité

Le but de ce chapitre est de présenter un nouveau type de variables aléatoires qui vont nous permettre de
modéliser de nombreux phénomeénes. On a déja étudié les variables aléatoires discrétes dont le support est un
ensemble dont on peut énumérer les éléments. On se focalise ici sur des variables aléatoires prenant leurs valeurs
dans un intervalle de R. On généralise ainsi ’étude de la loi uniforme effectuée en premiére année.

9.1 Variables aléatoires & densité continue par morceaux

Le concept clé de ce chapitre est la notion de densité de probabilité.

[Déﬁnition 1 (Densité de probabilité)]

Soit f une fonction définie sur R. f est une densité de probabilité si elle vérifie les trois points ci-dessous.
e La fonction f est positive.
e La fonction f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.
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On rappelle que la fonction de répartition d’une variable aléatoire X, notée Fx, est définie par :
Vo € R, Fx(x) = P(X < ). On définit & présent ce qu’est une variable aléatoire a densiteé.

[Déﬁnition 2 (Variable aléatoire a densité)]

Soient X une variable aléatoire et f une densité de probabilité.
On dit que X admet f pour densité si et seulement si sa fonction de répartition Fy vérifie :

x

Ve € R, Fx(z) = / f@)de.
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Il est trés facile de réaliser des calculs de probabilités a partir de variables aléatoires & densité.

[Proposition 3 (Calculs de probabilités)]

Soit X une variable aléatoire de densité f. Soient a et b deux réels tels que a < b.

e P(X =a)=0.

oP(angb):P(a<X§b):P(a§X<b):P(a<X<b):/bf(t)dt.
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e P(X <a)=P(X <a) = / F(®)dt et P(X > a) = P(X > a) = / ()t



Remarques :
e On peut utiliser indifféremment des inégalités larges ou strictes.
e On peut réexprimer certaines des probabilités précédentes a ’aide de la fonction de répartition de X.
*Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X <b)=Fx(b)— Fx(a),
* P(X <a)=P(X <a)=Fx(a),
* P(X >a)=P(X >a)=1- Fx(a).

Comme pour les variables aléatoires discrétes, on définit I’espérance, la variance et I’écart-type d’une variable
aléatoire & densité.

[Déﬁnition 4 (Espérance d’une variable aléatoire a densité)]

Soit X une variable aléatoire de densité f.
“+oo
La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si I’intégrale généralisée / tf(t)dt converge.
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L’intégrale généralisée / tf(t)dt est alors appelée espérance de X. Autrement dit, en cas d’existence,
— 0o

E(X) = /+OC t£(t)dt.
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L’espérance d’une variable aléatoire & densité est toujours linéaire. Précisément, si X et Y sont deux variables
aléatoires & densité admettant toutes deux une espérance, alors pour tout (o, ) € R?, aX + BY admet une
espérance. De plus, E(aX + 8Y) = aE(X) + SE(Y).

[Proposition 5 (Espérance du carré d’une variable aléatoire a densité)]

Soit X une variable aléatoire de densité f.

+oo
La variable aléatoire X2 admet une espérance si et seulement si 'intégrale généralisée / t2f (t)dt converge.
—o0
Dans ce cas,
400
E(X?) = / t2f(t)dt.
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[Déﬁnition 6 (Variance d’une variable aléatoire a densité)]

Soit X une variable aléatoire de densité f admettant une espérance.
Si (X — E(X))? admet une espérance, alors on appelle variance de X et on note V(X) le réel défini par :

V(X) = B((X - BE(X))?).

Remarque : On peut définir ’écart-type de X, noté o(X), par légalité : o(X) = \/V(X).

Théoréme 7 (Formule de Koenig—Hyugens)]

Soit X une variable aléatoire de densité f.
X admet une variance si et seulement si X2 admet une espérance. Dans ce cas,




9.2 Variables aléatoires a densité usuelles

Comme pour les variables aléatoires discrétes, il y a une liste de variables aléatoires & densité a connaitre par
coeur. Elles sont au nombre de trois : la loi uniforme, la loi exponentielle et la loi normale.

[Déﬁnition 8 (Variable aléatoire suivant la loi uniforme sur un segment)]

Soient a et b deux réels tels que a < b et X une variable aléatoire.
On dit que X suit la loi uniforme sur [a, b] et on note X < U([a,b]) si et seulement si X admet pour densité
la fonction f définie par :

Vte[a,b],f(t):% et Vi ¢ [a,b], () =0.

Remarque : On définit également la loi uniforme sur [a, b], ]a, b] et ]a, b] & ’aide de la méme densité f.
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— Comment reconnaitre une variable aléatoire suivant la loi uniforme ?

La loi uniforme sur [a, b] est la loi du tirage au hasard d’un nombre dans cet intervalle : la variable X a autant
de chance de tomber n’importe ot dans U'intervalle [a, b].

[Proposition 9 (Fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur un segment)]

Soient a et b deux réels puis X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a, b]. Alors,
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Vz € [a,b], Fx(z) Ve <a,Fx(x)=0 et Vz>b Fx(x)=1.
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[Proposition 10 (Espérance et variance d’une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur un segment)]

Soient a et b deux réels puis X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a,b]. Alors, X admet une
espérance et une variance données par :

a+b b—a)?




[Déﬁnition 11 (Variable aléatoire suivant la loi exponentielle)]

Soient A > 0 un réel strictement positif et X une variable aléatoire.

On dit que X suit la loi exponentielle de parameétre A et on note X < £(A) si et seulement si X admet pour
densité la fonction f définie par :

VE>0,f(t) =X et Vt<O0,f(t)=0.

— Comment reconnaitre une variable aléatoire suivant la loi exponentielle 7

Les lois exponentielles sont utilisées pour modéliser des durées de vie. On pourra par exemple penser & la
durée de vie d'un atome radioactif ou a la durée de vie d’un composant électronique.

[Proposition 12 (Fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle)]

Soient A > 0 un réel strictement positif puis X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre
A. Alors,

Ve >0,Fx(z)=1—e?® et Vr<0,Fx(z)=0.

[Proposition 13 (Espérance et variance d’une variable aléatoire suivant la loi exponentielle)]

Soient A > 0 un réel strictement positif puis X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de parameétre
A. Alors, X admet une espérance et une variance données par :

[Déﬁnition 14 (Variable aléatoire suivant la loi normale)]

Soient m € R, o > 0 et X une variable aléatoire.

On dit que X suit la loi normale de paramétres m et o2 et on note X — N'(m, c?) si et seulement si X admet
pour densité la fonction f définie par :

1 _ (t=—m)?
e 202

Vi eR, f(t) = o




Remarques :
e La loi normale est aussi appelée loi de Laplace-Gauss.
1
e Lorsque m = 0 et o = 1, on dit que X suit la loi normale centrée réduite. Dans ce cas, Vt € R, f(t) = Fe_tzﬂ.
s

La densité de la loi normale centrée réduite est représentée ci-dessous.

P(X=0)

— Comment reconnaitre une variable aléatoire suivant la loi normale ?

* La loi normale permet de modéliser des phénoménes naturels issus de plusieurs événements aléatoires.
* La taille d’'un étre humain ou encore le poids d’une tomate suivent tous deux des lois normales.

[Proposition 15 (Fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi normale)]

Soient m € R, o > 0 puis X une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres m et o2. Alors,

& 1 t—m)?2
Ve e R, Fx(x) = / e~ 5 dt.
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[Proposition 16 (Espérance et variance d’une variable aléatoire suivant la loi normale)]

Soient m € R, ¢ > 0 puis X une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres m et o2. Alors, X
admet une espérance et une variance données par :

EX)=m et V(X)=oc%

On peut établir un lien entre la loi normale de paramétres m et o2 et la loi normale centrée réduite.

,—[Théoréme 17 (Lien entre la loi normale de paramétres m et o et la loi normale centrée réduite)]—

Soient m € R, ¢ > 0 et X une variable aléatoire.
X suit la loi normale de paramétres m et o si et seulement si X* = (X — m)/o suit la loi normale centrée
réduite. De maniére concise,

X < N(m,0?) <= X* = Xom — N(0,1).
1%

Pour effectuer des calculs & partir d’une variable aléatoire X suivant la loi normale de paramétres m et o2, on
se raméne systématiquement a une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On note ® la fonction
de répartition de cette derniére. Elle vérifie ®(0) = 1/2 et Vo € R, ®(—x) = 1 — ®(x). Ses valeurs sont précisées
dans une table appelée table de la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite et il est essentiel de
savoir la lire.
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