Copyright © Tous droits réservés.
Ce document, ou toute partie de celui-ci ne peut étre reproduit ou utilisé de quelque maniére que ce soit sans I'autorisation écrite expresse du propriétaire.

Les lois a densité

1) Introduction

Jusqu’a présent, chaque expérience aléatoire conduisait & un univers fini et chaque variable
aléatoire prenait un nombre fini de valeurs. Il s’agissait donc toujours de définir une loi de
probabilité sur un ensemble fini Q = {wl,wz T ,@, } et il suffisait pour cela de se donner ou

de déterminer les n réels p, = P(X =w,)

Mais il arrive aussi que les issues d’une expérience ou les valeurs prises par une variable
aléatoire X puissent étre n’importe quel nombre d’un intervalle / de R (Par exemple : la durée
d’une communication). Dans ce cas, il n’est plus question de définir une loi P sur / en se
donnant la probabilité de chaque ¢lément de 7 (elle serait d’ailleurs nulle !) et de plus, les
événements intéressants ne sont plus «obtenir tel ou tel réel », mais plutdt « Obtenir un
nombre compris entre a et b ».

2) Loi continue sur un intervalle

a) Activité introductive
Un tireur a I’arc s’entraine sur une cible dont la forme est 7% I S IR
donnée par le domaine ci-contre. On suppose que la fleche
atteint toujours la cible. On note X la variable aléatoire qui \
associe a chaque tir ’abscisse x du point d’impact.
On souhaiterait calculer P(1<X <3)et P(X =3)

Pour cela, on modélise en considérant que la probabilité

P(l =X= 3) est proportionnelle a I’aire délimitée par I’axe N
des abscisses, la courbe et les droites x=1¢t x=3

On a alors : f:(—l,Sx3 + 6x2) dx =22 alamain ou ala TI :

f04(_1,5x3+6x2)dx 32 soit P(15X53)=% Joo

Dorénavant, notre archer s’entraine sur trois cibles de formes
différentes données ci-dessous. L’aire de chaque cible vaut 1.
Le tireur gagne lorsque x €[0,0,2] .

of

a) Avec quelle cible le tireur semble avoir le plus de
chance de gagner ?
b) Donner graphiquement la valeur exacte de la probabilité de gagner avec la cible 2
c) Par lecture graphique, donner les valeurs P, et P,

Le bord supérieur du domaine est la courbe d’une fonction dont on donne 1’expression.
a) Vérifier que I’aire de chaque domaine vaut 1.
b) Calculer les valeurs exactes de P, et P,.

c) Pour quelle cible I’événement {0,3 <x=<0,7 }est —il le plus probable ?

054 =mmn=

- R——
'
'
'
'
'
1
'
'
'
'
'

'
R - -
'

'

'

'

'

B S —

o

of 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

f(x)=6x(1-x) g(x)=1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

h(x)=%(x—l)2+%




Copyright © Tous droits réservés. o ) o
Ce document, ou toute partie de celui-ci ne peut étre reproduit ou utilisé de quelque maniére que ce soit sans I'autorisation écrite expresse du propriétaire.

En conclusion, chaque tir sur une cible permet de modéliser le choix d’un réel x € [0;1] en
définissant la probabilité des événements x € J pour tout intervalle J C[0,1]. La fonction
dont la courbe est le bord supérieur de la courbe est appelée fonction densité de la loi de
probabilité ainsi définie sur [0;1]

Remarque :

La loi de probabilité ainsi définie n’est pas équirépartie. Deux intervalles de méme amplitude
n’ont pas nécessairement la méme probabilité d’étre réalisés.

b) Fonction densité de probabilité

X désigne une variable aléatoire continue prenant toutes ses valeurs dans [a;b]. La loi de

probabilité de X ne peut plus étre définie par la probabilité d’obtenir chacune des valeurs de X,
mais par la probabilité pour que X appartienne a un intervalle J C [a;b], qui peut se calculer

comme une aire sous une courbe.

Définition :

Soit 7 =[a;b] un intervalle de R, avec a<b.

e On appelle densité de probabilité sur [a;b], toute fonction f continue et positive sur I

telle que [* /(x) dv =1

e On définit la loi de probabilité P, de densité f'sur /, en posant P([a ; /3’]) = f ’ f (x) dx

pour tout intervalle [« ; B] contenu dans [a;b].

o Laloi de P est dite continue sur [a;b].

Exemple :

fest la fonction définie sur 7 = [0 ; %} par : f(x) =COSX.
1. Démontrer que f est une densité de probabilité sur /.

2. Déterminer la probabilité de ’intervalle [% ; %}
Solution :

La fonction x> cos(x)est continue et positive sur J = [0 ;% . On évalue la valeur de :

T

fozcos(x) dx =[sin x]

SIS

=1

On cherche : fgcos(x) dx =[sin x]% =53 ~0,207
6 6

6

5

Remarque :
Lorsque f est définie sur un intervalle non borné, par
exemple [a;+[, la premiére condition s’écrit (sous

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

réserve de I’existence des limites)

i [ (a=f (=1 o N

La courbe ci-contre porte le nom de courbe de Gauss. Elle
sera traitée plus loin.
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¢) Cas particulier : densité de la loi uniforme

Soit P la loi uniforme sur un intervalle [a ; b]. Ceci signifie que la probabilit¢ ne change pas

sur un intervalle d’amplitude égale.
Peut-on déterminer une fonction f définie sur [a; b]de telle sorte que fsoit la densité de P ?

Nous savons que, pour tout intervalle [« ; ] contenu dans [a;b], p([a : ﬁ]) - /Z—O‘ Si une
-a

telle fonction f existe, nous devons avoir : f ’ f (x) dx foa_ 1 x (- a) pour tout

“b-a b-a
intervalle [¢ ; B] contenu dans [a;b].

B 1 1 B s 1
Or [g’—a=fa1dx,d0nc b_ax(/g’—a)=b_afa1dx=fa dx

—-a
Considérons alors la fonction constante f'définie sur [a;b], par f(x)= 3 !
-a
Jfest continue sur [a;b], positive car a <b et fﬁf(x) dx=fﬁ L B
a ab-a b-a
Donc f:xr> ; est la densité de la loi uniforme sur [a; b].
-a
Théoréme :
Soit P la loi uniforme sur un intervalle [a ; b], avec a<b
* La densité P est la fonction constante f: x> L sur [a;b]:
b-a
. B 1 p-a
* Pour tout intervall : tenu d : :Bl) = = .
our tout intervalle [« ; B8] contenu dans [a; b, P([a,ﬁ]) fa - dx P

Exercice :

Vous arrivez a un arrét de bus a 10h sachant que le bus arrivera a un certain instant qui suit la
loi uniformément distribuée entre 10h et 10h 30.

a. Quelle est la probabilité que votre attente dure 10 minutes ou plus ?

b. Sia 10h 15, le bus n’est pas encore arrivé, quelle est la probabilité que votre attente dure au
moins 10 minutes supplémentaires ?

Solution :
Attention, avec les données de 1’énoncé, il faut traiter avec des heures décimales...

On identifie les données : a = 10 5 =10,5. Donc !

b—a

=2

On a donc ici f: x > 2, densité uniforme sur [10;10,5]

a) On cherche donc P([10410;10430]) = mfs2dt=2><(10,5—10—é)=§:

1 0+l
6

b) Il s’agit ici d’une probabilité conditionnelle, notion vue en début d’année.
On écrit donc :

P([10h25 ; 10h30]N[10A15 ; 10A30])
P([10A15 ;10430])
P([10h25;10h30]) 1

10425 ;10h30]) = =—
1 J P([10h15 ;10R30]) 3

P

[10415;10h30] ([

10h25 ; 10h30]) =

P

[10A15;10430]




Copyright © Tous droits réservés.
Ce document, ou toute partie de celui-ci ne peut étre reproduit ou utilisé de quelque maniére que ce soit sans I'autorisation écrite expresse du propriétaire.

d) Variables aléatoires
Définition :

Soit I =[a;b]avec a<b un intervalle de R, et P une loi de probabilité sur /, de densité f
sur /
Une variable aléatoire X a valeurs dans / suit la loi de probabilité P si :

Pour tout intervalle [ ; #] contenu dans [a; 5], P(a <X= /5) =f/3f(t)dt

Remarque :

Une telle variable X est dite continue. P(a <X=< /3’) est donc égale a I’aire du domaine

comprise entre la courbe de f, I’axe des abscisses et les droites d’équations x = get x = .
Par continuité, on a aussi : Pour tout intervalle [« ; 3]

P(asXsﬁ)=P(a<Xs/3’)=P(asX<ﬁ)=P(a<X<ﬁ)

Propriétés :

o Pllasxsp))= [ r()a=1

o Vx€[a;b] P[x=x])- :f(t)dt=0

* Vx&[a;b]onnote (X <x) 'événement: (a< X <x) et (X >x) I'événement (x<X <b).
)= [, s(i)a

-['r

Alors, P(X<x)=P(sz
Alors P(X >x)=P(X >x) I (¢)dt

Remarque :
On a aussi P(X>x)=P(X£x)=1—P(XSx)=1—I f(t)dr.

a

Exemple :

Avec la densité de Iactivité introductive Vx €[0;1] f(x)=6x(1-x), on peut calculer :

P(0,35X50,7)= 81’376x(l—x)dx=[3x2 —2x3] Z ~0,57

0
0,

Propriétés :

Soit X une Variable Aléatoire suivant une loi de probabilité P, de densité f'sur / =[a ; b].

L’espérance mathématique de X est définie par E (X ) = f bx x f (x) dx .

Exemple :

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a;b]. Par définition, 1’espérance

27 2 2
est donnée par : E(X)= [ xx L oo L |¥| _b-a _a+b
b-a b-al 2], 2(b-a) 2

Remarque :

Cette définition d’espérance mathématique prolonge la notion de moyenne dans le cas continu
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3) La loi exponentielle

La définition suivante généralise la notion de densité de loi de probabilité a un intervalle non
borné de R.

Définition :

Soit / =[a;+oo[ unintervalle de R. Une fonction f définie sur / est la densité d’une loi de

probabilité P sur [ si : fest positive, continue sur / et si  lim f i (t) dt = f i (t) dt=1.

X—>+400

Tllustration :

On a alors :
* Pour tout intervalle [« ; 3] contenu dans 7,

P([a;ﬁ])=fjf(x) dx

* Pour tout réel o >a,
P([a;+00[)=P([a;a[)=1—P([a;a])=1—faaf(t)dt S Ea >

Exercice :

Soit 2 un réel strictement positif, 4 fixé. Démontrer que la fonction f définie sur 7 =[0; + oo
par f (t) = Ae™" est la densité d’une loi de probabilité sur /.

Solution :
La fonction est bien continue sur / =[0; + o[ en tant que composée de fonction continue sur

I=[0;+oo[. Elle est de plus positive puisqu’une exponentielle est toujours positive. On
calcule alors : soit f=a [/Ae™ dt = [_e"“]ﬁ =1-¢™* Par passage a la limite, on obtient :
0

liml=e? =1 et la fonction f(t) = Le* est bien une densité sur J = [0 400
ﬁ—)m

Définition :

Soit A un réel strictement positif, 1 fixé.

* La fonction f'définie sur 7 =[0;+oo par f(¢)=7Ae ™ est une densité de probabilité sur /.
* La loi de probabilité P sur /, de densité f est appelée la loi exponentielle de paramétre ),

Propriété :
Soit A un réel strictement positif, A fixé et X une variable aléatoire qui suit une loi
exponentielle de paramétre 2 sur / =[0; + o[ . Pour tout nombre a et b de 7, avec a<b.

PlasXsb)=[Ae ™ di=e"" -
P(X<a)=P(X<a)=[yjhe ™ dt=1-€"
P(X=za)=P(X>a)=1-P(X=a)=¢™

Propriété :
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de paramétre 4 (4 > 0).

L’espérance mathématique de X est : E( X ) =%
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Démonstration :
On doit donc calculer E(X) = lim [ Ate™ dt

a—>+0o

On pose donc : g(x) = Axe ™ définie sur[0; +[. On note alors G(x)= L
8(x) ; (x)=( )L)

Montrons alors que G est une primitive de g sur [0 s+ oo[

G est dérivable sur [0 s+ oo[en tant que produit et composée de fonction dérivables sur [() S+ oo[

G(x)=—e" +(-x- % )(-)Ae ™ = Axe™ = g(x)

fg)tte_h dt=[(—x—l)e‘7“‘] =l(—)ta€_xa—e"’l"+1)
A o A
On calcule donc la limite de cette expression :
lim - Aae™™ = lim - X =0 Par croissances comparees. Donc lim [ Ate™™ dt = 1
o Koo e a—>+00

Exercice :

La durée de vie exprimée en semaine d’un composant électronique est modélisée par une
variable aléatoire X suivant une loi exponentielle de paramétre A = 0,002

1) Calculer la probabilité que la durée de vie du composant soit inférieure a 200 semaines.
2) Calculer la probabilité qu’elle soit supérieure a 200 semaines.

3) Calculer la probabilité que le composant fonction encore la 300°™ semaine.

4) Quelle est I’espérance mathématique de X ?

Solution :
I) Ona: P(X < 200) =1-e% 20,3 3) Ona: P(X = 300) =% =0,55

2) Ona: P(X>200)=e¢"*~0,7 1

9 E(X)= 0,002

=500

Remarque :
L’espérance mathématique représente ici la durée de vie moyenne d’un composant.

Question supplémentaire :

Calculer la probabilité, pour un composant ayant déja fonctionné 200 semaines, qu’il
fonctionne encore 100 semaines plus tard.
P((X = 300)O(X = 200)) P((X = 300)) e °

P, (X =300)= = —¢%220,82
xeof ) P(X =200) P(X=2200)

Propriété :

Lorsqu’une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parameétre A, on a :

Vi=0 et Vh=0, P, (X=t+h)=P(X=h)

On dit que X suit une loi de durée de vie sans vieillissement. La probabilité que 1’objet
fonctionne a I’instant ¢+ A sachant qu’il fonctionne a I’instant ne dépend pas de son age .

Démonstration :

(X=zt+h)N (X =1)) _ P(X=zt+h)) ) ey e P(Xah)

P
P (Xzt+h)=
v P(X=1) P(X=1) e

Exemple :
La durée de vie d’un noyau d’un corps radioactif suit une loi exponentielle.
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Exercice :

Le temps, mesuré en heures, nécessaire pour réparer une certaine machine suit la loi
exponentielle de parameétre 1 = %
1) Quelle est la probabilité que le temps de réparation exceéde deux heures ?
2) Quelle est la probabilité qu’une réparation prenne au moins dix heures, étant donné
que sa durée a déja dépassé neuf heures ?

Solution :

—l><2 1

1) Onadonc P(X>2)=¢? =-
e

1

Je

2) P_(X=10)=P(X=1)=

Exemple :

Un ordinateur fonctionne tant bien que mal avant ... de tomber en panne.

La variable aléatoire X, qui désigne le nombre de jours pendant lesquels fonctionne cette
machine avant de tomber en panne, suit une loi exponentielle.

Sachant que la probabilité qu’il n’y ait aucune panne durant les 10 premiers jours est égale a
l, calculer le paramétre de la loi.

e
Solution :

On cherche donc a évaluer: P(X=210)=P(X>10)=1-P(X=<10)=¢"" =

Q| =

On résout alors 1’équation ¢7'°* = l On utilise le logarithme qui est une bijection sur ]0;+oo[
e

-10A =-1 soitalors A= % remarquons que Aest bien un nombre positif...

4) La loi Normale

a) Loi normale centrée réduite

» Une nouvelle fonction : la fonction de Laplace-Gauss
2

t
On nomme g la fonction définie sur R par : g(z) e 2

Remarquons tout d’abord que cette fonction est paire. On peut donc I’étudier sur R*

tZ

Oncalcule: lime ? = lim e X =0* La représentation graphique de g admet donc une

X—+0© X—4

asymptote horizontale d’équation y =0 g est dérivable sur R*en tant que composée de

2

fonction dérivable sur R*. On a alors : g'([) ——te 2 gest donc décroissante sur R*

X —00 0 +00
1

fo/\o

On dit que cette courbe a la forme d’une courbe en cloche
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On s’intéresse a Iaire 4, en unité d’aire, de la partie du plan limitée par la courbe C, et I’axe

des abscisses. Ne connaissant pas de primitive « explicite » de la fonction g, on va donc
conjecturer la valeur de cette aire en utilisant la calculatrice.
Soit ¢ un réel strictement positif. On note A () Iaire, en unit¢ d’aire, de la partie du plan

limitée par la courbe C,, ’axe des abscisses et les droites d’¢quations x=—a et x=a.

Apres avoir rentrée la fonction g, et affichée une fenétre adaptée, on utilise la séquence

calculs 4 up o rép 275 Z précéd L2 z précéd

X m trace rd (=) [ 2 entrer 2 entrer ]
suivante pour trouver A(Z). u [—] u
On évalue les valeurs des aires avec ¢ =5, puis avec ¢ =10
NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n NORMAL FLOTT AUTO REEL DEGRE MP n
CALC INTEGRALE POUR INTERVALLE CALC INTEGRALE POUR INTERVALLE CALC INTEGRALE POUR INTERVALLE
J$£(x)dx=2.392576 J£(x)dx=2.5066268 S£(x)dx=2.5066283
[-2521 [-5,51 [-16,101

On observe donc que 1’aire se rapproche d’une valeur limite. Reste a déterminer cette valeur.

I2n
A TI’aide de la calculatrice, on obtient : leeeeeesesceeenneee. 2:206628279.

Ainsi :

La fonction /' définie sur R par : __ 1 Gest:
S R par: fq)- =
e Dpaire
e positive, continue et dérivable sur R
e [laire, en unit¢ d’aire, de la partie du plan limitée par la courbe C, et I’axe des abscisses

est égale a 1, ce qui peut se traduire par lim foxf(t) dt =% et lim Of(t) dt =%

X—>400 X—>= X

La fonction fainsi définie est appelée fonction de Laplace Gauss

Propriété :

ZZ

e 2, continue, positive sur Ret vérifiant [im f ) f(;) dt =% et
0

2 Xk

La fonction (1) =

lim [ f(¢)dt =% est la densité d’une loi de probabilité P sur R.

X—>—0

La loi de densité fainsi définie est appelée loi normale centrée réduite, notée N(O . 1)

Propriété :
La courbe représentative de la fonction densité f'de la
loi normale centrée réduite N(0;1) étant symétrique par

rapport a I’axe des ordonnées, on en déduit les résultats
suivants :

e VxER P(—xssz)=2xP(Ossz)

e VxeR" P(sz)=%+P(Ossz)

Remarque : On a ainsi P(X <0) =%



Copyright © Tous droits réservés.
Ce document, ou toute partie de celui-ci ne peut étre reproduit ou utilisé de quelque maniére que ce soit sans I'autorisation écrite expresse du propriétaire.

Propriété :
Soit X une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée réduite N(0;1).

0 X
L’espérance mathématique de X'est: E(X)= lim | ¢x f(¢)dr+ lim | ¢x f(r)dr etla

x—>—00d x x—+0dJ0

variance V(X ) :E[(X—E(X))z}.

Onaalors E(X)=0, V(X)=let o(X)=\V(X)=1.

Démonstration

* V(X)=1 estadmis, conformément au programme.

e Vx € R, calculons f "t x f (z) dt . Remarquons que I’on peut trouver une primitive de cette
0

fonction puisqu’il s’agit d’une fonction composée a ajuster.

J:z‘x%e ;dt——rj. ~txe Zdt__rj( j 2dt E{ez}::_ﬁ(ei_l}

" 0 x 1 [ =
Par symétrie, on a: I d =—I dt = 2 —1].
y thf(t) t Otxf(t) t \/E(e ]

- 2
Par passage a la limite, on a: lim e 2 = lim ¢* =0, en posant X = _%.

X—>+00 X -0

X 1 0
Alors, i t t)dt=—— et 1i ¢ 1) dt =———
xirgo 0 Xf() 27T xil}loo x Xf() \/E

D’ou E(X)=lim Otxf()dt+hrn txf() =0.

> Intervalle de probabilité donnee

Théoréme :
Soit X une Variable Aléatoire suivant la loi normale centrée réduite N(0;1).

Va €0, 1, il existe un unique réel strictement positif u,tel que P(-u, <X <u,)=1-a

Démonstration :

Puisque X suit la loi normale N(0;1), alors Vx ER*: P(-x< X <x)= JX f(t)dr, oufestla

—X

[T

_t

1
xe 2.

densité de la loi N(0;1) définie par f(t)=

71

Vx ER®, f_x f(t)dt=f_0 f(t)dt+f:f(t)dt=2f0xf(t)dt par parité de fsur R
Définissons alors la fonction £ sur [0+, par F(x)= 2xjxf(t) dt.
0

[ étant continue sur R*, la fonction F est dérivable sur R* et F '(t) =2f (t) VieR".

Comme f >0 sur R, alors F est strictement croissante sur R*.

zzxj':f(z)dtzo et lim xf()dtz— donc lim F(x)=1.

x—>+0dJ0 X—>+00

F est continue (car dérivable), strictement croissante sur [0; +oof et F([O ; +oo[) =[0;1.

Soit gunréel tel que 0<a <1. Alors ~1<a <0, donc 0<1-a <1. A ’aide du théoréme des
valeurs intermédiaires, il existe un unique réel u,de [0;+oof tel que F(u,)=1-a.
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Or F(u,)=1-aw 2x[“ f()di=1-a e [ f(1)di=1-a e P(-u, <X <u,)=1-a.
0 ~Ugy

» Valeurs remarquables

a=1.96

a=2.58

0.2

AIRE = 0.9500042097

0 05 1 15

AIRE = 0.9901199685
1 2

o
w

-1 0o

En examinant les deux graphiques ci-dessus, on obtient :
P(-1,96 < X <1,96)=0,95 < P(~1,96 < X <1,96) =1-0,05
P(-2,58 <X= 2,58) =0,99 < P(—2,58 <X= 2,58) =1-0,01
Avec les notations du théoréme précédent, cela se traduit par :

b) Loinormale N(u;oc?)(ouloi normale générale)

Définition :

Soit uER et o €R*". On dit qu’une Variable Aléatoire X suit la loi normale N (5 0%),

Uy o5 = 1,96 €t 1y (| =2,58.

X 1 it 1a loi normale centrée réduite N(@0;1).
o

si la Variable Aléatoire Z =

Remarque :

On dit qu’on a centr¢ et réduit la variable X.

Propriété :

Soit X une Variable Aléatoire qui suit la loi normale N(u;o?).
L’espérance mathématique de X est : E( X ) = u et Décart-type de X est o-.

Démonstration

X suit la loi normale N(u;o?),donclaV.A. Z = X-u suit la loi normale centrée réduite
o

N(0;1). On a donc Eiujzo et U(M]:L
o o

On rappelle que, pour tous réels a et b, E(aX +b)=axE(X)+b et o(aX +b)=|a|xc(X)

Ainsi : E(ujzo@E(l){—ﬁjzo@iE(X)—ﬁ=0@E(X)=y
o o o

M)=1©a(i){—ﬂ)=l©

et o
o o o

Notation :
Dans de nombreux exercices, on note, Vx € R <I>(x) = P(X < x)
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¢) Représentation graphique

La représentation graphique d’une densité d’une loi normale N (u; 02) est représentée par une
courbe en cloche. Suivant les valeurs de u et de o, cette représentation est plus ou moins
proche de cet aspect de cloche comme le montre les exemples ci-dessous.
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X ~ N(2;0,5%) X ~ N(2;1%) X ~ N(2;2%)

AT i I~ N dhNN

X ~ N(-1,5;1%) X ~ N(0;12) X ~ N(3;1%)

e Le paramétre u de la loi N (u; 02) est un paramétre de position. 1l localise la zone o les
réalisations de X ont le plus de chance d’apparaitre. On remarque que la représentation
graphique de la densité est symétrique par rapport a la droite verticale d’équation x = .

e Le paramétre o de la loi N(u; 02) est un paramétre de dispersion. Il correspond a ’écart type.
Plus il est ¢élevé, plus I’aspect cloche disparait pour faire place a une courbe aplatie.

d) Approximation d’une loi binomiale par la loi normale

Théoréme de Moivre-Laplace (admis)

Soit X, une variable aléatoire qui suit une loi binomiale B, n€EN*et Z, la variable
X,—np

aléatoire définie par Z = .
np(l — p)

b _r
Alors, pour tous réels a et b tels que ¢ <b : lim P(Zn ela; b]) =I ! e 2dt

n—>+oo a «1271-

Remarque :

Puisque E(Xn) =np et o(X)=./npg avec g=1-p, la variable aléatoire Z, (d’apres la
remarque préliminaire ci-dessus), n’est autre que la Variable Aléatoire centrée et réduite
associée a X, . (En pratique, il faut vérifier que n=30 et np=5et n(l-p)=5)
Exercice :

1. On lance 18000 fois de suite un dé non pipé. Soit X la variable aléatoire égale au nombre
de 6 ou de 1 apparus.

a) Donner la loi suivie par X.
b) Calculer son espérance u et son écart-type o

2. On admet que la variable aléatoire Z = X =4 it 1a loi normale N (0;1)
o
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Montrer que : P(5810 < X <6190) = P(-3 < Z < 3)puis donner la valeur arrondie au
millieme pres de cette probabilité.
On réalise 18 000 fois de suite et de maniere indépendante la méme expérience aléatoire a

deux issues. La probabilité du succés est de L. On nomme X la variable aléatoire qui compte
3

le nombre de succes, alors X ~ B (18000; g)
L’espérance vaut: u = n X p = 18000 X g = 6000

L’¢écart type vaut: ¢ = /np(1 — p) = V4000 = 63,25
On centre la variable : 5810 < X <6190 < -190 < X - 6000 <190
On réduit la variable : —190 < X —6000 <190 < —3,004 < Z < 3,004

Donc P(5810< X <6190)=P(-3<Z<3)=0,997
c¢) Les critéres de normalité

Propriété :
Soit X une Variable Aléatoire qui suit la loi normale N (u; 02).
Alors,ona:

e P(XE[u-o;u+0c])=0,683

* PXe[u-20;,u+20])=0,954

o P(Xe[u-3o;,u+30])=0997

Remarque :
I1 est important de noter que ces valeurs sont indépendantes de 4 et de . Ces valeurs

permettent de calculer mentalement des probabilités sans utiliser la calculatrice.

Exemple
Soit X une Variable Aléatoire qui suit la loi normale N(175,252).

Déterminer sans calculatrice CI)(125) =P (X < 125)
Solution :
On remarque que P(X < 125) = P(X <u- 20). On a donc a I’aide du graphique.

p(X < M-Zo‘) =% soit donc cI>(125) =0,023

Attention :
Lorsqu’on utilise la TI82, il faut rentrer x et o bien que la loi s’appelle N(u,o?)
Exercice :

Avec la calculatrice, calculer les probabilités suivantes arrondies au millieme :

m @(C, d,u, o) soit 2:normalFReér( (¢ d,u, o)
e Xsuitune N(3,5%), alors P(-2 < X <8) =0,6826894809
e Xsuitune N(7,16), alors P(9 < X <10) = 0,082
e Xsuitune N(-3,6%),alors P(X <1)=0,748
A I’aide de la calculatrice, déterminer le nombre a tel que :
Xsuitune N(175,25%) et P(X <a)=0,782
Solution :
On utilise : EBlinvNormale ().782,175,25). On obtient a = 194,47



