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* Separadores

Separadores. Una técnica usualmente 1itil en combinatoria es la de usar separadores.
Veamos un ejemplo:

Ejemplo: ;De cuantas formas posibles se pueden acomodar 20 pelotas en 5 cajas distintas?

Solucién: Supongamos que las cinco cajas estdn representadas como C1, C2, C3, C4dy C5.
Notemos que cada acomodo de las 20 pelotas puede representarse por una sucesion formada
por 20 simbolos — y 4 simbolos |. Por ejemplo, si se ponen 3 pelotas en C'1, 1 pelota en C2,
11 pelotas en C'3, 3 pelotas en C'4 y 2 pelotas en C5, su eleccion se representa como:

Los simbolos | son a los que llamamos “separadores” y quedan determinados por el acomodo
que hagamos. De forma reciproca, es claro que una sucesion de ese estilo también determina
un acomodo y que el lugar dénde estdan colocados los separadores determina de forma tinica
el acomodo. De esta forma, el contar los posibles acomodos se traduce en determinar de
cuantas formas posibles podemos acomodar los separadores en los 24 “lugares™ que se tienen.
El mimero 24 viene del hecho de que cada pelota y cada separador ocupan un lugar, entonces
como tenemos 20 paletas y 4 separadores, en total tenemos 24 lugares. Podemos concluir en-

tonces que la cantidad de formas en las que podemos acomodar 20 pelotas en 5 cajas es (244) y |
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* Inclusién-Exclusion

Principio de inclusion-exclusion. Sean A,, ... A, conjuntos. Entonces

Uil = Y 1A= D0 JAnAl+ DT JANANA = +(=1)""|AiNAN A3 - - -NA,|.

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

|a, UA | = [&, 1+ 1A= [a0p,]
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# Ejemplo con 3 conjuntos
Problema: En un grupo de 100 personas:
* 40 hablan inglés,

e 30 hablan francés,

s 20 hablan aleman,

e 10 hablan inglés y francés,

¢ 5 hablan inglés y aleman,

e 8 hablan francés y aleman,

¢ 3 hablan los tres idiomas.

;Cuantas personas hablan al menos uno?

Paso 1: Aplicamos la formula
[AUBUC| =40+30+20-10—-5—8+3 =90 — 23 + 3 =[70]

El 70 personas hablan al menos un idioma.



_ ~ . - P P | ]
El principio de inclusion y exclusién. Consideremos un conjunto 5 tal que |51 =Ny Ll=
condiciones ¢, 1 < i < 1 satisfechas por algunos de los elementos de S. El nimero h-;-
elementos de § que no satisfacen ninguna de las condiciones ¢, 1 =i <1 se -mtu;=
N = N(?.?-?- 7.} donde E |
N =N ;0305 <./, conde E

' b |

= Y ra¥s % RFS % L ¥ 7 S W ars 11 a
N=N—IiN{c) + N{c2) + N{c3) + - - - T NicJ] =
AN r s d Nir ~Y 4+ - (AL (r.oY 4 oes4+ Nle .o F |

L 1“‘&1&2’ . "‘lllh J T AV W] wpy AV \wIws)y avy =1y} .

Rl = o I TR ¥ 7 pRuuopup, UL TEY 1 / g, W S, L |

TUHYLCI Q6] T IVIC1020e) T T T T AV G G20 T IV L3y T ;

+ AVt o4+ Nie - e+ oo+ (=1¥Nilc.cacs. . . C.). mn

sa\Liliiy SR A R | A =r eTRE1R253 irs b= |

i |

~ 1
b E |
- — —— - I

N=N_— Y NisY+ Y Nir.s) — > Nie.r.o) 4 0s 1

=N s i9\&y 2 NG L NGGG) 5

Lsist Isi<jss Isi<j<kst =
(—1¥Ni(gccs...c) @

'!

" T s % a1 Y e nen Aa alamantae da € ane caticfacen al menos
~AnDMml ADIMN O 1 Camin lac hinQileg1s ] IeQreEma 5.1 1 TUINICTIU US CIvIIvAGg U o s ———
LUNULANIA O, STEUD 23S 15p% —

una de las condiciones ¢, donde 1 < i < 1, estd dado por N(c,0¢;0...0¢)=N-N.

En el capitulo 1 encontramos el niimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacién

X, +Xs + X3 + x. = 18. Responderemos ahora la misma pregunta con la restriccién adicional
x;<7,paratodo]l =i =4.

S es el conjunto de solucionesde x; + X, + X3+ x,=18,con 0 < x;paratodo 1 =i <4,

Asi, S| =N=(*%") = (3).

18 =\

-

8.1 El principio de inclusién y exclusién 407

Decimos que una solucién x,, x,, Xs, X, satisface la condicién ¢, donde 1 <i < 4,si
x> 7 (0 x; = 8). La respuesta al problema es entonces N(¢,¢,¢5¢4).

Por simetria, N(c;) = N(c;) = N(c3) = N(c.). Para calcular N(c,), consideramos las solu-
ciones enteras de x; + X, + X3 + x¢ = 10, donde cada x; = 0 para toda |1 < i < 4. Entonces
sumamos 8 al valor dex; y obtenemos las soluciones dex; +x; +x; + x, = 18 que satisfacen
la condicién c,. Por lo tanto, N(c) = (**1*') = (}3), paratodo 1 = i < 4,y 5, =(})(33)-

Del mismo modo, N(c; ¢,) es el niimero de soluciones enteras de x; + x; + X3 + X, = 2,
donde x; = 0, paratodo 1 < i < 4.Asf, Mcye) =(**3") = (3) y S: = (3)(3)-

Como N(¢; ¢;¢,) = 0 para cualquier seleccién de las tres condiciones y N(c, ¢2¢3¢4) =0,

Como N(¢; ¢;c,) = 0 para cualquier seleccién de las tres condiciones y N(c; c2¢5¢4) =0,

tenemos que

N@E&GE)=N-5+5-5+S:=(H) — () + ()G —0+0=246.

Asi, de las 1330 soluciones enteras no negativas de x; + x; + x; + x; = 18, s6lo 246 de ellas
satisfacen x; < 7paratodo 1 =i < 4.



