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Una desigualdad útil

Teorema

Si a, b, x , y son números reales y x , y son positivos, entonces se tiene la siguiente
desigualdad

a2

x
+

b2

y
≥ (a+ b)2

x + y
. (1)

Demostración

Notemos que

a2

x
+

b2

y
≥ (a+ b)2

x + y
⇔ (xy)

(
a2

x
+

b2

y

)
≥ (xy)

[
(a+ b)2

x + y

]
⇔ ya2 + xb2 ≥ (xy)(a+ b)2

x + y

⇔ a2y(x + y) + b2x(x + y) ≥ (a+ b)2xy

⇔ a2xy + a2y2 + b2x2 + b2xy ≥ a2xy + 2abxy + b2xy
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Teorema

Si a, b, x , y son números reales y x , y son positivos, entonces se tiene la siguiente
desigualdad

a2

x
+

b2

y
≥ (a+ b)2

x + y
. (1)

Demostración

Notemos que

a2

x
+

b2

y
≥ (a+ b)2

x + y
⇔ (xy)

(
a2

x
+

b2

y

)
≥ (xy)

[
(a+ b)2

x + y

]
⇔ ya2 + xb2 ≥ (xy)(a+ b)2

x + y

⇔ a2y(x + y) + b2x(x + y) ≥ (a+ b)2xy

⇔ a2xy + a2y2 + b2x2 + b2xy ≥ a2xy + 2abxy + b2xy
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Demostración

⇔ a2y2 + b2x2 − 2abxy ≥ 0

⇔

(ay − bx)2 ≥ 0.

Como esta última desigualdad se cumple, tenemos que (1) se cumple. Vemos que
la igualdad se tiene si y solo si ay = bx, esto es, si a

x = b
y . 2
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Miscelánea de ejercicios

Demostración

⇔ a2y2 + b2x2 − 2abxy ≥ 0

⇔ (ay − bx)2 ≥ 0.

Como esta última desigualdad se cumple, tenemos que (1) se cumple.

Vemos que
la igualdad se tiene si y solo si ay = bx, esto es, si a

x = b
y . 2
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Usando la desigualdad útil dos veces, podemos extender la desigualdad para dos
ternas de números,

a2

x
+

b2

y
+

c2

z
≥ (a+ b)2

x + y
+

c2

z
≥ (a+ b + c)2

x + y + z
,

y un simple argumento inductivo muestra que

a21
x1

+
a22
x2

+ · · ·+ a2n
xn

≥ (a1 + a2 + · · ·+ an)
2

x1 + x2 + · · ·+ xn
(2)

para todos los números reales a1, a2, . . . , an y x1, x2, . . . , xn > 0, con la igualdad si
y solo si

a1
x1

=
a2
x2

= · · · = an
xn

.

La desigualdad (2) es conocida también como la desigualdad de Cauchy-Schwarz
en la forma de Engel o el principio del ḿınimo de Arthur Engel.
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Miscelánea de ejercicios
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Sean a1, . . . , an, b1, . . . , bn números positivos, tales que

a1 + a2 + · · ·+ an = b1 + b2 + · · ·+ bn.

Demostrar que

a21
a1 + b1

+ · · ·+ a2n
an + bn

≥ 1

2
(a1 + · · ·+ an) .

Demostración

El principio del ḿınimo de Arthur Engel implica

a21
a1 + b1

+ · · ·+ a2n
an + bn

≥ (a1 + a2 + · · ·+ an)
2

a1 + a2 + · · ·+ an + b1 + b2 + · · ·+ bn

=
(a1 + a2 + · · ·+ an)

2

2 (a1 + a2 + · · ·+ an)
=

1

2
(a1 + a2 + · · ·+ an) .

2
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Una desigualdad útil
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2

2 (a1 + a2 + · · ·+ an)
=

1

2
(a1 + a2 + · · ·+ an) .

2
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Para números positivos a, b, c , d demostrar que

1

a
+

1

b
+

4

c
+

16

d
≥ 64

a+ b + c + d
.

Demostración

Por el principio del ḿınimo de Arthur Engel

1

a
+

1

b
+

4

c
+

16

d
≥ (1 + 1 + 2 + 4)2

a+ b + c + d
=

64

a+ b + c + d
.

2
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Sean a, b, c números positivos, tales que abc = 1. Demostrar que

1

a3(b + c)
+

1

b3(a+ c)
+

1

c3(a+ b)
≥ 3

2
.

Demostración

Notemos que

1

a3(b + c)
+

1

b3(a+ c)
+

1

c3(a+ b)
=

1
a2

a(b + c)
+

1
b2

b(a+ c)
+

1
c2

c(a+ b)

≥
(
1
a +

1
b + 1

c

)2
2(ab + bc + ac)

=

(
a+b
ab + 1

c

)2
2(ab + bc + ac)

=

(
ac+bc+ab

abc

)2
2(ab + bc + ac)
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Demostración

=
ab + bc + ac

2

≥
3 3
√
(abc)2

2
=

3

2
,

donde la primer desigualdad se sigue del principio del ḿınimo de Arthur Engel y la
segunda se deduce de la desigualdad entre la media geométrica y la media
aritmética.
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aritmética.
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Sean x , y , z > 0, demostrar que

x

x + 2y + 3z
+

y

y + 2z + 3x
+

z

z + 2x + 3y
≥ 1

2
.

Demostración

Notemos que

x

x + 2y + 3z
+

y

y + 2z + 3x
+

z

z + 2x + 3y

=
x2

x2 + 2xy + 3xz
+

y2

y2 + 2yz + 3xy
+

z2

z2 + 2xz + 3yz
.

Por el principio del ḿınimo de Arthur Engel tenemos
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Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Sean x , y , z > 0, demostrar que

x

x + 2y + 3z
+

y

y + 2z + 3x
+

z

z + 2x + 3y
≥ 1

2
.

Demostración

Notemos que

x

x + 2y + 3z
+

y

y + 2z + 3x
+

z

z + 2x + 3y

=
x2

x2 + 2xy + 3xz
+

y2

y2 + 2yz + 3xy
+

z2

z2 + 2xz + 3yz
.
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Demostración

x2

x2 + 2xy + 3xz
+

y2

y2 + 2yz + 3xy
+

z2

z2 + 2xz + 3yz

≥

(x + y + z)2

x2 + y2 + z2 + 5(xy + xz + yz)
.

Luego

x

x + 2y + 3z
+

y

y + 2z + 3x
+

z

z + 2x + 3y

≥ (x + y + z)2

x2 + y2 + z2 + 5(xy + xz + yz)
.

Por lo que solo resta demostrar que
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Demostración

(x + y + z)2

x2 + y2 + z2 + 5(xy + xz + yz)
≥ 1

2

⇔

2(x + y + z)2 ≥ x2 + y2 + z2 + 5(xy + xz + yz)

⇔ 2
(
x2 + y2 + z2

)
+ 4(xy + xz + yz) ≥ x2 + y2 + z2 + 5(xy + xz + yz)

⇔ x2 + y2 + z2 ≥ xy + xz + yz .

Como esta última desigualdad es válida (desigualdad del reacomodo), tenemos
que el resultado deseado es válido. 2
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Una desigualdad útil
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Si x , y > 0, demostrar que √
x2

y
+

√
y2

x
≥

√
x +

√
y .

Demostración

Como la expresión es simétrica en x y y, podemos suponer sin perder generalidad
que 0 < x ≤ y. Entonces

√
y2 ≥

√
x2 y

√
1

x
≥

√
1

y
.

Luego, por la desigualdad del reacomodo,√
x2

y
+

√
y2

x
≥

√
x +

√
y .

2
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Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Si x , y > 0, demostrar que √
x2

y
+

√
y2

x
≥

√
x +

√
y .

Demostración

Como la expresión es simétrica en x y y, podemos suponer sin perder generalidad
que 0 < x ≤ y. Entonces

√
y2 ≥

√
x2 y

√
1

x
≥

√
1

y
.

Luego, por la desigualdad del reacomodo,√
x2

y
+

√
y2

x
≥

√
x +

√
y .

2
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Si x , y , z > 0, demostrar que

(x + y)(y + z)(z + x) ≥ 8xyz .

Demostración

Por la desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética,

x + y

2
≥ √

xy ⇔ x + y ≥ 2
√
xy

y + z

2
≥ √

yz ⇔ y + z ≥ 2
√
yz

z + x

2
≥

√
zx ⇔ z + x ≥ 2

√
zx .

Por lo tanto
(x + y)(y + z)(z + x) ≥ 8xyz .
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Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Si x , y , z > 0, demostrar que

(x + y)(y + z)(z + x) ≥ 8xyz .

Demostración

Por la desigualdad entre la media geométrica y la media aritmética,
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Determinar los valores de x para los que se cumple la desigualdad

4x2(
1−

√
1 + 2x

)2 < 2x + 9.

Demostración

Para que las expresiones estén definidas es necesario que 1 + 2x ≥ 0 y x ̸= 0, es
decir, que x ≥ − 1

2 y x ̸= 0.

Supongamos pues que x ≥ − 1
2 y x ̸= 0. Entonces

4x2(
1−

√
1 + 2x

)2
[(

1 +
√
1 + 2x

)2(
1 +

√
1 + 2x

)2
]

< 2x + 9

4x2
(
1 +

√
1 + 2x

)2
[1− (1 + 2x)]2

< 2x + 9
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Determinar los valores de x para los que se cumple la desigualdad

4x2(
1−

√
1 + 2x

)2 < 2x + 9.

Demostración

Para que las expresiones estén definidas es necesario que 1 + 2x ≥ 0 y x ̸= 0, es
decir, que x ≥ − 1

2 y x ̸= 0.

Supongamos pues que x ≥ − 1
2 y x ̸= 0. Entonces

4x2(
1−

√
1 + 2x

)2
[(

1 +
√
1 + 2x

)2(
1 +

√
1 + 2x

)2
]

< 2x + 9

4x2
(
1 +

√
1 + 2x

)2
[1− (1 + 2x)]2

< 2x + 9
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Demostración

4x2
(
1 + 2

√
1 + 2x + 1 + 2x

)
4x2

< 2x + 9

2 + 2x + 2
√
1 + 2x < 2x + 9

2
√
1 + 2x < 7

4(1 + 2x) < 49

1 + 2x <
49

4

2x <
45

4

x <
45

8
.

Por lo tanto

−1

2
≤ x <

45

8
y x ̸= 0.

2
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Si a, b y c son las longitudes de los lados de un triángulo, demostrar que

a

b + c − a
+

b

c + a− b
+

c

a+ b − c
≥ 3.

Demostración

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que a ≤ b ≤ c. Entonces

1

b + c − a
≤ 1

c + a− b
≤ 1

a+ b − c
.

Luego, por la desigualdad del reacomodo

a

b + c − a
+

b

c + a− b
+

c

a+ b − c
≥ b

b + c − a
+

c

c + a− b
+

a

a+ b − c

y también

a

b + c − a
+

b

c + a− b
+

c

a+ b − c
≥ c

b + c − a
+

a

c + a− b
+

b

a+ b − c
.
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Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Si a, b y c son las longitudes de los lados de un triángulo, demostrar que
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Demostración

Sumando estas desigualdades obtenemos

2

(
a

b + c − a
+

b

c + a− b
+

c

a+ b − c

)
≥ b + c

b + c − a
+

c + a

c + a− b
+

a+ b

a+ b − c

y finalmente, restando

a

b + c − a
+

b

c + a− b
+

c

a+ b − c

en ambos lados de esta última desigualdad, obtenemos

a

b + c − a
+

b

c + a− b
+

c

a+ b − c
≥ b + c − a

b + c − a
+

c + a− b

c + a− b
+

a+ b − c

a+ b − c
= 3.

2
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Miscelánea de ejercicios

Demostración

Sumando estas desigualdades obtenemos

2

(
a

b + c − a
+

b

c + a− b
+

c

a+ b − c

)
≥ b + c

b + c − a
+

c + a

c + a− b
+

a+ b

a+ b − c

y finalmente, restando

a

b + c − a
+

b

c + a− b
+

c

a+ b − c

en ambos lados de esta última desigualdad, obtenemos

a

b + c − a
+

b

c + a− b
+

c

a+ b − c
≥ b + c − a

b + c − a
+

c + a− b

c + a− b
+

a+ b − c

a+ b − c
= 3.

2
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Sean a, b y c números reales positivos tales que abc = 1. Demostrar que

a2
(
1 + b2

)2
+ b2

(
1 + c2

)2
+ c2

(
1 + a2

)2 ≥ 12,

y determinar los casos en que se cumple la igualdad.

Demostración

La desigualdad entre las medias aritmética y geométrica (o simplemente
desarrollar (1− a)2 ≥ 0) nos indica que 1 + a2 ≥ 2a y, análogamente, 1 + b2 ≥ 2b
y 1 + c2 ≥ 2c, de lo cual obtenemos

a2
(
1 + b2

)2
+ b2

(
1 + c2

)2
+ c2

(
1 + a2

)2 ≥ 4
(
a2b2 + b2c2 + a2c2

)
.

Usando nuevamente la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica, aśı
como el hecho de que abc = 1, nos da

a2b2 + b2c2 + a2c2 ≥ 3
3
√
a4b4c4 = 3.
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Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Sean a, b y c números reales positivos tales que abc = 1. Demostrar que

a2
(
1 + b2

)2
+ b2

(
1 + c2

)2
+ c2

(
1 + a2

)2 ≥ 12,

y determinar los casos en que se cumple la igualdad.

Demostración

La desigualdad entre las medias aritmética y geométrica (o simplemente
desarrollar (1− a)2 ≥ 0) nos indica que
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Una desigualdad útil
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Una desigualdad útil
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Demostración

Combinando las dos desigualdades anteriores se llega al resultado deseado.

Observemos que para que se dé la igualdad, ha de cumplirse que

(1− a)2 = 0, (1− b)2 = 0 y (1− c)2 = 0,

de donde vemos fácilmente que la igualdad se alcanza si y solo si a = b = c = 1.
2
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Observemos que para que se dé la igualdad, ha de cumplirse que

(1− a)2 = 0, (1− b)2 = 0 y

(1− c)2 = 0,
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Miscelánea de ejercicios

Demostración

Combinando las dos desigualdades anteriores se llega al resultado deseado.
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de donde vemos fácilmente que la igualdad se alcanza si y solo si a = b = c = 1.
2
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Dados tres números positivos a, b y c tales que a+ b + c = 1, demostrar que

√
a+ bc +

√
b + ac +

√
c + ab ≤ 2,

y determinar los casos en que se cumple la igualdad.

Demostración

Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y cuadrática, obtenemos que

√
a+ bc +

√
b + ac +

√
c + ab ≤ 3

√
a+ b + c + ab + bc + ac

3
.

Ahora bien, podemos usar que a+ b + c = 1 y que

ab + bc + ac =
(a+ b + c)2 −

(
a2 + b2 + c2

)
2

=
1−

(
a2 + b2 + c2

)
2

para transformar la última expresión, obteniendo que
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Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Dados tres números positivos a, b y c tales que a+ b + c = 1, demostrar que

√
a+ bc +

√
b + ac +

√
c + ab ≤ 2,

y determinar los casos en que se cumple la igualdad.

Demostración

Aplicando la desigualdad entre las medias aritmética y cuadrática, obtenemos que
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios
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deducimos que

a2 + b2 + c2 ≥ 3

(
a+ b + c

3

)2

=
1

3
,

con lo que finalmente llegamos a que

√
a+ bc +

√
b + ac +

√
c + ab ≤ 3

√
3− 1

3

6
= 2.
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Sean x , y , p y q números reales tales que p, q > 0 y p + q < 1. Demostrar que

(px + qy)2 ≤ px2 + qy2.

Demostración

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para x1 =
√
p, x2 =

√
q, y1 = x

√
p

y y2 = y
√
q obtenemos

(px + qy)2 ≤ (p + q)
(
px2 + qy2

)
.

Como p + q < 1, se sigue que

(px + qy)2 ≤ px2 + qy2.

2
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Sean x y y números reales tales que 0 ≤ x ≤ 1 y 0 ≤ y ≤ 1. Demostrar que

x

1 + y
+

y

1 + x
≤ 1.

Demostración

Tenemos que

x

1 + y
+

y

1 + x
≤ 1 ⇔ 1− x

1 + y
− y

1 + x
≥ 0.

Pero

1− x

1 + y
− y

1 + x
=

1 + xy − x2 − y2

(1 + x)(1 + y)
.

Si x ≥ y, entonces xy − y2 ≥ 0 y por otro lado 1− y2 ≥ 0. Por lo tanto
1 + xy − x2 − y2 ≥ 0, y como también 1 + x > 0 y 1 + y > 0, se sigue que
1− x

1+y − y
1+x ≥ 0.

El caso en que x ≤ y es análogo. 2
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Sean x y y números reales tales que 0 ≤ x ≤ 1 y 0 ≤ y ≤ 1. Demostrar que
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Ejercicio

Sean a, b, c , x , y y z números reales tales que x ≥ y ≥ z > 0 y a ≥ b ≥ c > 0.
Demostrar que

a2x2

(by + cz)(bz + cy)
+

b2y2

(cz + ax)(cx + az)
+

c2z2

(ax + by)(ay + bx)
≥ 3

4
.

Demostración

Tenemos por la desigualdad del reacomodo que

bz + cy ≤ by + cz .

Luego
(by + cz)(bz + cy) ≤ (by + cz)2. (3)

Usando ahora la desigualdad entre las medias aritmética y cuadrática se tiene que

(by + cz)2 ≤ 2
(
b2y2 + c2z2

)
. (4)

Aśı de (3) y (4) se sigue que
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Una desigualdad útil
Miscelánea de ejercicios

Demostración

(by + cz)(bz + cy) ≤ 2
(
b2y2 + c2z2

)
.

De manera análoga

(cz + ax)(cx + az) ≤ 2
(
a2x2 + c2z2

)
y

(ax + by)(ay + bx) ≤ 2
(
a2x2 + b2y2

)
.

Si llamamos A al miembro de la izquierda de la desigualdad del enunciado, las
desigualdades que hemos demostrado nos aseguran que

A ≥ 1

2

(
a2x2

b2y2 + c2z2
+

b2y2

a2x2 + c2z2
+

c2z2

a2x2 + b2y2

)
Pero el término entre paréntesis es ≥ 3

2 por la desigualdad de Nesbitt y hemos
terminado. 2
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2 por la desigualdad de Nesbitt y hemos
terminado. 2
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