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Calculo Diferencial en varias variables.






Capitulo 1

Espacio Euclideo » dimensional

En esta seccién, denotamos R como el campo de los nimeros naturales. Asi como en Célculo
en una variable el campo R es fundamental, en varias variables seguiremos usando dicho campo y
sus propiedades fundamentales, las cuales serdn mencionados aqui como axiomas para estas notas.

— Del supremo. Sea X C R no vacio, tal que existe una M € R con la propiedad de
que
x<M,VxeX

entonces existe el supremo de X.

— De densidad. Las siguientes afirmaciones son validas:
1. Sean r,t € Q dos niimeros racionales tales que r < t entonces existe un irracional x € R — Q
tal que r < x <t.
2. Sean r,t € R — Q dos niimeros irracionales tales que r < ¢ entonces existe un racional x € QQ
tal que r < x <t.

— Propiedad Arquimediana. El conjunto N C R no es acotado, es decir no existe
r € R tal que r > n para toda n € N.

Una consecuencia de este axioma es el siguiente resultado que se puede ver como la versiéon
practica de la propiedad arquimediana.

Para todo par de nimeros reales x,y con y > 0, existe un entero positivo » tal
que nx >y

1.1. El espacio vectorial euclideo n-dimensional.

Definicion 1.1.1 — El espacio euclideo n-dimensional estandar. Definimos el espacio euclideo
n-dimensional estdndar como el conjunto

X1
R":= S x,xeR
Xn
dotado de las siguientes operaciones;
X1 n X1 +y1
1. Suma vectorial: | : [+ | & | := :
Xn Yn Xn+Yn
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X1 x|
2. Multiplicacion escalar: - | : | =
Xn Xy,
Un resultado conocido del algebra es el siguiente:
El espacio euclideo n-dimensional R” es un R-espacio vectorial de dimension 7.

Hasta el momento se ha presentado al espacio euclideo n-dimensional con su forma algebraica,
sin embargo la razén de la palabra “euclideo” tiene una razén geométrica que se explicard a
continuacion.

El concepto de vector. Tradicionalmente los elementos de R” se les denominan vectores, pero
originalmente, un vector es un concepto geométrico/fisico que representa una magnitud fisica que
contiene la distancia y su direccion. Geométricamente para realizar esto, un vector necesita una
nocién de “inicio” y de "fin”, de manera formal se hace lo siguiente

Dado p;, py dos puntos en R”, si yo quiero representar un vector que inicia en p; y termina
en jr dibujare el segmento dirigido p;p. El conjunto de vectores que inician en p; se va a
denotar como T, R", formalmente:

1. T,,R" es el conjunto R” x {p;} y por abuso de notacion cada elemento (a, p;) € R" x
{pi} se escribe simplemente como a.

2. Un vector que inicia en p; y termina en py es el elemento a € T, R" definido como
a:= py — p;. Conversamente, cada elemento a € T),,R" se puede interpretar como un
vector que inicia en p; y termina en p; +a.

Esta manera de ver, respeta un principio fundamental del espacio euclideo, es homogéneo, esto
significa coloquialmente que cada punto del espacio puede ser vista como el centro de observacion
de todo, formalmente se resumen en la siguiente afirmacidn sin demsotracion.

Para cada p € R" definimos 7,: R" — R" como T,,(x) = x — p, y denotemos
G :={T, | p € R"} entonces:
1. G es un grupo abeliano.
2. Ty = Idgn.
3. T, g=T,071,.
4. T, es biyectivay T,(p) = 0.

Con la afirmacion anterior, se tiene que 7}, se le conoce como la traslacion centrada en p. Asi,
cada T,R", conjuntistamente es como R", algebraicamente es como R", pero visualmente 7,R" es
formalmente tu centro de observacion en el punto p y T, es el cambio de origen. En particular R",
con esta perspectiva(denominada afin), se puede pensar como TpR", es decir todo punto p € R" se
representa como un vector con origen 0. De esta manera, muchos objetos geométricos se pueden
construir pensando primero en el origen y luego el caso general.

Rectas Desde la perspectiva vectorial (Algebra lineal + Geometria afin) una recta en el origen
con direccidn u € R” es el conjunto:

Ly ={xeR"|x=2Au, A €R}

(Y como se representa una recta en general? Sea . una recta que pasa por p'y ¢, si aplicamos la
traslacién 7, : R" — IR” entonces su imagen . := T,,(.Z) es una recta en el origen con direccién
q — p. Asi todo punto s € .% por un lado es de la forma

s=A(p—9q)
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y por otro lado es de la forma
s = Ty(x) = x — p, para algiin tnico x € .&

es decir

x=p+A(p—q)
obteniendo la ecuacion vectorial de una recta .2’ que pasa por p y g en R”. Con el mismo principio
que se aplicé en las rectas, podemos definir el concepto de plano, hiperplano, etc.

Definicién 1.1.2 — Hiperplano. Sea m < n natural. Un subconjunto H C R” es denominado
hiperplano afin de dimensién m si existen uy,--- ,u, € R" linealmente independientes (denomi-
nado los vectores directrices de H) tal que

HZ{XER" |x:p+llu1+~-+7tmum, 7Ll,-'~,)~m€R}

Como convencion, cuando m = 1 entonces se denomina recta, cuando m = 2 entonces se denomina
plano y cuando m = n — 1 se denomina simplemente hiperplano. Describir a los hiperplanos como
un sistema de ecuaciones, es una tarea para algebra lineal o geometria analitica.

1.2. Geometria del producto escalar.

Para hablar de mas objetos geométricos desde la perspectiva de la geometria euclidiana,
necesitamos una herramienta m4s para el espacio vectorial euclideo n-dimensional, y es denominado
como producto interior o producto escalar euclidiano.

Definicion 1.2.1 — Producto interior. Definimos el producto interior o producto escalar
euclidiano de R” como una funcién (,) : R” x R" — R como

X1 Y1
< N I >5=X1y1+x2)’2+"'+xnyn-
X,

n Yn

Algunas propiedades importantes son

Las siguientes afirmaciones son validas para el producto interior:
1. Es bilineal, es decir, para toda p,q,a,b € R" y toda 1,& € R se tiene que

<p+lq7a+‘§b> - <pua>+)L <q7a>+§ <p7b>+l€ <CI7b>

2. Es no degenerada, es decir si (x,y) = 0 para toda y € R" entonces x = 0.
3. Es positiva definida, es decir para toda x € R”" entonces (x,x) > 0.
4. Satisface la desigualdad de Cauchy-Schwarz, para toda x,y € R” se tiene que

e )P < () (3,)

Denotamos ||x|| := 4/ (x,x) y lo denominamos como norma euclidiana.
Definicion 1.2.2 — Angulo entre vectores. Dado x,y € R” el angulo entre ellos es un valor
0 € [0, 7] tal que
cosf = V)
[l 1yl

Ademads decimos que los vectores x,y son ortogonales si 6 = /2.

Son equivalentes:
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1. (x,y)=0.
2. Los vectores x,y son ortogonales.

Definicién 1.2.3 — La n-esfera. Definimos la n-esfera centrada en p € R" y con radio r € R
como el conjunto

Sr(p) :={xeR"[[x—p| =r}

Ademas:
1. Cuando p =0 lo denotamos simplemente como S, y se conoce como n-esfera de radio r.
2. Cuando p =0y r =1 lo denotamos como S" y se conoce como n-esfera unitaria.

1.3. Normas y Distancias.

Las normas y distancias son el primer punto de estudio para poder comprender el concepto de
funciones continuas y las diferentes de nociones de derivadas en varias variables.

Definicién 1.3.1 — Espacio normado. Una norma en R” es una funcién ||| : R” — R tal que
1. ||x]| =0siy soélosix=0.
2. ||lrx|| = |r|||x]|, conr € Ry x € R™.

3 byl < el 4 vl
= Ejemplo 1.1 Sea (,) como en 1.2.1, entonces ||x|| := 1/ (x,x) es una norma, denominada como
norma euclidiana. .
m Ejemplo 1.2 Sea f = {ej,---,e,} una base de R", definimos

n
:=méx{|a;|}’_;, dondex=

H'meax a;e;

i=1

entonces |[|x]|,,,, €8 una norma. .

» Ejemplo 1.3 Sea 8 = {ej,---,e,} una base de R", definimos

n n
l|x]|, :== Z la;|, donde x = Za,-e,-
i=1 i=1

m Ejemplo 1.4 Seap € [l,0)y B ={ej,---,e,} una base de R”", definimos

n 1/p
Ixl,, = <Z Iai!”>
i=1

» Ejemplo 1.5 Sea A € M,,,,,(R) una matriz invertible, entonces la funcién
x4 == [|Ax]|
€s una norma. .

= Ejemplo 1.6 Sea {||||; : R" — R}?_, una familia de normas, sea n = };_, n;, entonces para cada
x € R”", definimos
n
[l == Y Il
i=1

entonces €s una norma. ]
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Sea (R”, ||||) un espacio normado, prueba que para toda x,y € R” se tiene

el = M [IT < flx =y

Definicién 1.3.2 — Métrica. Sea X un conjunto, una métrica es una funcion d x X : X — R tal

1. d(x,y) > 0.

2. d(x,y)=0siysolosix=y.
3. d(x,y) =d(y,x).

4. d(x,y) <d(x,2) +d(z,y).

A la pareja (X,d) se le conoce como espacio métrico.

Sea (R",]|||) un espacio normado, si definimos d(x,y) := ||x—y|| entonces
(R",d) es un espacio métrico.

m Ejemplo 1.7 Sea X un conjunto no vacio, definimos

0 x=y
L x#y

entonces (X, dyis) es un espacio métrico. "

dais (x,y) = {

A continuacién mostraremos una construccion de espacio métrico que sera muy Util en posteriores
temas.

Definiciéon 1.3.3 — Funciones acotadas. Sea A un conjunto no vacio, una funcién f: A — R"
es acotada si existe un M € R tal que

If(x)| <M, ¥xeA

Sea A un conjunto no vacio, definimos V := B(A,R") el espacio de las funciones
acotadas y sea ||||, una norma de R” entonces:
1. V es un espacio vectorial real.
2. Si definimos || f]|.. := sup{|| f(x)|| |x € A} entonces ||||., es una norma.

Demostracion. Claramente 0 € V, ahora veamos que V es cerrado bajo sumas y producto escalar,
tomemos f,g € V entonces existen My,M, € R™ tal que

1A < My, llg()l| < M, Vx e A
y si tomamos o, 8 € R entonces
lof (x) + Bg(x) || < o] My + B[ Mg, Vx € A

entonces o f + Bg € V, por lo tanto V es espacio vectorial. Para el segundo punto, supongamos que
Il f]l.. = O esto implica que para toda x € A, || f(x)|| <0, entonces || f(x)|| = O obteniendo f(x) =0
por tanto f = 0. Conversamente, es claro que ||0||., = 0. Ahora dado ¢ € Ry f € V, notemos que
para toda x € V se tiene

laf @)l < [alllfl.

Ahora si M € R tal que ||otf(x)|| < M entonces || f(x)]| <M/ |
entonces

, usando la definicién de || f]|..

£l <M/ x|
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por tanto
o] [[f]l.. <M

concluyendo, por la definicién de supremo, obtenemos

lefllw = [l [|.f ]l

Para la desigualdad triangular, notemos que para cada x € A entonces

17() + g < IF G+ [g@ I <l f ]l + gl

Usando la definicién del supremo || f + g/|.. obtenemos

1f + &l < 11l + [18]los

Ahora estudiaremos algunas relaciones interesantes entre las normas de R”.

Definicién 1.3.4 — Equivalencia de normas. Decimos que dos normas |||, , |||, son equivalen-
tes si existen cq,c; € R tal que

crflxlly < llxlly < ez ixll,

Toda norma en R" es equivalente.

Observemos que, de la definicién de producto cartesiano (conjuntista) R” = Fun(n,R) = B(n,R) y
la norma de (1.3.2) es descrito como

H(xlv"' "xn)Hoo :méx{’xi| ’ =1, 77’1}

Demostracion. Vamos a probar que toda norma |||| es equivalente a la norma supremo ||||... Tome-

mos x = (xp,---,x,) € R” entonces por la desigualdad triangular
n n n
xll = || X xierl[ < ) bl lleall < | X lleall | Il
k=1 k=1 k=1
Por otro lado, notemos que |

1.4. Introduccion a la topologia de los nimeros reales.

Para profundizar un poco més el significado de normas equivalentes, exploraremos la nocién de
topologia. Esta nocion sirve para comprender los fenémenos de “proximidad”, ”vecindad” que se
presentan naturalmente en cdlculo y no depende explicitamente de la nocién de métrica, para ello
primero generalizaremos el concepto de intervalo abierto y cerrado. En esta seccién |||| denota una
norma fija arbitraria en R”.

Definicién 1.4.1 — Disco abierto y cerrado. Dado x € R”, r > 0, definimos:
1. El disco abierto centrado en x con radio » como

B,(x):={yeR"|[x—y| <r}
2. El disco cerrado centrado en x con radio » como

B(x) :={yeR"| |x—y[ <r}



1.4. INTRODUCCION A LA TOPOLOGIA DE LOS NUMEROS REALES. 15

(Sera cierto que B,(x) y B,(x) son conjuntos numerables?

Muestra las siguientes propiedades:
1. Paracadax e R",
B, (x)NB.(x) = S,(x)

2. Si B, (x1) NB,,(x2) # 0 entonces para todo x € R" existe r > 0 tal que

B, (x) C By, (x1) N By, (x2)

Definicién 1.4.2 — Conjuntos abiertos y cerrados. Un subconjunto S C R" es abierto si para
todo x € § existe una r > 0 tal que B.(x) C S. Un subconjunto F C R" es cerrado si R” — F es
abierto. Ademas, definimos ) como un conjunto abierto.

= Ejemplo 1.8 Definimos R = [—1,1]" entonces este conjunto es cerrado. Para ver esto, consi-
deremos X = R" — R, entonces cada punto (xj,---,x,) € X cumple la propiedad de que existe
i=1,---,ntal que

|x,~| > 1
Con esto en mente, fijemos x = (xj,---,x,) € X con |x;| > 1, definimos r := |x; — 1], usando 1.1
tenemos

r>llxl—1>1-1]=0
entonces B, (x) € X, mostrando que X es abierto y, por tanto, R es cerrado. m

» Ejemplo 1.9 Todo disco abierto es un conjunto abierto. Supongamos que D = B,(x), y sea
y € D, definimos s := d(x,y), por definicién s < r, y sea m := min{s,r — s} entonces B,,>(y) C D,
obteniendo lo deseado. "

= Ejemplo 1.10 Todo disco cerrado es cerrado. Supongamos que F := B,(x) y sea X :=R" — F,
fijemos y € X entonces
=yl >r

sea s := ||x—y|| —r, entonces By /»(y) C X. .
» Ejemplo 1.11 Si.Z := {B,(x)} es una familia de discos abiertos, entonces | J.Z es un abierto.

» Ejemplo 1.12 Sea S :=[0,1)" entonces este conjunto no es abierto ni cerrado. Primero veamos
que S no es abierto, tomemos 0 € S, entonces para cada r > 0 se tiene que B,(0) NS # 0, esto
implica que B,(0) ¢ S. Ahora veamos que S no es cerrado, para ello veamos que X = R” — S no es
abierto, notemos que x; := (1,---,1) € X, entonces para cada r > 0, se tiene que B.(x;) NS # 0,
esto implica que B,(x;) ¢ X, por tanto, X no es cerrado. .

Las siguientes afirmaciones son validas:
1. Los conjuntos @,R" son abiertos.
2. Si.% esuna familia de conjuntos abiertos entonces | J.% es un abierto.
3. SiXj,---,X, son abiertos entonces X; N ---MX, tambien lo es.

Demostracion. La primera afirmacion es trivial. Supongamos que .# es una familia de conjuntos
abiertos, sea x € |J.# entonces por definicién de unién, existe A € | J.% tal que x € A y A es abierto,
entonces por definicién de conjunto abierto, existe r > 0 tal que B,(x) C A, notemos

B.(x)CAC|JZF



16 CAPITULO 1. ESPACIO EUCLIDEO n DIMENSIONAL

por tanto |J.% es abierto. Para la tltima afirmacion, sea x € X; N ---N X, entonces existen
ri,---,ry > 0 tales que
B.(x)CX;,i=1,---,n

Sea r = min{ry,---,r,} > 0 entonces
B.(x) C B, (x) CX; = B,(x) CX1N---NX,
mostrando que X; N---NX, es abierto. [

Como se ve en los ejemplos, existen conjuntos que no pueden ser abiertos ni cerrados, para estudiar
su topologia en este tipo de conjuntos, tenemos lo siguiente.

Definicion 1.4.3 — Puntos importantes. Sea S C R” y s € R" decimos que s es
1. Punto interior, si existe una r > 0 tal que B,(s) C S. Al conjunto de puntos interiores lo
denotamos como int(S).
2. Punto de adherencia, punto de contacto, punto de cerradura, si para toda r > 0 se tiene
B,(s) NS # 0. Al conjunto de puntos de adherencia lo denotamos como c/(S).
3. Punto de acumulacién, punto limite, si para toda r > 0 existe y # s tal que y € B,(s) N S.
4. Punto aislado, si existe r > 0 tal que SN (B, (x) — {x}) #0.

— Propiedades generales de los puntos generales. Las siguientes afirmaciones
son validas:
Todo punto de acumulacién es un punto de adherencia.
Un punto es aislado si y solo si el punto no es punto limite.
El conjunto int(S) es abierto, tal que int(S) C S.
Para cada conjunto abierto H tal que H C S entonces H C int(S).
El conjunto c¢l(S) es cerrado, tal que S C cI(S).
Para cada conjunto cerrado F tal que S C F entonces cl(S) C F.
Un punto s € S es punto limite de S si y solo si s € cI(S—{x}).
El conjunto c/(S) es la unién disjunta del conjunto de puntos limites y el conjunto de puntos
aislados.

NN R W=

Corolario 1.4.3 Las siguientes afirmaciones son vélidas
1. Un subconjunto S es abierto si y s6lo si S = int(S).
2. Un subconjunto S es cerrado si y s6lo si S = c/(S).

» Ejemplo 1.13 Para el conjunto {0} U[1,4], tenemos
1. Los puntos aislados son 0.
2. Esun cerrado.
3. El conjunto de puntos interiores es (1,4).
4. El conjunto de puntos limite es [1,4].

m Ejemplo 1.14 Para el conjunto Z tenemos
1. El conjunto de los puntos aislados es Z.
2. El conjunto de los puntos limite es .
3. El conjunto de los puntos interiores es @.
4. Es un conjunto cerrado.

m Ejemplo 1.15 Para el conjunto QQ tenemos
1. El conjunto de los puntos aislados es 0, esto se prueba usando 1.0.2.
2. El conjunto de puntos limite es R.
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3. El conjunto de los puntos interiores es (.
4. El conjunto de los puntos cerrados es R.
n

» Ejemplo 1.16 Sea p(x) € R[x], un polinomio y definimos Z, := {a € R| p(a) = 0}, por el
teorema del factor (algebra), tenemos que Z, es finito. Entonces:

1. El conjunto de puntos aislados es Z,,.
2. El conjunto de puntos limite es 0.
3. El conjunto de los puntos interiores es (.

4. El conjunto de los puntos cerrados es Z,,.
||

Algunos conceptos interesantes que se pueden definir usando estos puntos son los siguientes

Definicién 1.4.4 — Conjunto denso. Un subconjunto S C R” es denso si c/(S) = R".

Definicion 1.4.5 — Frontera topolégica. Sea S un subconjunto de R” definimos su frontera
topoldgica como alguno de estos conjuntos

S :=cl(S)—int(S) =cl(S)Ncl(R" —S)

A cada punto de dS se le conoce como punto frontera de S.

Prueba la siguiente igualdad de conjuntos:

cl(S) —int(S) =cl(S)Ncl(R"—S)

Prueba que son equivalentes para S:
1. Un punto p es frontera de S.
2. Un punto p satisface que para cada r > 0 entonces SNB,(p) #0y (R" —S)NB,(p) # 0.

» Ejemplo 1.17 Tenemos que dB,(x) = S,(x). .

Prueba que
dS=J(R"-S)

Prueba que un subconjunto abierto U C R” es denso si y sélo si JU =R" —U.

Definicion 1.4.6 — Conjunto denso en ninguna parte. Un subconjunto S es denso en ninguna
parte si int(cl(S)) = 0.

= Ejemplo 1.18 Toda recta en R? es denso en ninguna parte. "

» Ejemplo 1.19 El conjunto Z es denso en ninguna parte en R. "

Prueba que un conjunto es la frontera de un abierto si y sélo si este es cerrado y
denso en ninguna parte.
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= Ejemplo 1.20 Sea H := {(x,y) € R?| y > 0} este conjunto es abierto y su frontera es el conjunto
cerrado L := {(x,y) € R?|y = 0} y este conjunto es denso en ninguna parte. "
Ahora definiremos el concepto de limite de una sucesién en un espacio métrico.

Definicién 1.4.7 — Limite de una sucesién. Sea (X,d) un espacio métrico, una sucesion {x, }
y x € X, decimos que la sucesion es:
1. de Cauchy si para todo € > 0 existe una N € N tal que para toda n,m > N se tiene
d(Xn, %) < E.
2. convergente con limite x, si para todo € > 0 existe una N € N tal que para todan > N se
tiene que d(x,,x) < €. En esta situacion denotamos 1im,,_. X, = x

Vamos a probar que todo limite convergente tiene limite Unico, requerimos el siguiente lema técnico.

Sean x,y puntos distintos, entonces existen abiertos U,V disjuntos tal que x € U y
yeV.

Demostracion. Sear = d(x,y), como x # y entonces r > 0, definamos U = B, 3(x) y V = B, 3(),
entonces es facil ver que dichos conjuntos son los que satisfacen el lema. |

Sea {x, },en una sucesion que converge a x 'y a y entonces x = y. Es decir los
limites son tnicos.

Demostracion. Supongamos por contradiccidon que x # y, por el lema anterior (1.4.4), existen
abiertos disjuntos U,V tales que x € U y y € V, entonces sean €1, & > 0 tales que

Bg, (x) CU, Bg,(y) CV
usando la definicién de limite, existen Ny, N, > 0 tales que
{xXntn=m C Bey (%), {xn}nzny € Bey(v)
Este proceso se puede refinar a una € < min{€;, &} y sea N > max{N;, NV, }, entonces
0 # {Xn}u>n € Be(x) NBe(y) CUNV

obteniendo una contradiccién, por lo tanto x = y. |

— Diferencia entre limites y puntos limites. 1. Sea S = {x,} una sucesién
con limite x, prueba que x es un punto cerrado de S.
2. Considera la sucesion constante x, = xp, prueba que xg es el limite de la sucesién pero xg
no es punto limite de S.

Sea S un subconjunto de un espacio métrico, entonces S es cerrado si y sélo si
para toda sucesion {x,} C S con limite x entonces x € S.

Demostracion. Si S es cerrado, entonces S = c¢/(S). entonces si {x,} C S es una sucesién que
converge a x entonces x € cl(S) = S, obteniendo x € S. Conversamente, sabemos que S C c/(S),
entonces dado x € cl(S), para cada n € N tomemos x, € Bj/,(x) NS, entonces {x,} C S es una
sucesion que converge a x, obteniendo que x € S, por lo tanto S = ¢/(S). |

Otra propiedad importante del concepto de las sucesiones es la nocién de espacio completo.
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» Ejemplo 1.21 Sea S = {x}, entonces S es cerrado pues toda sucesion x, contenido en S es una
sucesion constante, entonces es una sucesion convergente con limite x € S, entonces por 1,4,6
tenemos que S es cerrado. "

Toda sucesién convergente es de Cauchy.
Demostracion. Sea € > 0, entonces existe N € N tal que
d(xn,x) <€/2,Yn>N
Entonces para toda n,m > N se tiene por desigualdad triangular
d(xp,xXm) < d(xp,x)+d(x,x,) <€/24+€/2=¢
por tanto es una sucesién de Cauchy. |
En R” con la topologia euclidiana, toda sucesién de Cauchy es convergente.

Demostracion. Se sigue de que las proyecciones candnicas 7, : R” — R son continuas y en R toda
sucesion de Cauchy es convergente.(Ver capitulo 3) |

Definicion 1.4.8 — Espacios métricos completos. Un espacio métrico en donde toda sucesién
de Cauchy es convergente, se le denomina completo.

m Ejemplo 1.22 R" con la métrica euclidiana es completo. "

Si (X,d) es un espacio completo y S C X un subespacio cerrado entonces S con
la métrica inducida es completo.

Demostracion. Sea {x,} C S una sucesién de Cauchy, entonces {x, } es convergente a un elemento
x € X, pero por (1.4.6), como S es cerrado x € S, por tanto S es completo. |

= Ejemplo 1.23 El conjunto [0, 1] es completo, pero (0, 1) no es completo, pues la sucesion 1/n es
una sucesion convergente con limite 0, por 1.4.7, es una sucesién de Cauchy en (0, 1), pero como
Onoestaen (0,1) y por 1.4.5, tenemos que no existe un limite de la sucesién en (0, 1), por tanto
(0, 1) no es completo. .

Por ultimo mencionaremos el concepto de topologia, como una generalizacién de los espacios
métricos, donde su enfoque es la importancia de la forma del conjunto como su cerradura, densidad,
frontera, entre otros conceptos.

Definicion 1.4.9 — Espacio topolégico. Dado un conjunto X, una familia de conjuntos 7 es
llamado topologia de X si cumple las siguientes propiedades:

1. Los conjuntos @, X estdn en 7.

2. Si.% esuna familia de conjuntos en T entonces | J.# € 7.

3. SiXy,---,X, son conjuntos en T entonces X; N---NX, € 7.

= Ejemplo 1.24 Dado ||| una norma de R", definimos 7j; como el conjunto de todos los subcon-
juntos abiertos segun la definicion 1.4.1, entonces por la proposicion 1.4.1 muestra que 7 es una
topologia de R". "

Con esta construccién dado en el ejemplo anterior, podemos volver a comprender el concepto de
1.3.4.

Sean |[||,,]/||; dos normas, si son normas equivalentes entonces definen la
misma topologia, es decir 7 = 1|,
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Demostracion. Si ||| y |||, son equivalentes, entonces

clllly <l < ezl a.D

Tomemos U € 7)), un abierto, entonces para cada x € U existe r > 0 tal que B,(x) C U, usando
(1.1) tenemos

B,(x) = Dol I =yll, < r} € Dl =y, < car} = Boy(x)
B, (x) C B,(x)

cr

entonces B,,,(x) C U, obtenemos que U € 7)), » entonces 7, < 7)), - De manera similar podemos
ver Ty, < T, u

Corolario 1.4.11 La topologia inducida por una norma en R" es la topologia inducida por la
norma euclidiana.

1.5. Compacidad y conexidad.

De aqui en adelante se asume a R” con la norma euclidiana y su topologia inducida segun la
definicién (1.4.2).
Definicion 1.5.1 — Conjunto compacto. Un subconjunto S C R" es compacto si para cada
cubierta abierta, es decir, una familia de abiertos .# = {U,}ic; tal que S C |J;; U, existe una
subcubierta finita, es decir, existen U;,--- ,U;, € .Z tal que S C U;_ U;,

» Ejemplo 1.25 Un conjunto finito {x,---,x,} C R" es compacto. "

» Ejemplo 1.26 N C R no es compacto, y esto se sigue observar que la siguiente cubierta abierta
U,= (n—1/5,n+1/5) indexada por N no tiene subcubierta finita. .

= Ejemplo 1.27 El conjunto S = {0} U {} |n € N.(} es numerable y compacto, pues si tomamos
una cubierta abierta, es decir, una familia de abiertos .7 = {U;}c; tal que S C |J;c; Ui, entonces
existe ig € I tal que 0 € Uj,, y por definicién de abierto existe 0 € (—&,¢€) € U, por la pro-
piedad arquimediana 1.0.4, existe ny € N+ tal que 1/ny < &€, esto significa que el subconjunto
{% |n> no} C (—€,€e) CUj, paracadak =1,--- ,np — 1 tomamos un abierto % € U;, obteniendo

una subcubierta finita U;,, U, , - - - ,Uino_] , por lo tanto S es compacto. n

En los dos ejemplos presentados, se observa que la definicién de un conjunto compacto esté
intrinsecamente ligada a la topologia, que intuitivamente se relaciona con la forma del conjunto.
Dado que la topologia se deriva de la norma euclidiana, existen ciertos conceptos del cdlculo que
pueden tener un impacto significativo en si un conjunto puede ser o no compacto.

1. Sea x, una sucesién de nimeros reales con limite x. Prueba que el conjunto
S :={x}U{x, | n € N} es compacto.
2. Considera la sucesion x, = (—1)", prueba que este conjunto no tiene limite pero S = {x,}
es compacto. ;Esto contradice el inciso anterior?

Sea S un conjunto compacto y F C § un cerrado, entonces F es compacto.

Demostracion. Sea .# una cubierta abierta de F, como S — F es abierto, entonces .% U {S — F'}
es una cubierta abierta de S, como S es compacto, existen Ay, --- ,A, € .Z tal que {A;,--- ,A,;,S —
F} es una cubierta abierta de S, entonces {Aj,---,A,} es cubierta abierta de F, por tanto F es
compacto. |
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1.5.1. Teorema de Heine-Borel.

Sea E C K C R™ donde E es un conjunto infinito, K compacto entonces E tiene
un punto de acumulacién en K

Demostracion. Supongamos que E no tiene puntos de acumulacion en K, asi que dado x € K existe
ry > 0 tal que (B, (x) —{x})NE =0, asi que la familia .# := {B, (x)| x € K} es una cubierta
abierta de K, como K es compacto, existen xi,- - , X, tales que By, (x1),---, By, (xs) cubren a K,
pero esto implica que E = {x,--- ,x,} y esto contradice el hecho de que E es infinito. |

El conjunto R := [a;,b;] X - -+ X [an,b,] es compacto.
Vamos a dar una caracterizacion necesaria y suficiente para describir los conjuntos compactos
en R”.

— Caracterizacion de compactos en R”. Dado un subconjunto S C R”, son
equivalentes
1. S es compacto.
2. (Heine-Borel) S es cerrado y acotado.
3. (Bolzano-Weierstrass) Todo subconjunto infinito de S tiene un punto de acumulacién en
S.

Demostracion. Supongamos que S es cerrado y acotado, entonces S C R para algin rectangulo
R ={ay,b1] X - X [an,by,], como R es compacto y S es cerrado entonces S es compacto, mostrando
(2) implica (1). (1) implica (3) se sigue de (1.5.2). Ahora para probar (3) implica (2), supongamos
que S no es acotado, entonces tomemos una sucesion {x,} tal que ||x,|| > n, obteniendo una
sucesion infinita de S sin punto de acumulacién, lo cual es una contradiccién. Tambien si S no es
cerrado, sea xo € c/(S) — S, entonces existen x,, € S tal que

1
[0 —xol| <~

n
entonces E := {x,} es un conjunto infinito con un punto de acumulacién que no esta en K,
contradiciendo la hipétesis (3). Por lo tanto (3) implica (2). [ |
I Corolario 1.5.5 Todo subconjunto S C R" compacto es completo.
La formulacion clasica del teorema de Bolzano-Weierstrass es la siguiente
I Corolario 1.5.6 Una sucesion acotada en R” tiene una subsucesioén convergente.

1.5.2. Conexidad

Definicion 1.5.2 — Abierto relativo. Sea S C R" decimos que un subconjunto A C § es un
abierto relativo a S si A es de la forma:

A=UCS
donde U C R" es un abierto.

Definicion 1.5.3 — Conjunto conexo. Un subconjunto S C R” es conexo si cada ves que
tenemos una descomposicion en abiertos disjuntos, relativos a §

S=A|UA,
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Entonces A =0 0 A, = 0. En otro caso, decimos que S es disconexo.

= Ejemplo 1.28 Consideremos [a,b] C R, entonces este conjunto es conexo. m
» Ejemplo 1.29 El n-rectangulo R =[], [a;, b;] es conexo. "
m Ejemplo 1.30 Un conjunto convexo es conexo. Decimos que un conjunto S C R es convexo si
para todo a,b € S el conjunto {a+1(b—a)|t € [0, 1]} estd contenido en S. .
» Ejemplo 1.31 Si tenemos una cadena A} C A, C --- tal que cada A; es conexo entonces | Ji—; A;
es conexo. "
m Ejemplo 1.32 R”" es conexo. m
» Ejemplo 1.33 El subconjunto [0, 1) C (1,2] es disconexo. .

Si § € R" es conexo entonces c/(S) es conexo.

Demostracion. Usaremos (2.2.2), sea f: cI(S) — {0,1} C R continua, usando que i: S — ¢l(S) es
continua, entonces foi: S — {0, 1} es continua, pero como S es conexo, entonces f o es constante,
obteniendo que f es constante, por (2.2.2) entonces cl(S) es conexo. |

1.6. Funciones en varias variables.

Tipicamente, cuando se piensa una funcién de la forma f: A — B se visualiza como una grafica

de la forma
Gra(f) :=={(x,y) € Ax B|f(x) =y}

es decir como un subconjunto de A x B, de esta manera toda funcién de una variable f: ACR — R
se puede visualizar como un subconjunto de R?. Sin embargo, cuando la dimensién de las variable
suben, nuestra limitacién de espacio tridimensional nos limita generalizar este proceso a varias
variables, por ejemplo si seguimos el mismo punto de vista para visualizar una grafica de una
funcién f: R? — R? necesitariamos dibujarlo fielmente en un subconjunto de R*. Actualmente con
la variedad de problemas que resuelve el calculo diferencial, no todas las funciones se necesitan
visualizar como una gréfica, existen diferentes formas de visualizar una funcién dependiendo
el uso y su interpretacion que se dé. A continuacién mencionaremos 3 tipos de funciones y sus
visualizaciones con su interpretacién mas comun.

1.6.1. Funciones escalares.

Se entiene como funcidn escalar a una funcién de la forma f: R” — R con n > 2. Este tipo de
funciones se les considera escalares porque asigna a cada vector de R” un valor escalar de R, cuyas
interpretaciones varia de su modelo, por ejemplo, puede usarse para medir la altura de una regién
del espacio, para asignar el costo del terreno en el plano, para asignar una temperatura, etcétera.
Cualitativamente se puede visualizar, como una grafica como se muestra acontinuacién:

Donde tipicamente en R> el eje Z, se le considera los valores escalares de la funcién escalar
definido por los vectores del plano XY

Como conjuntos de nivel. Cabe mencionar que otra manera de visualizar es por medio de los
conocidos conjuntos de nivel, formalmente, dado f: R" — R una funcién escalar y r € R definimos
el conjunto de nivel
Ly=f' (1) = (x e R f(x) = r}
entonces una forma de visualizar f es atravez del trazado de sus conjuntos de nivel, como se
muestra en el ejemplo anterior:
Este tipo de situaciones se puede ver por ejemplo en mapas topograficos.
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1.6.2. Parametrizaciones.

Se entiende como parametrizacién como una funcién (mayormente inyectiva y continua) de la
forma f: R" — R™ en donde n < m. Su principal uso, como dice su nombre, es poder parametrizar
un objeto geométrico de dimensién n dibujado en R™ con las coordenadas que dicta f, como se
muestra en el siguiente ejemplo:

Es importante mencionar que aunque de manera intuitiva una parametrizacion es una funcién
inyectiva y continua, la imagen de dicho objeto en R puede generar objetos patolégicos que suelen
salir fuera de la intuicién”de un objeto geométrico suave, por ejemplo

Entonces, es necesario que en un futuro se aclare como parametrizar objetos llamados tipicamen-
te ”geometricos suaves’para poder estudiarlo sin muchas restricciones causadas por considerar una
situacién mas general (encontrar los casos patolégicos que el calculo diferencial no le conviene).

1.6.3. Campos Vectoriales.

Un campo vectorial, se puede pensar, de manera introductoria, como un modelo geométrico
para representar dentro de un subconjunto abierto de R”, a cada punto de R” asignandole un vector
de R". Este tipo de gréficas se utilizan para representar por ejemplo como funciona la dindmica
de un cuerpo o sistema moviendose en un ambiente. Este tipo de modelos puede requerir muchos
requisitos, dependiendo la complejidad del modelo. Sin embargo para tener un primer acercamiento
adecuado, en Célculo Diferencial, se piensa un campo vectorial como una funcién de la forma
f: R* — R" y su visualizacién es el subconjunto Domf C R”" junto con la propiedad de que a cada
punto p € R" se trace un vector que inice en p y termine en f(p) — p , como se muestra en el
siguiente ejemplo
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Capitulo 2

Limites y Funciones Continuas.

Consideremos la definicion de funcidn continua en los reales de una variable, una funcion
f+ (a,b) — R es continua en un punto ¢ € (a,b) si para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que si

t—s| <= |f(t)—fls)| <e

Como B, (x) = (x — r,x+ r) entonces tenemos la siguiente reformulacién a nivel topoldgico.

Sea f: R — R una funcién y ¢ € R entonces son equivalentes:
1. fescontinuaent.
2. Paratodo € > 0 existe 0 > 0 tal que f(Bg(t)) C Be(f(7)).

Prueba (2.0.1).

Definicién 2.0.1 — Funcién continua. Sean (X,d;),(Y,d;) dos espacios métricos, una funcién
f: X —Y escontinua en ¢ € X si para todo € > 0 existe § > 0 tal que f(Bg(t)) C Be(f(1)).
Ademas decimos que f es continua en X si f es continua en cada t € X.

m Ejemplo 2.1 Las funciones proyeccién 7;: R” — R son continuas. Para ver esto, fijemos x =
(x1,-+,X,) € R" y tomemos & > 0, notemos que A := f~!(Be(m(x))) = R x -+ x (x; — &,x; +
€) x --- x R, entonces si proponemos 8§ := €/2 entonces Bg(x) C A obteniendo que f(Bg(x)) C
B¢ (m;(x)). Por tanto 7; es continua en cada x € R”. .

Son equivalentes para una funcién f: X — Y:
1. f escontinuaen X.
2. Para todo abierto U C Y implica que f~!(U) C X es abierto.

Demostracion. Si f es continua en X, sea U C Y abierto, denotemos V := f -1 (U), y tomemos a €
V entonces f(a) € U, pero por definicion de abierto (1.4.2) existe una € > 0 tal que B¢(f(a)) C U,
como f es continua en a, por (2.0.1), obtenemos que existe una 6 > 0 tal que f(Bgs(a)) C Be(f(a))
esto implica que f(Bg(a)) C U, obteniendo que Bg(a) C V, por tanto V es abierto. Conversamente,
supongamos (2) cierto, y sea b € X un punto arbitrario fijo, entonces U := B¢ (f (b)) es abierto en Y
para cualquier £ > 0 fija arbitraria, por hipotesis f~!(U) es abierto en X y ademés b € f~!(U), por
definicién (1.4.2), existe § > 0 tal que Bs(b) C f~1(U), esto implica que f(Bs(b)) C B:(f(b)),
por tanto f es continua en b, obteniendo la continuidad en X. |

I Corolario 2.0.3 Las siguientes afirmaciones son validas:
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1. La funcién Idy es continua.
2. Sif: X —=Yyg:Y — Zson continuas entonces go f es continua.

Demostracién. Usando (2.0.2), si U C X es abierto entonces (Idy) ! (U) = U el cual es un abierto,
por tanto Idy es continua. Si W C Z es abierto, como g es continua entonces g~ (W) es abierto en
Y, entonces f~!(g~1(W)) es abierto en X, ademés (go f)~'(W) = f~!(¢~'(W)), obteniendo por
(2.0.2) que go f es continua. |

La funcién 7&;: R” — R envia abiertos en abiertos, es decir, si U C R”" entonces
7;(U) C R es abierto.

Demostracion. Sea U C un abierto y tomemos ¢ € m;(U ), entonces existe x = (x,---,x,) € U tal
que x; = t, como U es abierto, entonces existe € > 0 tal que B¢(x) C U, aplicando 7; obtenemos
7;i(Be(x)) C m(U), es decir Be(t) C m;(U), por tanto m;(U) es abierto. [

m Ejemplo 2.2 — Continuidad en varias variables. Sea f: X — R" una funcién desde un es-
pacio métrico, definimos f; := mo f: X — R, entonces f(x) = (f1(x), f2(x), -, fu(x)). Afir-
mamos que f es continua si y s6lo si todas las f; son continuas. Para ver esto, si f es conti-
nua, como 7 es continua por (2.1) entonces por (2.0.3) tenemos que f; es continua para cada
i=1,---,n. Conversamente si las f; son continuas, sea U C R”" abierto de la forma U = B¢ (x) con
x=(x1,--,x,) € R". Para cada 0 < § < € entonces 7;(Bgs(x)) = Bs(x;) C R es abierto, pero f; es
continua, entonces V; := f; ' (Bs(x;) C X es abierto, sea Vs := [\, V;, por (1.4.1) es un abierto
, ademds Vs C V; = f~!(m; ' (Bs(x;))) implica f(Vs) C x; ' (Bs(x;)), entonces escogemos & > 0
tal que -, 7, '(Bs(xi)) C Be(x). Como x € Vs y es un abierto, entonces existe §; > 0 tal que
Bs, (x) C Vs, aplicando f obtenemos f(Bg, (x)) C Be(x), entonces f es continua en x, por tanto f
es continua en X. "

Prueba que para cada r > 0 existe § > 0 tal que (', 7, ' (Bs(x;)) C B,(x)

» Ejemplo 2.3 — La norma es continua. Sea (R”",||||) un espacio normado, entonces la funcion
Il : R* — R es continua, pues si fijamos x € R", entonces para cada € > 0 sea § = &, asi, cuando

lx—yl <6
entonces por (1.1)
x| =yl < lx=yll < =¢

por lo tanto |||| es continua en x, obteniendo la continuidad en R”. .

m Ejemplo 2.4 — La distancia a un punto es continua. El ejemplo anterior se puede extender
a espacios métricos, pues si fijamos a € X con (X,d) un espacio métrico, definimos f,: X — R
como f,(x) :=d(x,a) entonces, usando la desigualdad

‘d(x7a) —d(y,a)\ < d(xay)

que se puede obtener de la desigualdad triangular, obtenemos que f, es continuo en X. Cuando
X =R"y la métrica es inducida por una norma, entonces ||| = fp. .

Sea f: X — Y continua en t € X y sea {x,} una sucesién convergente a ¢
entonces {f(x,)} es una sucesién convergente a f(z), es decir

f(}i_lgxn) = lm f(xn)

.
1
n—o0
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Demostracion. Sea € > 0, por continuidad (2.0.1) existe § > 0 tal que

f(Bs(1)) € Be(f(1)) 2.1)

Por definicién de limite de sucesion (1.4.7) existe una N € N tal que para toda n > N se tiene
d(xn,t) < 6, es decir
{xn}nzn C Bs(1)

aplicando imagen directa de f obtenemos { f(x,)} C f(Bg(t)) y por (2.1) obtenemos { f(x,) }n>n C
Be(f(t)) es decir d(f(x,), f(t)) < € para todan > N, por tanto f(x,) converge a f(z). [ ]

Nuestro principal interés como se menciond en el capitulo anterior son el estudio de las funciones
de la forma
f:DCR"'"—R"

ahora, si usamos el enfoque del ejemplo (2.2), tenemos que f se puede describir como

f('xla"' ,xn):(f](X],"‘ 7xn)7'” 7fm(x17'” ,.Xm))

donde las f;: D C R" — R son funciones escalares. Entonces podemos empezar a estudiar sobre
las funciones escalares para despues extenderlo sobre funciones de R" — R™.

2.1. Limites de Funciones.
Definicién 2.1.1 — Limite de una funcién. Sea f: D CR" - R™ r € Dy L € R", decimos
que f tiende a L cuando x tiende a ¢ si para toda € > 0 existe una 6 > 0 tal que

O<|x—t||<d= ||f(x)—L| <€

En esta situacion se escribe como
limf(x)=L

x—t

— Algebra de limites. Prueba las siguientes identidades:

L. limy s, (f(x) + g(x)) = limyy, f(x) 4+ 1imy, g(x).
2. Si f, g son escalares entonces

lim(f(x)g(x)) = (lim £(x)) (lim g(x))

xX—a xX—a X—a
3. Si f,g son escalares, g # 0 en una vecindad de a y 1im,_,, g(x) # 0 entonces

. f(x) o lim, 4 f(x)
;lcl—rg g(x)  lim_,g(x)

Sea f: DCR'" - R", g: SCR" - R% t€D,si f tiene limite en ¢t y g es
continua en el limite, entonces

limgo f(x) = g (11’m f(x))

xX—t xX—t

Demostracion. Sea L el limite de f cuando x — ¢. Por hipétesis, g es continua en L, entonces para
cada € > 0 existe £ > 0 tal que

ly—L|| <& =lgly)—Ll|<e (2.2)
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Para g1, por definicién del limite L, existe § > 0 tal que si
0<[x—tf| <&= [If(x)—L[ <&
Combinando con (2.2) cuando y = f(x) tenemos la igualdad deseada. |

Sea f: DCR"-R", teDyLeR" acadai=1,---,n denotamos f; =
mof: D— R.Si f tiene limite en ¢ entonces

lim( () = (Ifm £(x)

Xi—t;

Demostracion. Se sigue del anterior, usando que 7;: R™ — R es continua, entonces de

lim(fi(x)) = (ai)

xX—t
implica que al componer con T;
lim f;(x) = a;

X—t

m Ejemplo 2.5 Vamos a calcular el limite de

1
lim (x> +y%)sin
(x,yH(Ovo)( ) (X‘H’)
Usando el hecho de que
1
2 2\ < 52 442
(47 sin( )| < o747
obtenemos :
lim (x> +y?)sin =0
(x,y)%(oao)( ) (X‘H’)

Como en el caso del célculo diferencial en una variable, no hay una tinica manera de determinar si
existe o no un limite, y en la préctica, suele ser mds sencillo determinar si un limite no existe. Para
varias variables, existe una método util para empezar a determinar si un limite no existe.

Método de las lineas. Supongamos que deseamos determinar si existe o no el limite

Iim X,
(x.y)—(a;b) f&)

Consideremos m € R y la recta con pendiente m que pase por (a,b), definido por la ecuacion
y—b=m(x—a)

Entonces, usando la definicién de limite, si existe el limite, digamos que tenga limite L, entonces al
considerar el limite sobre la recta, es decir al realizar el caso particular de

x=t,y=b+m(t—a)

entonces tenemos que
lim(x,y)—>(a7b)f(x7y) = tlf_lgf(tab +m(t - a))

obteniendo el siguiente razonamiento por contraposicion
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Silim;, f(¢,b+m(t —a)) tiene distintos limites al variar m entonces no existe lfm, yy_, (q.5) f (x,)-

m Ejemplo 2.6 Vamos a determinar si existe o no el siguiente limite

) 3xy
1m —_—
(x.)—(0,0) X +y?

por el método de las lineas, consideremos las lineas y = mx con m € R fijo albitrario, entonces al

calcular

3t (mt) t>(3m) 3m 3m
im———= =lim—5———-- =1lim =
=012+ (mt)2  =0r2(1+m2) >0 1+m?  1+m?

z z z

entonces vemos que el limite varia cuando m cambia, entonces podemos asegurar que no existe el
Iimite. m

m Ejemplo 2.7 Vamos a estudiar el limite de
5 2.2
im rY
(x3)=(0,0) X2 +2

podemos empezar explorando el método de las lineas, consideremos las lineas y = mx con m € R
fijo albitrario, entonces al calcular

2 2 4
fim " g, COM
=012+ (mt)z 1—0 t2(1 —|—m2)

vemos que el limite no depende de m, mostrando que hay una posibilidad de que exista dicho
limite, ;Cudl deberia ser el limite? debe ser O por el método de las lineas. Sea € > 0 y consideremos
0 < \/€/5, notemos que se tiene la siguiente desigualdad

5 2
0<|5 Y 51 <5
x“+y
Ahora, cada ves que
1)l <&
entonces
) =0 =2 -2 | <6t 5<es.5—e
’ X2 +y2
concluyendo que
5X2y2

fm 2 —
(x.)—(0,0) X2 +y?

2.2. Propiedades de la Continuidad.

En esta seccién veremos propiedades que preserva la continuidad.

Sea f: D — R™ una funcién continua, entonces
1. Si S C D es compacto, entonces f(S) es compacto.
2. Si S C D es conexo, entonces f(S) es conexo.
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Demostracion. Para el primer punto, sea % una cubierta abierta de f(S), como f es continua,
por (2.0.2) tenemos que ¥ = {f ! (U)| U € F} es una cubierta abierta de S, pero S es compacto,
entonces existen Uy, ---,U, tal que f~'(U;),C,f~'(U,) es una subcubierta abierta finita de S,
entonces Uy, -+ ,U, es una subcubierta abierta finita en f(S). Para el segundo punto, supongamos
que f(S) = AUB es una descomposicién disjunta de abiertos, entonces S = f~'(A) U f~!(B) es
una descomposicién disjunta de abiertos, pero S es conexo entonces f~!(A) 6 f~!(B) es vacio,
entonces A o B es vacio, por tanto S es conexa. [

Tenemos una interesante caracterizacion de los conexos usando las funciones continuas.

Sea § C R” un subconjunto, entonces son equivalentes
1. S es conexo.
2. Las unicas funciones continuas f: S — R con imf = {0, 1} son constantes.

Demostracion. Si S es conexo, y sea f: § — R continua con imf = {0,1}, entonces imf =
{0} U {1} es una descomposicién disjunta de abiertos en imf, etnonces S = f~1(0) U f~1(1) es
una descomposicién disjunta de abiertos, pero S es continua, entonces f~!(0) o f~!(1) es vacio,
entonces f es constante con valor 0 6 1. El regreso es directo. |

SeaA:=A; x--- XA, entonces A es conexo si y s6lamente si A; es conexo para
cada i

Considere S = {(x,y) € [0,1] x [0, 1]|x <y} U{(x,y) € [0,1] x [0, 1]|y < x}, prueba
lo siguiente:
1. Muestra que S es disconexo.
2. Muestra que 7;(S) y m(S) son conexos.
3. (Contradice a la proposicion (2.2.3)?

2.2.1. Teorema del Valor intermedio.

Introduciremos una definién topolégica importante para el siguiente teorema.

Definicién 2.2.1 — Conjunto arco-conexo. Un conjunto S C R" es arco-conexo si para todo
par de puntos a,b € S existe una funcién continua f: [0, 1] — S tal que:

L f(0)=ay f(1)=b.

2. 7([0,1]) CR.

s Ejemplo 2.8 Considera R := [a,b] x [@,b], entonces este conjunto es arco-conexo, pues si
tomamos (x1,y1), (x2,y2) € R, definimos y: [0,1] — R como sigue

(1) = (;‘;) +i (ii:’y‘:) L 1€[0,1]

claramente ¥([0,1]) € R, y(0) = (x1,y1) y ¥(1) = (x2,y2). .
» Ejemplo 2.9 Si S es arco-conexo entonces int(S) también lo es. "
m Ejemplo 2.10 Todo conjunto convexo es arco-conexo. n

= Ejemplo 2.11 Sea S, C R? el arco superior de la circunferencia de radio r, entonces S := | <,<, S-
s arco-conexo. "

» Ejemplo 2.12 Sea {S;}c; una familia de conjuntos arco-conexos tal que para toda i, j € I existen
io =1i,i1, " ,iu—1,i, = jenl tal que S; NS, , # 0 entonces S := | J;.; S; es arco-conexo. Esto se
prueba como sigue, toma a,b € S entonces por definicién de unién Ji, j € I tal que a € S;,b € S,
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luego por hipétesis, existen iy = i,i1, - ,ip—1,in = j en I tal que S;; NS
X, €8, NS, paracadak=1,---,n—1, define xo = a y x, = b luego:

i, 7 0, asi que toma
1. Construye ¥: [0,1] — S que conecta x; con x; 1. Esto es posible porque Sy es arco-conexo.
2. Define y: [0, 1] — S como sigue

k_, kit
n n

» V(1) = % (nr — k)

entonces es facil ver que 7y es continua.

3. Notemos que ¥(0) = 1(0) =xo =ay ¥(1) = %-1(n(1) = (n—1)) = %1 (1) =x, =
Por tanto S es arco-conexo. [ ]

Todo conjunto arco-conexo es conexo.
Demostracion. Supongamos que S es arco-conexo pero no es conexo, por (2.2.2) existe una funcién
f:8—{0,1} C R que es continua y no es constante, toma a € f~'(0) y b € f~'(1), usando la
definicién de arco-conexo, entonces existe una funcién continua y: [0,1] — S tal que y(0) =a 'y

Y(1) = b, entonces foy: [0,1] — {0,1} C R es continua y no constante por construccion, pero eso
contradice (2.2.2) para el conexo [0, 1], por lo tanto S si es conexo. |

— Teorema del valor intermedio. Sea D un conjunto arco-conexoy f: D — R
continua, dados a,b € D tal que f(a) < f(b) yt € (f(a),f (D)) entonces existe ¢ € D tal que

fle)=t

Demostracion. Por definicion, existe una funcién continua y: [0, 1] — D tal que f(0) =a, f(1) =0
y 7([0,1]) € D entonces yo f: [0,1] — R y aplicas el teorema del valor intermedio para una
variable. |

Prueba usando el teorema del valor intermedio, que la ecuacién

2 + 2)72 _ e(zf1/2)2cos(e’5i“(«v/<”2)))

tiene solucién en B; (6) Hint: transforma el problema en una funcién f(x,y,z) = 0y aplica el
teorema del valor intermedio usando (0,0,1/2),(0,1,1/2).

Sea S C R? la esfera unitaria, f: S — R, prueba que existe x € S tal que f(x) =
f(—=x). Hint: aplica el valor intermedio para g(x) = f(x) — f(—x)

2.3. Continuidad uniforme.

Definicion 2.3.1 — Continuidad uniforme. Una funcién f C D C R" — R es uniformemente
continua si para toda € existe una 0 tal que

x=yll<é= [flx)-fO)<e

m Ejemplo 2.13 Consideremos una funcién f: D C R" — R™, si existe una k > 0 tal que para todo
x,y € D se cumple que

1F(e) = FO) < Kl =yl

entonces f es uniformemente continua. m
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m Ejemplo 2.14 Si f es uniformemente continua entonces f es continua. n
Si K es compacto y f: K — R es continua entonces f es uniformemente

continua.

Demostracion. Para cada x € K, como f es continua en x para cada € > (0 entonces existe 9, > 0
tal que

f(B(x,8:)) € B(f(x),€/2)

Tenemos una cubierta abierta {B(x,8,/2)}.cx de K, como K es compacto, entonces existen
X1, , X, tal que {B(x;,8,/2)}7, es cubierta abierta en K. Ahora sea § := minj<j<,(8,/2), y
tomemos x,y € K tal que d(x,y) < 8. Luego, existe 1 <i < ntal que

X € B(xi,8y,/2) C B(xi, dy,)

entonces
y € B(x,8) C B(x;, 6y,)

por lo tanto

d(f(x),f(y)) <d(f(x), f(xi) +d(f(xi), f(v)) <€/2+€/2=¢€



Capitulo 3

El concepto de Derivada

3.1. Derivada de funciones paramétricas.

En esta seccion, se considera funciones de la forma f: [a,b] — R", sea C = f([a,b]) la imagen
de la funcién a la que denominaremos por abuso de notacién como una curva. Vamos a motivar la
definicién de la derivada usando la misma construccién de la derivada en una variable. Fijemos
1o € [a, D] entonces para cada h > 0 tenemos que la recta

f+h) —f@)
h

Py =f(to)+ A ,AeR

es una secante que pasa por f(t) = Py y f(t +h) = P,. Geométricamente, si variamos & y lo
acercamos a cero, la recta secante tiende a convertirse e una recta tangente, entonces la derivada
f'(t0) debe ser un vector tal que

) :f(to)%-kf/(l‘o), A€ (a,b)

sea una recta tangente.

Definicién 3.1.1 — Derivada 1. Sea f: [a,b] = Ry ty € (a,b) la derivada de f en 1 es

Pt ot FEED =0

h—0 h

La definici6n anterior se puede ver equivalentemente como sigue, para cada € existe una 6 tal que
cuando ||A|| < & entonces

| £ +h) = f(&) = f'()h]| < €|l 3.1)

Con esto, la derivada se puede reinterpretar como la mejor manera de aproximar linealmente f al
rededor de By,(#y) para algun h demasiado pequefio.

Muestra que las dnicas funciones lineales L: R — R" son de la forma L(h) = vh,
donde v € R" es unico determinado.

Si la derivada de una funcién paramétrica existe entonces este es Unico.
Probar la proposicién (3.1.1)

Vamos a profundizar la interpretacion de manera geométrica, sea p := f(f) y usando la observacién
4
(1.1) tenemos que en T,R" hay una recta generada por el vector unitario u := %, denotemoslo

33
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como T,C, entonces, este es un subespacio de dimension 1y si definimos L: 7,C — T,C como
L(h) := f'(t)h, esta es una funcién lineal, y al sustituirlo en (3.1), tenemos

[Anf (1) = L(R)|| < e]|A]]

Al vector u lo denominamos como el tangente unitario y L(h) es la diferencial de f en o, y mide la
direcci6n en la que aproxima la derivada f’(fy) con respecto a f (¢ + h).

Supongamos que f: [a,b] — R" es de la forma f(¢) = (fi(¢),---, f2(2)) y f'(t0)
existe, entonces f () existe y

f'(t0) = (filto), -+, fu(to))

Demostracion. Se sigue de (2.1.2) obteniendo

vy e Sflloth)—fto) . [ filto+h)—filto)\
F'tt0) = Jim BT i . = (f/(x)
|
= Ejemplo 3.1 Considera f(r) = (cost,sint) entonces f’(t) = (—sint,cost). "
Si f es derivable entonces es continua.
Demostracion. Se sigue de la siguiente identidad y la definicién de la derivada.
f(t) = f(0)
T e e [
—1lo

|

Prueba las siguientes identidades:

L (f+8) (1) =f () +& ().
2. (Af)'(t) =Af'(r) paratoda A € R.
3. Sig: [a,b] — [c,d] entonces

(fog)'(r) =f'(s(t)g'(1).

— Teorema del valor medio vectorial. Para una funcion continua f: [a,b] — R”
tal que es diferenciable en (a,b), entonces existe un ndimero ¢ € (a,b) tal que:

1) = (@)l < (b—a) || f (o)

Demostracion. Sea g: |a,b] — R definido como

g(t) = (f(b) = f(a))- f(2)
Notemos que
g'(t)=(f(b) = f(a))-f'(1)
como g es continua en [a, b] y diferenciable en (a,b), por el teorema del valor medio de una variable,
existe ¢ € (a,b) tal que
g(b)—g(a) =g'(c)(b—a)
como g(b) —g(a) = [|£(b) — f(a)|[* tenemos
1f®) = f@I?* = (b=a)[[§' @) < b=a) £ ()] /(&) = (@)

implicando el resultado deseado. |
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3.1.1. Introduccion a las curvas diferenciables y su longitud.

Definicién 3.1.2 — Curva Diferenciable. Una curva y: I C R — R” es diferenciable si existe
f'(to) paratoda g € int(I) y f’ es continua.

Se entiende como una reparametrizacion de una curva y como una funcién yo ¢ donde ¢: I CR —
J C R es un homeomorfismo.

Prueba que toda curva definido sobre un abierto (a,b) se puede reparametri-
zar a una curva de la forma y: (0,1) — R. ;Serd que toda curva definida sobre R se puede
reparametrizar a una curva de la forma y: [0,1] — R?

Por simplicidad, podemos asumir que la curva es de la forma y: [0, 1] — R. Vamos a tomar algunas
construcciones importantes para hablar de la geometria de una curva diferenciable.

Logitud de la curva. Sea &: 1 =0<1t; <t <--- <t, = 1 una particion de [0, 1] entonces su
longitud se obtiene como

zmﬁziwm»wwu (32)

Como v es continuamente diferenciable, podemos aplicar el siguiente resultado:

Si y: [a,b] — R" es continuamente diferenciable entonces existe ¢ € (a,b) tal
que

l7(®) = v(@)|l < |Y (©)||1b—al

/ab y(t)dt := (/ab }/l-(t)dt)

Entonces obtenemos del teorema fundamental del cdlculo en una variable que:

[ V=)~ vta)

Demostracion. Definimos

Entonces
o) v = | [ 7] < [ v )]

Pero ¥ es continua entonces ||Y|| es continua, y por el teorema del valor medio para integrales,
existe ¢ € (a,b) tal que

b
L v @llde= 7@ b-al
a
sustituyendo la igualdad anterior obtenemos el resultado deseado. |

Aplicando el resultado anterior en (3.2) obtenemos
n
1y, 2) <Y ||V (e)||ltis1 =l ci € (tig1 —13)
i=0

De esta manera si queremos definir la longitud de la curva como
1(y) = sup{l(y, Z)| 2 es una particion de [0, 1]}

para curvas diferenciales obtenemos

)= [ |7l
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» Ejemplo 3.2 Consideremos la curva y(t) = (cos(2nt),sin(27t)) que dibuja una circunferencia
en el sentido contrario a las manecillas del reloj, entonces

1 1
I(y) = / [(—27sin(27), 27 cos(2m)) || di = / Yndi =27
0 0

Dado 1) € [0, 1] definimos la longitud del arco como

(1) == /OIH}/(t)Hdt::s(t)

Esta funcién mide la longitud de la curva en relacién a como avanza por el intervalo (0,1), si
interpretamos un momento el intervalo (0, 1) como una unidad de tiempo, obtenemos las siguientes
interpretaciones

1. s(0) = 0, significa que no hay distancia recorrida en el tiempo 0.

2. s(1) = I(y) significa que al final del tiempo ¢ = 1, se ha recorrido toda la curva.
Uno de los objetivos con mayor sentido geométrico para una curva, es poder reparametrizar por
longitud de arco, es decir, que el parametro del dominio estd en funcidn de la longitud, esto se hace
bajo los siguientes principios; derivando, por el teorema fundamental del calculo obtenemos

ds
Sy >0

por el teorema de la funcidn inversa, es posible obtener ¢ en funcién de s, obteniendo ¢ = ¢(s),
permitiendo reparametrizar la curva como sigue y(z) = y(z(s)), en esta situacién, notemos que, por
regla de la cadena
dy
iy(t(s)) — dydt — % — L

drds g |1Vl
y entonces H % H = 1 para toda s € dom(yot(s)). A este procedimiento se le conoce como repara-
metrizacion por longitud de arco.

Definicién 3.1.3 — Curva parametrizada por longitud de arco. Una curva diferenciable y(7)
es parametrizada por longitud de arco si ||Y/(¢)|| = 1 para toda ¢.

» Ejemplo 3.3 Sea y(r) = (3t — 1,4t +2), vamos a parametrizar la curva por longitud de arco,
notemos

5(0) :/Ot||(3,4)||dt:5t:> ((s) = és

Al reparametrizar
3 4
Y1) = (1)) = n(s) = (35— 1,55 +2)

Entonces %, (0) = (—1,2) y 1 (2) = (1/5,18/5), entonces ¥, (2) tiene la propiedad de que d(y(2),y(1)) =
2 es decir ha recorrido 2 unidades, que son parte de la longitud de la curva. "

3.2. Derivada direccional y sus propiedades.

Antes de extenderlo a funciones escalares, requerimos este concepto geométrico.

Definicion 3.2.1 — Derivada direccional. Sean € R"y f: D CR" — R una funcién escalar,
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definimos la derivada direccional de f en a € D como

o flathn)—f(a)

h—)() h

Onf(a) =

Usando la definicién, prueba que

a/'L-nerf(a) = Aanf(a) + amf(a)

= Ejemplo 3.4 Una manera practica de calcular d, f(a) es como sigue, definimos g(¢) = f(a+1v),
entonces de la definicién, obtenemos que g'(0) = d, f(a). Por ejemplo, sea f(a) = ||al|, entonces al
definir g(t) = ||a +1v||, podemos elevar al cuadrado obteniendo

(1) = (a+tv,a+1v) = ||al|* +2t{a,v) + 12 |v]]*
Derivando con respecto a ¢, obtenemos
2¢'(1)g(1) = 2(a,v) + 2 v

Esto implica que

cuando a # 0. "

Fijemos a € D, y consideremos T,R" como en (1.1) entonces tenemos que
8()f(a) T,R" >R

es una funcional lineal. En esta situacion ya que dim 7, R" = n entonces al fijar una base uy,--- ,u, €
T,R" obtenemos que para toda w = au; + - - - + Q,u, € T,R" se cumple que

a) = Z (X,'au,-f(a)
i=1

Asi que esta propiedad indica que una condicion necesaria para la existencia de la derivada en
cualquier direccidn es si existe en una base de dimension 7, la suficiencia la probaremos cuando
definamos la diferenciabilidad en la siguiente seccidon. Usando la derivada direccional, tenemos que
mide la variacién de f sobre la recta centrada en a y direccién n.

Sib: RxR —Resbilineal y f,g: D C R" — R tienen derivada direccional
en a € D entonces

On(b(f,8))(a) = b(dnf(a),8(a)) +b(f(a),dng(a))
Demostracion. Definamos g(t) = b(f(a+1tn),g(a+1tn)), entonces notemos que
g(1)=g(0) = b(f(a+in),gla+mn))—b(f(a+in),g(a))+b(f(a+1n),g(a)) —b(f(a),g(a))
— b(fla+m), (gla+m)— g(a))) +b(f(a-+m) — f(a),g(a)

— b (f(a+m),g(a+m)g(a)> +b <f(a+m) _f(a),g(a))

t t

g(r) —5(0)
t

Aplicando el limite y usando la propiedad de que g'(0) = 9, (b(f,g))(a), obtenemos el resultado
deseado. |
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3.3. Gradiente de una funcion escalar.

Definicién 3.3.1 — Derivada parcial. Sea f C D C R" — R, definimos la derivada parcial en
X; como

ax,-f = a@,‘f
en donde e; es el unico vector unitario tal que la proyeccién de x = (x,- - ,x,) sobre ¢; es x;.
Definicién 3.3.2 — Funcion diferenciable. Una funcién f: D C R" — R es diferenciable en
a € D si existen:

1. Una funcién lineal L, : R" — R.
2. Una funcion escalar &'(a,h): R" x R" — R, tal que

fla+h) = f(a)+La(h) +||hl| £(a, ), [[B] <7
De manera de que im0 £ (a,v) = 0. A la funcién lineal L, se le conoce como diferencial.

Algunas notaciones importantes:
1. A la diferencial L, lo denotaremos como d, f.
2. Sifijamos {e;} C R” la base estandar, entonces la matriz de representacion de d, f es conocido
como el gradiente de f y es denotado como V f(a).

— Derivada total vs Derivada Parcial. Si f es diferenciable en a entonces para
cada n € R", existe la derivada parcial 9, f(a) y ademads

daf(”) = anf(a)

Demostracion. El caso trivial es cuando n = 0. Supongamos n # 0 y usando la notacién de la
definicién 3.4.1 tenemos

fla+h) = f(a)+La(h)+ [|hl| & (a, h), [ < r
Consideremos la recta h = tn, con ||tn|| < r, entonces tenemos:

flatm) ~f@) _,

t

u(n)—i—’t“tm”@@(a,tn)

Cuando ¢t — O se tiene |;—| — 1y &(a,tn) — 0, entonces

anf(a) = daf(n)

Del teorema anterior obtenemos que

Vf(a) = (ax1f(a)>' - 78.an(a))

Puesto que la base estandar {e;} , es una base ortonormal, por el teorema de representacion de
Riez (A.3.4), tenemos

Corolario 3.3.2 Para toda direccion n = (ay,---,a,) descrita en su base estandar, si f es
diferenciable en a entonces

ouf(a) = (Vf(a),n)

Si f es diferenciable en a, entonces f es continua en a.
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m Ejemplo 3.5 — Derivable no implica diferenciable. La funcién

2

Fls0) = 5 S 0.£(0,3) =0

existen d,f(0,0) y d,f(0,0), pero f no es continua en cero y por lo tanto f no es diferenciable en
0. "

Sea f: D C R" — R una funcién, a € dD, {e;} una base ortonormal de R" tal
que existe d,, f(a) y son continuas en un abierto U, entonces f es diferenciable en a.

Demostracion. Definamos & (a,h) como
fla+h)—f(a)=(Vf(a),h) = ||h]| &(a,h)

veamos que & (a,h) — 0 cuando ||h|| — 0. Sea A := ||A|| entonces & = Au donde ||u|| = 1, descom-
poniendo u en combinacion lineal de la base ortonormal

u=awme|+---+ w,e,

Definamos vg = 0, vy = vx_ + @rex y v, = u, entonces

Flath)— fla) = glatAu)— f@) = Y (FlatAve) — Flat Aver)

k=1
Usando el teorema del valor medio
f(a + lvk) — f(a + /lvk_1) = f(bk + lwkek) — f(bk) = )LCOngf(Ck)

donde by = a+ Avi_1 y ¢k € bk, by + A wyer]. Esto nos dice
n
fla+h)—fla) =AY of(ck)ox
k=1

y entonces al sustituir

|]| & (a,h) = Z (Okf(ck) — Ok f(a))u

Como ¢; — a cuando ||h|| — 0 entonces & (a,h) — 0. [

3.4. Derivada total y el Jacobinano.

Definicién 3.4.1 — Funcion diferenciable. Una funcién f: D C R" — R es diferenciable en
a € D si existen:

1. Una funcién lineal L, : R" — R™.

2. Una funcion & (a,h): R" x R" — R™, tal que

flath) = f(a)+La(h) +[n] € (a, h), [[B] <7
De manera de que limj;o E(a,v) = 0. A la funcién lineal L, se le conoce como diferencial.

De manera similar al caso escalar tenemos las convenciones
1. La diferencial L, es denotado como d,, f.
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2. Si se fija una base de R" entonces la matriz de representacién d,f se le conoce como
Jacobinano y es denotado como

Df(a) = Ja) = 2w

Si f=(f1, -+, fm), usando que
Vfjla) = (9x.fj(a))
y combinando con (A.2.1) obtenemos

Si f es diferenciableenay f = (fi, -, fu) en coordenadas cartesianas, entonces
existen las dy, f(a) y se tiene que

Df(a) = (8x]fl(a))

Si f es diferenciable en a entonces f es continuo en a.

Definicion 3.4.2 — Funcién continuamente diferenciable. Decimos que una funcién f: Q C
R" — R™ es continuamente diferenciable en el abierto Q si para toda a € Q, f es diferenciable

en ay la funcién
df: Q — L[R"R")=R™
a — d.f

es continua.

3.5. Regla de la cadena en varias variables.

Una consecuencia de A.1.8 aplicado a las diferenciales es el siguiente:

— Regla de la cadena. Sean f: D CR" - R"yg: S CR" — R’ tomemos
a € D tal que go f(a) existe. Si f es diferenciable en a y g es diferenciable en f(a) entonces
go f es diferenciable en a, ademas:

da(go f) =dsgodaf

D(go f)(a) = Dg(f(a))oDf(a)

Cambio de coordenadas y ecuaciones diferenciales parciales. Definimos un cambio de coorde-
nadas en R” como una funcidén biyectiva

¢p:DCR'" T CR"

que es diferenciable en cada punto de D, en este tipo de situaciones, es comuin refererirse al cambio
de coordendas como cambio de variables, digamos

u=9@x), u=(ur, - up),x=(x1, - ,xn)

En esta situacion, la regla de la cadena suele ser una importante herramienta para convertir los
fenémenos descritos en la variable x a fendmenos descritos en la variable u. Si f: T CR" — Res
diferenciable, digamos que queremos calcular a = ¢ (b) € T C R”, entonces por regla de la cadena
aplicadoa fo¢

Vuf(a) =V.f(9(b))Do(b)
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Es decir, paracadai=1,--- ,n se tiene
auif(a) = Z anf(q)(b))auixk(b)
k=1

m Ejemplo 3.6 Una ecuacion diferencial parcial de primer orden lineal muy comun es de la siguiente
forma

gl axf+ ézayf =0

apr a2

a1 ax
lineal tal que simplifique la ecuacién parcial a una ecuacién de la forma mas simple. Para ello

introducimos las coordenadas
X\ (a1 an u
y az; ax v

Vi =A-Vunf

aplicando el producto escalar con & = (£;,&,), entonces

Sea A = < > una matriz invertible. Vamos a encontrar un cambio de coordenadas de

Entonces

a&f = <§’V(x,y)f> = gT A V(u,v)f
entonces al sustituir
(S1a11 +&a21)duf + (E1a12+ &2a22) 0, f =0
proponemos que el primer coeficiente sea cero, obteniendo el sistema

{ Sran+&axn =0

anap —axap =1

Ahora para el caso de ecuaciones de segundo grado, tenemos de la regla de la cadena
n
Oupfi = Y, On i,k
k=1
al derivar con respecto a u; obtenemos

2., fi=Y (aux(axk £)Our5i+ 0y fi02 ujxk>

k=1

usando regla de la cadena nuevamente, tenemos d,, (dx, fi) = Y)_; fi9uxp y al sustituir

2
axhxk

n n
Onuifi =Y, O fi0uXnOus i+ Y D fiO X
k=1

k=1

A continuacién presentaremos los cambios de coordenadas mas comunes y ejemplos de como la
férmula anterior se aplica para transformar ecuaciones diferenciales

= Ejemplo 3.7 — Coordenadas polares. Sea D = [0,27] X [0,0) y definimos las coordenadas
polares como el sistema
x = vrcosH
{y = rsinf
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este sistema induce una funcidn diferenciable

¢: D — R?
(6,r) — (xy)

Asi, se tiene la derivada total como

D‘P:( cos O s1n9>

—rsin@® rcos@

Entonces la ecuacion de Laplace
oo f+0pf=0
en coordenadas polares es
1 1
;ar (ro f)+ ﬁaezef =0
|

» Ejemplo 3.8 — Coordenadas esfericas. Sea D = [0,0) x [0, 7] x [0,27], definimos las coorde-
nadas esféricas por el sistema

x = rsinfcos¢
y = rsinOsing
z = rcos 0

este sistema induce una funcion diferenciable

H: D - R
(r707¢) _> ('X:?y?Z)
Asi, se tiene la derivada total como
sin0¢ sin 0 sin ¢ cos 0
DH = | rcosfcos¢ rcosOsing —rsin6
—rsin@sing rsin@cos¢ 0

En esta situacién la ecuacion de Laplace
2 2 2
axxf+ 8yyf+ aZZf = 0
se puede escribir en coordenadas polares como

1 . 1
Bg(smeaef)—i-ma;q,f:O

L3R+

r2sin O
n

m Ejemplo 3.9 — Regla de Integracion de Leibniz. La regla de integracién de Leibniz es una
técnica utilizada para resolver una familia de integrales parametrizadas, permitiendo su aplicacién
en una integral especifica. Esta regla establece que si tenemos una integral de la forma:

b(x)
o) = [ sl

cona(x) <t <b(x), fy fr continuos en el plano ¢,x, entonces podemos determinar D¢ (x) como
sigue:
1. Define F(a,b,x) := [? f(x,1)dt1.
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2. Como f es continuo, por el teorema fundamental del cdlculo, tenemos

oF oF
% :f(-va)v % = _f('x7a)

3. Usando regla de la cadena tenemos que:

¢’ (x) = DF o (a(x),b(x),x) = f(x,b(x))b (x) — f(x,a(x))d (x) + ?917 (3.3)

— Regla de integracién de Leibniz. Con las hipétesis de (3.9), tenemos

% (/aif:)f(x,t)dt> = f(x,b(x))-b'(x) - f(x.a +/x> o

Demostracion. Por (3.3), basta verificar

S ([ rtwnar) = [ rsna

Sea y(x) := fab f(x,t)dt. Para cada (x¢,7) tenemos, para toda € > 0 existe 0 > 0 tal que si |h| < &
entonces

|f (%0 +h,1) = f(x0,1) — fe(xo,2)h| < |h|/(b—a)

Usando lo anterior en lo siguiente, obtenemos

¥ (xo+h) — (/ (o, 1 dl) ‘ =

b
— [ 170+ hur) = fls.0) ~ fleo. )
_ elrlte—a)
= g EM

obteniendo la derivada deseada. [ |

/ab(f(xo +h,t) = f(x0,1) — fe(xo,1)h)dt

El siguiente ejercicio es una aplicacion muy ttil en ecuaciones integro-diferenciales y precursor
del célculo fracional.

— Férmula de Cauchy para integraciones iteradas. Sea f continua, entonces
para cada natural n > 0:

/:/:] "‘/:Hf(sn)dsn...dSstl = (n_ll)!/ax(x_t)n—lf(t)dt

Otros ejemplos ttiles para mencionar, derivados de la férmula de integracién de Leibniz son los
siguientes:

k . .
1. Para resolver I(k) = [y *=Ldx, derivamos con respecto a k obteniendo

dI 1 xKInx 1 1
— = dx= [ xdx=—
dk /0 nx /0 Tk

entonces, al integrar, por teorema fundamental del cdlculo obtenemos

I(k) =1(0) +In(k+1) = In(k + 1)
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Un analogo al teorema de valor medio. En general no existe un teorema de valor medio para
funciones de varias variables, sin embargo, es posible construir un andlogo usando las siguientes
observaciones.

Sea f: R — R continuamente diferenciable y fijemos xy € domf, entonces por el teorema
fundamental y por el cambio de variables u = xp +-th con i > 0 fijo albitrario, entonces:

fx+h)— f(x) = /xx+hf’(u)du:h/olf’(x—i-th)dt

— Teorema de valor medio para varias variables. Sea f: U C R" — R"
continuamente diferenciable, x € U y h € R" tal que [x,x+h] C U entonces:

POt h) = f(x) = (/OlDf(erth)dt) h

donde - es la multiplicacién matricial.

Demostracion. Sea y: [0,1] — U definido como ¥(¢) = x+1rh y sea g := f oy entonces
1
Jlx+h) = 10 = 8(1) ~g(0) = | ¢/)a
perosi f = (fi, -+, fn) entonces g'(t) = (4 (f;(x+1th))), luego por regla de la cadena:

ﬁ (x+1h)) Z af’ x+th

entonces

/Olg’(t)dt:/ol (z”:l ofi

j=19%i

“(x+th)h )dt (Zn:ff xjx—l—th)dth)

3.6. Geometria de Curvas Diferenciables

Aqui se considera curvas diferenciables de la forma y: [0, 1] — R” que sean parametrizadas
por longitud de arco, es decir ||/ (s)|| = 1. En esta situacién, denotamos

Derivando con respecto a s, obtenemos

Mostrando que T”(s) es ortogonal a T'(s) y es conocido como el primer marco de referencia de
Frenet.
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Definicién 3.6.1 — Normal y plano osculador. Sea Y una curva parametrizada por longitud de
arco, definimos:

1. el normal unitario (cuando ¥’ (s) # 0) como

_ Y T

N&= el = T o)l

2. la curvatura como
K(s) == [|7"(s)]

3. Si ¥’(s) # 0, definimos el plano osculador I1(s) a la curva en ¥(s) como el plano anclado
en Y(s) y generado por las direcciones 7 (s),N(s)

El plano osculador contiene la mejor circunferencia que se aproxima a la curva, en el punto y(s).
Procedemos por casos.

Caso R%2. Como la normal es unitaria, obtenemos
(N'(s),N(s)) =0

entonces N'(s) = a(s)T (s) para alguna funcién de una variable. Por otro lado, usando la identidad
(T(s),N(s)) =0

diferenciando, obtenemos

obteniendo

N'(s) = —k(s)T(s) (3.4)

Muestra que la curvatura cuando Y no estd parametrizada por longitud de arco, se
puede obtener como sigue
_ det(y(0),7'(1))

ly @)1

Hint: Usa la composicion y(¢(s)) y usa regla de la cadena.

k()

Vamos a estudiar una interpretacion de la curvatura en el plano. Consideremos la curva paralela:

Pa(s) = v(s) +dN(s)

al derivar y usar (3.4) obtenemos

pa(s) = (1—di(s))T(s)

Entonces 1
! =0 d=——
pd (S) ~ K(S)

esto significa que cuando d = —, la curva paralela contiene todos los puntos singulares pues p/, (s
g q x(s) p p g p d

en relacion con T'(s) es nula. Ahora lo que vamos a ver es que cada uno de esos puntos singulares
son el centro de la mejor circunferenta que aproxima a la curva.
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Fijemos a € R? y consideremos la funcién distancia d,, : R? — R como

do(p) = |lp—all={p—a,p—a)

tenemos las siguientes observaciones:
1. Un punto p estd en la circunferencia C(a,r) centrada en a con radio r si y sélamente si
d,(p) =r’.
2. Sig(s) =D,(y(s)), entonces g mide los puntos de contacto de una circunferencia centrada

en a en la curva y. Es decir un punto y(s) esta en la circunferencia C(a, r) si y s6lamente si

g(s) =r2.

3. Si a = y(s) + AN(s), toda circunferencia que estd en contacto con Y tiene un contacto
tangencial en 7, pues comparten en ¥(s) el mismo vector tangente.
Con lo anterior, vamos a determinar A, es decir el radio de dicha circunferencia tangencial, de tal
manera que tenga la mejor aproximacion.

Definicién 3.6.2 — Punto de contacto. Dada una funcién f: R — R, un punto s tal que

f(i)(s) =0,i=1,--,k, f(k+1)(s) +£0
se dice que tiene k + 1 puntos de contacto.

Primero calculemos las derivadas de g en el caso general.

g = 2((T(s),7(s) —a))

g = 2(k(s)(N(s),¥(s) —a)+1)

g" = 2x(s)(N(s),(s) —a) — kT (s),7(s) —a))

g™ = 2" — )N,y —a) - 3xK(T,y—a) — K*
Para el caso a = y( (

g =0

g = 2(—xA+1)

g’ = 2(-A«)

§)+AN(s), entonces

g™ = 22—k —«?
obteniendo
1. Todo punto en la normal tiene al menos 2 puntos de contacto.
2. Cuando A = —, entonces tiene al menos 3 puntos de contacto.

3. Cuando A = 1, k’(s) =0y k”(s) # O entonces tiene al menos 4 puntos de contacto. Geoméri-
camente se entiende que este centro es un vértice de la envoluta.
Mostrando que los puntos de la curva ¥(s) + +N(s) contiene todos los centros de las circunferencias
que hace contacto con la curva y mejor se aproxima.

m Ejemplo 3.10 — Evoluta en coordenadas cartesianas. Supongamos que la curva tiene coorde-
nadas cartesianas y(z) = (x(¢),y(t)), entonces

B xl y/
= <\/(X’)2+ 0% V2 + (y’)z)

Y .,
obteniendo que N(t) < . X > , entonces la ecuacion de la evoluta es

Ve Vo
(x_ Y2 H00Y) LX)+ (y’)2)>

Y
x/y// _ x//y/ x/y// _ x//y/

e(t) =
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= Ejemplo 3.11 Sealacurvay = ax? cona > 0, entonces se puede parametrizar como y(t) = (¢, at?),
obteniendo
Y o= (1.2a)
7// = (07 2“)
B 2a
T (14+4a%2)32

Entonces la envoluta es |
1) = (—4d’}, — +3ar®
elt) = (~4a°F, 5 +3ar%))

Motivando la siguiente definicién

Definicion 3.6.3 — Radio de curvatura. Definimos el radio de curvatura de ¥ como

El vector normal y la curvatura se pueden extender a mas dimensiones de manea natural

— Primera relacion de Frenet. Siy: I — R" es parametrizada por longitud de
arcoy ¥ # 0 entonces

Caso R3. Ahora vamos a describir la relacién sobre curvas en R3. Sea B(s) := T (s) x N(s).

Sea y: I — R? un curva parametrizada por longitud de arco tal que B'(s) existe,
entonces

Corolario 3.6.3 — Marco de Referencia de Frenet. Bajo las hipdtesis anteriores tenemos:

T'(s) 0 k(s) O T(s)
N(s)|=|—-x(s) 0 z(s) | | N(s)
B'(s) 0 —1(s) O B(s)

3.7. Derivadas de orden superior.
Si f: U CR"— R™ es diferenciable en U, esto nos permite crear una funcién llamado derivada

df: U — L(R"R™)
p — dpf
Si esta funcidn es diferenciable, decimos que f es doblemente diferenciable. Para aclarar esto,

notemos que el espacio vectorial L(R"”,R™) tiene una estructura de espacio normado, en donde
para cada T € L(R",R™), se le define su norma como

IT]:= sup {[IT()}

0<|lx[|<1

Obteniendo la desigualdad
TG < [T x], vx € R
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Con ella, si {e; | € R" es la base estdndar, entonces 7; = ¢; : R” — R es su dual, si usamos
las inclusiones candnicas u;: R — R™, tenemos que las funciones f;; := u; o 7; forman una base
de L(R",R™) con H fi JH = 1 y ademas, si {¢,}"”"; C R™ es la base estandar, cualquier biyeccion
fij ¢+ é; induce un isomorfismo de espacios normados

L(R",R™) = R™

Esto nos permite que desde la funcién U — R™ que envia p — Df(p), podamos definir la nocién
de diferenciabilidad.
Definicién 3.7.1 — Segunda diferencial. Una funcién f: U C R" — R™ tiene segunda dife-
rencial en a € U si df es diferenciable en a. Mas precisamente, si existe una funcion lineal
d’f: R" — L(R",R™) tal que para toda i € R" con ||| < r adecuado, se cumple

danf = daf +dg f(h) + ||l m(a,h)
donde h’mHhH_m m(a,h) =0.

Vamos a reinterpretar y describir d2 f en su forma matricial segun (A.4.3).

Caso escalar En esta situacion, usando la funcién U — L(R",R) = R" que envia p — V f(p),
tenemos de la definicién (3.7.1) que

(O f(a+h) = s f(a)icy = daf(h)+ ||| m(a,h)
Repitiendo la prueba de (3.3.1), si consideramos la recta & = te; con |¢t| < r, entonces

<9x,-f(a+t€;')—amf(“)> = 2 f(e)+ Mhmtastey

i=1
obteniendo cuando t — 0 que
(0 f(a))iy = daf(e)
Entonces la matriz de representacion de d2 f es la matriz H f(a) € M,,x,(R) definido como
Hf:DZf:VZf:: <3lex7f)

conocido como la Hessiana de f.

Caso de campos vectoriales. De manera similar al caso escalar, si f: R" — R"™ es descrito en
coordenadas cartesianas como f = (f1,---, fin) y €s doblemente diferenciable, entonces:

Hf(a) = (V*fi(a), - ,V*fu(a)) € Miyxum(R)

Derivadas de Orden superior El teorema (B.0.1) muestra una forma alternativa de ver a dg £,
pues le corresponde una tinica funcién bilineal (por abuso de notacién ) d2f(—,—): R* x R" — R™
y la definicién (3.7.1) se puede reescribir para toda (h,k) € R" x R" entonces

fla+h+k) = f(a)+daf (h) +daf (k) +d £ (k) + (|| + ||K[|*) & (a, b, k)

Donde limj, )0 & (@, h,k) = 0. Entonces la funcién f: R" — R™ es s + 1-ésimo diferenciable si
el mapeo de la s-derivada
f9: U = LR",--- R R")
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es diferenciable, y entonces la s 4 1-diferencial, se entiende como la funcién s + 1-lineal
AV R % x RY R

Y como el caso bilineal, tiene una representacién matricial, en donde sus coeficientes corresponden
a derivadas parciales iteradas de la forma

(s+1) . . +1
a?Cl f7I:(lla"'7ls+1)6{17"'1s+1}s
todas estas funciones en caso de existir son simétricas.
Si f es doblemente diferenciable en a y continua, entonces la funcién bilineal
d? f es simétrica.

Demostracion. Basta probarlo para el caso de funciones escalares. Sean i # jentre 1,--- ,n, por
simplicidad asumamos que 0 € domf y el caso general se resuelve mediante regla de la cadena a
una traslacion de la forma x — tx con ¢ € [0, 1]. Definamos ag := dy;0x, f(0) y a1 := 0,9y, f(0), sea
€ > 0, por definicién de continuidad en la segunda derivada, entonces existe 0 > 0 tal que, cuando
||lx|| <26 entonces

|anaxif(x) _QO| <§g,

axiax]'f(x) - al‘ <& (35)

Definamos
X(8) := f(Sei+ bej) — f(bei) — f(dej) — £(0)

usando el teorema fundamental del calculo en la variable de i-ésima coordenada, tenemos

')
F(8eit 8e;) — f(Se;) = /0 Oy, (xiei + 8e;)dx;

)
f(6ei) = f(0) = /0 oy, f(xie;)dx;

sustituyendo en la definicién de X (0) obtenemos

X(6) = /06 O f (xiei + Oe;) — Oy f(xie;)dx;
aplicando el teorema de valor medio existe una 0 < i; < § tal que
O f(xiei + 8e;) — Iy, f(xie;) = 80y, 0y, f (xie; + hje;)
como para x := x;e; + hje; satisface ||x|| <26, usando (3.5) obtenemos
‘8xl.f(xl~e,- +0ej) — Oy, f(xiei) — 6a0‘ <ed
Integrando lo anterior desde 0 hasta 6 obtenemos
‘X(S) — 52ao} <ed?

De manera analoga, tenemos

1X(8) — 8%ay| < €6?
Por desigualdad triangular, esto implica
’62(10— 52a1‘ <2e8° = lag —a;| < 2¢e
esta ultima desigualdad, es valida para todo € > 0, entonces ag = a;. [ |
Usando induccion matemadtica, obtenemos que

Si f es s-diferenciable en a y continua, entonces el mapeo s-diferencial 4. f es
simétrico.
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Sea f: R* — R definido como

_ 35 e #00)
f(x,y)— { 6 (x,y):

Prueba que f es doblemente diferenciable en (0,0) pero las segundas derivadas cruzadas, no
coinciden.

3.7.1. Expansiones de Taylor.

Sea f: U C R" — R una funcién con derivadas parciales continuas de orden a
lomés r. Sea P € U y H € R"(Interpretado como un vector en 7 pR"). Definimos g(¢) = f(P+tH),
entonces

g"(t) = (H-V)'f)(P+1H)

para todos los valores en ¢ tal que P+tH € U

Corolario 3.7.4 — Formula de Taylor. Bajo las hipétesis anteriores, existe una 7 € (0, 1) tal
que

1

—(H- V) f(P+H)

F(P+H) = (P)+ 5 (H- V) (P) -+ sy (H V)~ £(P)+



Capitulo 4

Aplicaciones y temas selectos de la
Derivada.

4.1. Teorema de la funcion implicita.

A continuacién presentaremos los dos principales teoremas de esta seccion.

— Teorema de la funcién implicita. Sea f: A C R” x R” — R” una fun-
cion f = (fi1,---,fn) continuamente diferenciable, (a,b) € R™ x R" tal que f(a,b) = 0. De-
notemos las variables independientes (x,y) := (X1, ,Xm, V1, ,¥u) € R" x R" y Df(a,b) :=
[Dyf(a,b),Dyf(a,b)]. Si D, f(a,b) es una matriz invertible entonces existen:

1. V C R™™" abierto, (a,b) € V.
2. W CR™cona e W descrito como

W={x] Iy eR", f(x,y) =0, (x,y) €V}

3. Existe una funcién continuamente diferenciable g: W C R — R”".
Tales que

1. f(x,g(x)) =0paratodaxecW.

2. Dg(x) = —(Dy(x,8(x))"'Dyf(x,g(x)) para toda x € W.

El siguiente teorema garantiza la existencia de funciones invertibles y diferenciables, para ello
requerimos la siguiente definicidn.

Definicién 4.1.1 — Difeomorfismo. Una funcién f: U — V diferenciable es un difeomorfismo
si existe una funcién diferenciable g: V — U tales que

fog=Idy, gof=Idy.

Notemos que todo difeomorfismo es homeomorfismo y por tanto una funcién biyectiva. Sin
embargo, lo contrario no siempre es verdadero.

= Ejemplo 4.1 Considere f: R — R definido como f(x) = x> y g: R — R definido como g(x) = /x,
claramente ambas funciones son continuas y ademaés

fog=Idr,go f=Idr

Pero g no es diferenciable en 0, por tanto f no es difeomorfo en cero.

51
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— Teorema de la funcién inversa. Sea f: Q C R" — R” una funcién continua-
mente diferenciable en Qy a € IntQ. Si Df(a) es invertible entonces existen abiertos U,V C R”
cona € U C Q tales que:
1. flu: U —V esun difeomorfismo.
2. Seag: V — U suinversay y = f(x) entonces

Dg(y) = (Df(g())™"

Supongamos que f: U — V es continuamente diferenciable con Df(u) inyectiva para
toda u € U, entonces f(U) es abierto.

Primero, mostraremos su equivalencia.

— Equivalencia funcién implicita-funcién inversa. Son equivalentes:
1. El teorema de la funcién implicita (4.1.1).
2. El teorema de la funcién inversa. (4.1.2).

Demostracion. Supongamos valido (1), Sea f una funcién que satisface las hip6tesis del teorema
(4.1.2), definimos F: A CR" x R" — R" como

F(x,y):=y—f(x), A:=QxImf
Tomemos a € Q, sea b := f(a), entonces (a,b) € F~'(0) y ademds
DF(a,b) := [1d,| - Df(a)]
como Df(a) es invertible, por (4.1.1) existe

1. (a,b) eV CR"xR".
2. g: W CR" — R” continuamente diferenciable tal que

Dg(b) = [Df (g(b))] ™"

Por ultimo como Dg es invertible, entonces U := g(W) es abierto y a € V. Es fécil ver que f: U —
W es un difeomorfismo, entonces es vélido (2). Ahora supongamos valido (2), sea f: R" x R" —
R™ tal que satisface las hipétesis de (4.1.1), definimos

F(x,y) = (,)C’f(x’y)): RMm _y Rutm

entonces, es facil ver que F satisface las hipétesis de (4.1.2), obteniendo de que existe G(u, v) tal que
FoG(u,v) = (u,v), digamos G(u,v) = (G1(u,v), f(G1,G2)), entonces la funcion g(x) := G2 (x,0)
satisface el teorema de la funcién implicita. |

Ahora probaremos el teorema de la funcion implicita, utilizando un teorema muy importante dentro
del analisis y ecuaciones diferenciales:

— Teorema del Punto fijo de Banach. Sea (X,d) un espacio métrico completo.
Sea f: X — X tal que existe L € (0,1) tal que

1FG) = FOII < Llx =yl

Entonces existe un tnico £ € X tal que f(£) = %.
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Sea B,(0) CR"y g: B.(0) — R™ una funcién tal que existe ¢ € (0,1) con
le(v) — gl < ¢lly— x|

Define f(x) = x+ g(x) en B,(0) entonces

(I=c)[x =yl <[l G) = F Wl

En particular f es inyectiva. Ademads, si g(0) = 0 entonces

B(l—c)r(o) - f(BF(O)) - B(H—c)r(o)

Demostracion. Las desigualdad queda como ejercicio al lector. Veamos que f es inyectiva, su-
pongamos que £(x) = () entonces g(x) — g(y) = y — x, entonces [[g(x) — ()| < c v, es
decir (1 —c¢)|Jx—y|| <0, pero 0 < 1 — ¢ entonces ||x—y|| = 0, es decir x = y. Ahora solo res-
ta ver que B(;_.),(0) C f(B,(0)). Seay € B(1_),(0), define F(x) = y — g(x) como una funcién
F: B,(0) — B,(0), notemos que para cada x € B,(0), se tiene

IE < Iyl +lle@)] < (1 =c)r+lglx) =gO)| < (I —c)rtre=r

Entonces F esté bien definido, ademas notemos que ||[F(x) — F(X')|| = ||lg(x') —g(x)|| < ||’ — x|,
obteniendo una contraccién y por el teorema del punto fijo (4.1.5) existe x tal que x =y — g(x), es
decir f(x) =y, completando la prueba. |

4.1.1. Prueba del teorema de la funcion inversa.

Demostracion. Basta probar el casoa =0,b = f(a) =0y f'(0) = I. Definamos g(x) = f(x) —I(x),
usando el teorema del valor medio aplicado a la funcién & (r) = g(x+1¢(y —x)) dice que

lg() =gl < [ly—x]| sup [|&"(1)]]
0<r<1
como g’(0) =0y ¢’ es continuo, entonces existe una r tal que

1g(y) —g(x)|| <27 ly—x]|, Vx,y € Bo(r)

Por (4.1.6) se tiene que f es inyectiva en By(r) y que Bo(R/2) C f(Bo(r)), entonces, si U :=
Bo(r) N f~1(Bo(r/2)) y v:= Bo(r/2) entonces la funcién restringida

f:Uu—=Vv

es una biyeccién y por tanto tiene una inversa f~': V — U. Basta ver que f~' es de clase C!. Sea
h:= f~!, A := Df(x) la matriz de representacién de la derivada. Para x = g(y), podemos escribir

h(y+k)=x+s< f(x+s)=y+k

entonces
ls =kl = [lf (e +s = f(x) =) < sl /2
y entonces ||s|| /2 < ||k||. Entonces
[0y +K) = h(y) = A7 k]| = [ = AT (flat5) = f@))[| < a7 lAs — fe+5) + F )

Cuando k — 0, tenemos que &7 — 0y ||A|| / ||k|| estéd acotado. Por lo tanto g es diferenciable en y y
derivada continua. |
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4.1.2. Aplicaciones.

Empecemos con una pequeiia aplicacién.

m Ejemplo 4.2 Sea F: ACR? — Ry s ImF, definimos L; C R? la curva de nivel en s, (xo,yo) € A
tal que dyF (xo,yo) 7# 0. Nuestro objetivo es mostrar que en efecto una curva diferenciable. Por el
teorema de la funcién implicita (4.1.1) existe:

1. Un abierto xo € U C R.

2. f: U — R continuamente diferenciable tal que

a) f(xo) =

D) F(x f(x)) =sparatodax € U.
O F (x0.,y

¢) dx (X()) %;Exg ;3;

Permitiendo construir ¥, y,): U — L, como sigue ¥y, y,)(t) = (¢, f(¢)), que es diferenciable y
Yo ® = (1.F(0).

Por otro lado, sea H: A — R x R definido como H (x,y) = (f(x,y),x), entonces

DH(XO7yO) _ <(9xf()i07y0) ayf(?)())i()))

es una matriz de rango 2, obteniendo que existe una inversa G: V x W C R2 — U’ C A dado
G = (G1,G,) tal que

GOH(xvy):(xvy) = (G](F(X7y),y),Gz(F()C,y),y))):(X,y)
HoG(a,b) = (a,b) = (f(Gi(a,b),Gz(a,b)),Ga(a,b))= (a,b)

De alli G; es la proyeccion e la segunda entrada, obteniendo

(Gl( ( )7)7),}7) ( y)
(f(Gl((l b),b),b) ( b):>x_G1( (7y)7y>

obteniendo que
g: W — LNU
t — Gi(s,1)

es una funcién continuamente diferenciable con la propiedad

gy)=xs flx)=
obteniendo un homeomorfismo W — L,NU’ C L, n

Las técnicas discutidas en el ejemplo anterior se pueden formalizar como sigue.

Definicién 4.1.2 — Subvariedad k-dimensional. Un conjunto M C R” es llamado subvariedad
k-dimensional de R" si para todo xp € M existe una vecindad abierta Q de xo € R” y una funcion
continuamente diferenciable f: Q C R" — R"* tal que:

MNQ=f1({0}), rankDf(x) =n—k, ¥x e MNQ

Definicién 4.1.3 — Grafica de una funcién. Sea f: A — B una funcion, denotamos G :=
{(x,f(x)) € Ax B| x € A} a dicho conjunto lo denotamos como la gréfica de la funcién f.

El siguiente resultado muestra que las subvariedades k-dimensionales son localmente graficas de
funciones locales.

Son equivalentes:
1. M es una subvariedad k-dimensional de R”.
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2. Para todo xp € M, escribimos xo = (yg,z0) con yg € Rk yz0 € R"~* entonces existen:
a) Abiertos yg € U CRF. 7o € V C R**
b) Una funcién continuamente diferenciable g: U — V.
Tales que g(yo) =20 y M N (U xV) = G,.

Sea M, := {(a,b,c)|a* + b* +c* = t}, muestra que para toda ¢ > 0 los conjuntos
M, son subvariedades 2-dimensionales, para t = 0 es una subvariedad O-dimensional y ¢ < O son
conjuntos vacios.

Este resultado es intrinseco, es decir, depende del espacio ambiente R". Existe una manera para
definir variedades diferenciables, pero la definicién abstracta queda fuera de estas notas. Sin
embargo presentaremos una idea de como construir dichas variedades con los siguientes ejemplos.

» Ejemplo 4.3 Sea V un espacio vectorial real de dimension n. Fija una base 3, este induce un
isomorfismo R-lineal 7: V — R”" que depende de la base. De esta manera podemos definir una
topologia en V como sigue:

s U CV es abierto si y sélamente si 7(U) C R” es un abierto con la topologia usual.
De esta manera decimos que V tiene una estructura de variedad diferenciable, pues para cada punto
v € V y cada abierto v € U la funcién 7|y : U — T(U) es un homeomorfismo tal que si v € U’ es
otro abierto, entonces la funcién:

Tly)™! Tl
T|y(UNU") T’ gy L, Ty (UNU")

es la restriccion de la funcién identidad y por tanto diferenciable. Estableciendo una estructura a V
como una variedad diferenciable de dimensién #. "

= Ejemplo 4.4 Siguiendo el ejemplo anterior, tenemos que V = M,,,.,(R) es una variedad dife-
renciable de dimensién n?. En algebra lineal se demuestra que existe un invariante importante
denominada invariante, donde asigna a cada matriz A un ndmero real detA € R, entonces se puede
ver como una funcién

det: V>R

Por simplicidad en las cuentas, se escoge 3 la base estandar ordenada de las matrices, construyendo
el isomorfismo R-lineal T: V — R, de esta manera, por la férmula de Leibniz para el determinante,
se tiene que la funcién f = deto7~': R"™ — R es una funcién polinomial irreducible, por lo tanto
una funcién continuamente diferenciable. Entonces:
1. M = f~'(R—{0}) es un abierto disconexo en R" y por (4.1.7) M es una subvariedad de
dimensién n2, induciendo a GL(n) = M una estructura de variedad diferenciable de dimensién
n?.
2. M = f~'({£1}) es una subvariedad cerrada diferenciable de dimensién n(n —1)/2, por

tanto SO(n) es una variedad diferenciable de dimensién n(n—1)/2.

4.2. Multiplicadores de Lagrange.
En esta seccidn estudiaremos problemas de optimizacion para funciones de la forma f: D C

R"” — R, por (3.7.4) obtenemos que existe una 7 € (0, 1) tal que paratoda H € R" tal que P+tH € D
entonces

f(P+H) :f(P)—I-Vf(P)-H—l-%HTHf(P)H+(H-V)3f(P+TH) 4.1
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Donde V£ es la gradiente y H f la hessiana de f. Deseamos estudiar la optimizacién utilizando el
espacio tangente Ty (p)S.

Sea f: R" — R™ continuamente diferenciable en a y Df(x) = 0 en una vecindad
abierta U de a entonces f|y(x) es constante.

Demostracion. Por el teorema de valor medio para varias variables (3.5.3 tenemos

1
Fla+h) - fla) = (/0 Df(x—l—th)dt) h
entonces en la vecindad abierta U de a tenemos f(a+h) = f(a). [ ]
Definicion 4.2.1 — Punto Extremo. Sea f: D C R" — R diferenciable, decimos que a es
extremo si Df(a) = 0.

Una funcién puete tener un conjunto infinito de puntos extremos.

2
» Ejemplo 4.5 Sea f(x,y) = (\/x2 +y2 — a) con a > 0, entonces f es diferenciable en R? — {0},
pues en esa situacion

Vf(xvy) =2 (1 - \/)%};) (x7y)

entonces el conjunto de ceros es x*> +y> = a® en R%. "

Como el ejemplo anterior, el conjunto de ceros puede ser grande que inclusive no se requie-
ran todos para resolver un cierto problema. Muchos problemas de optimizacion de funciones
diferenciables tienen ademds una restriccion.

Caso cuadratico. Sea X = (xq,---,x,), definimos
q(x) = Z a; jXiX;
1<ij<n

Definimos B = (3 (a;; +aj;)), entonces se tiene
1. Vg(x) = (2a,-ix,- + Yo (aji+ aij)xj), entonces el dnico punto extremo es x = 0.
2. Hgq(x) := B, como B es simétrico, entonces existe D = diag(Ay,--- ,A,) tal que B = PDPT
con P ortogonal. Definamos y = P” x, obteniendo x” Bx = x” (PT)" DPTx = y' Dy.

Definicién 4.2.2 Dado f: R" — Ry x € Dom(f), decimos que x es un punto:
1. maximo local si f(x) > f(y) para toda y en alguna vecindad abierta de x.
2. minimo local si f(x) < f(y) para toda y en alguna vecidnad abierta de x.
3. silla si existen dos direcciones u,v € T,Gy tal que f(p +tu) tiene un maximo local y
f(p+1v) tiene un minimo local.

Sea g una forma cuadratica con matriz de definicion B, entonces el punto x =0
es:
1. Un minimo si B es definida positiva y A; > 0 para toda i.
2. Un méximo si B es definida positiva y A;; < O para alguna j.
3. Unsilla si B es definida negativa.

Demostracion. Ejercicio. |
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En el caso de n = 2, esta caracterizacion se puede simplificar de las siguientes observaciones. Dado

a c . . .
H= ( b> entonces su polinomio caracteristico es:
c

p(t)=1>—(a+b)t+ab—c?

Sea A la discriminante del polinémio, entonces A = (a — b)? +c* > 0, lo que significa que siempre
tiene solucidn, es decir valores propios, denotemos

M= s(atbiyfla—b2 )= ath— (b +)

Sea g(x,y) = ax? 4 2cxy + by?, entonces el punto (x,y) = (0,0) es:
1. minimo siab—c?> >0y a > 0.
2. maximo siab—c?> >0y a<0.
3. sillasiab—c?<0.

Demostracion. Vamos a probar el punto 1, el resto se sigue de manera similar. Supongamos que
(x,y) = (0,0) es minimo, entonces H es definida positiva y A; > 0, en particular implica que

a+b>1/(a—b)?+c*>0= a+b>0
por otro lado, de las hipétesis de H implica que
detH = MA, >0=ab—c*>0

obteniendo que ab > ¢* > 0, entonces

ab>0
a+b>0

Supongamos que a < 0 entonces de b > —a al multiplicar por a obtenemos ab < —a®> < 0 pero
esto es una contradiccidn, por lo tanto a > 0. [ |

4.2.1. Criterios de maximos y minimos para varias variables.

Sea f de clase C2, entonces obtenemos para cada a en el dominio y una x € Be(a) que:

fla+x) = Fla) + daf () + 33 2) +2 ] (a)

Sea f: R? — R de clase C? y a un punto critico, entonces el punto a es:
. . o2 92 o2 2 22
1. méaximo si 5~ (a)ﬁafy(a) — (ax(;fy (a)) >0y ang; (a) <O.
f P Fa 2 2 9
2. minimo si ng(a)vafy(a) - <ax({y (a)) >0y ax({x(a) > 0.

. . 32 32 32 2
3. silla si ok (a) 5 (0) — (S (@) <0.

Demostracion. Si a es un punto critico, entonces d, f = 0, obteniendo
1
flatx) = fla)+ 5daf (x,x) +2|x]| & (a,x.%)

If - ~ 2 ”
luego, sea B = (m (a)) la Hessiana en a, denominamos g(x —a) := d; f(x,x) la forma cuadrdtica
asociada. Notemos que a es un maximo para f siy sélo si a es un maximo para g, de manera similar
para el minimo, por lo que usando (4.2.3) obtenemos el resultado. |
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Figura 4.1: Gréfica de f(x,y) = 4xy — 2x> —y*

m Ejemplo 4.6 Consideremos f(x,y) = 4xy — 2x> — y*. Entonces su gradiente es
Vf(x,y) = (4y—4x,4x— 4y)
Encontrando los puntos criticos:

Vf(xvy) = (070) And (x,y) = (070)7 (17 1)7 (_17_1)

Por otro lado tenemos que su Hessiana es
—4 4
Hf(xvy): ( 4 _12)72)

detH f(x,y) = 4*(3y" — 1)

notemos que

Con esto, aplicando (4.2.4), obtenemos que:
1. Los maximos son los puntos (1,1) y (—1,—1).
2. El punto (0,0) es un punto silla.

4.2.2. Criterio de los multiplicadores de Lagrange

Empezamos con un lema importante acerca de los conjuntos de nivel
Sea f: R" — R de clase C' y L, un conjunto de nivel a, entonces si V f # 0,
este es ortogonal al conjunto L,,.

Demostracion. Sea xg € L, tal que V f(xo) # 0, entonces, este es localmente una grafica (4.1.1),
obteniendo una parametrizacién ¢ : U C R"~! — L, con b € U que satisface ¢ (b) = x. Por regla
de la cadena

(V/(x),D¢(b)) =0

obteniendo lo deseado. [ |

El problema donde los multiplicadores de Lagrange toman lugar es el siguiente

Estudiar los puntos criticos de f(x) sobre el conjunto determinado por los conjuntos de nivel
(denominados restricciones) {gx(x)};_;.
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4.3. Optimizacion por minimos cuadrados.

Consideremos el siguiente problema

Dado una coleccién finita § := {p;}7; CR""1y { f;(x)}’_; € Fun(R",R) linealmente inde-
pendientes, denotemos V := ({ fi(x )} 171> al espacio vectorial generado por dichas funciones.
Encontrar f(x) € V tal que la curva y = f(x) aproxime lo mejor posible a los datos 3

Este problema es una generalizacion a encontrar una recta y = a + bx tal que aproximen mejor los
datos, aqui V = ({1,x}}, y es conocido como interpolacién lineal. Existen diversos métodos de
aproximacion, los cuales se pueden clasificar segin el tipo de error de aproximacién que generan.
Para este problema usaremos el concepto de error cuadratico.

Error cuadratico. Dado f € V,paracadai=1,--- ,mdenotemos p; := (x;,y;) € R" x R, entonces
tenemos
yi=f(xi)+&, Vi
en notacién vectorial tenemos
V1 fxn) €
=10
Ym f(xm) En
Definicién 4.3.1 — Error cuadratico. Usando la notacion anterior, definimos el error cuadratico
de f para los datos B como
2
i f(x)
Ym f(xm)
donde d es la distancia euclidiana de R™.

En esta situacion el error cuadratico depende de f € V, pero f(x) = Y.}_, ¢ifi(x) es una combinacion
linealmente independiente (base para V), entonces el error se puede pensar como una funcién
0: R — R definido como

2
8(ct,+e0) =Y, (yz'— Y ijj(xi)>

i=1 j=1

de esta manera la interpretacién de aproximacion equivale a minimizar 8. Asi que el primer paso es

calcular Vo
EE) u
3 = 2Y —filx) (yi -y c,-f,(x,-))
Cl i=1 j=1

de esta manera, el sistema de ecuaciones g—i, Vk =1,---s se transforma en el sistema
m m S
Y vifilx) =Y, Zc,f, %) fi(xi), Yk =1,--5
i=1 i=1j=1

Podemos reformular el sistema con la siguiente notacion, dados f,g: R™ — R definimos

(f.8)p =) f(xi)g(xi)

on

I
—
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de esta manera el problema anterior, tiene la siguiente forma matricial

<f17f1>,3 <f17f8‘>ﬁ C1 <f17y>ﬁ

Vé(er, - ,05) =0 : : : :
(fo,fi)g - (o fs)p) \&s (f5:y)p

donde y(x;) = y;. Una ves determinado los puntos extremos, debemos usar (4.2.4) para el caso
general. Primero, notemos

026 i
derde = Zka(xi)ft(Xi) = 2<fk,f,>3, Vkt=1,---,s

i=1

Cuando s = 2 tenemos la hessiana en cualquier (c1,c;) es

_ (U fp (i fa)p
Ho = <<f17f2>ﬁ <f2,f2)3>

cuyo determinante es
detHS = (f1, f1)p(f2, /2)p — <f1,f2>%

Luego, uno puede usar el argumento de Cauchy-Swartz (1.2.1), ya que (f,g)p es un producto
interior en Fun(R",R), obteniendo
detHé >0

donde la igualdad ocurre si f; = f>. Por otro lado (f1, f1)g > 0, entonces por (4.2.4) tenemos

Dado una coleccién finita 8 := {p;}7;, SRy {fi(x)}_, C Fun(R",R),
entonces existen ¢y, - - ,¢s € R tal que la funcién

fx) = icffi(x)

se aproxima mejor, por error cuadratico. M4s atn,las c¢; satisfacen la ecuacién lineal

<f17f1>ﬁ <f]7fs>,3 C1 <f17y>ﬁ

(fs;fp - (fofo)p) \Cs (fs;)

4.4. Ecuaciones diferenciales ordinarias exactas.

En esta seccién trataremos un problema muy particular pero muy {itil en la solucién de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias. Para motivar el concepto de exactitud, Sea u: D C R2 — R diferencia-
ble, tal que en el conjunto de nivel

ux,y) =0
Entonces por el Teo. de la Funcién Implicita (4.1.1), u es localmente la grafica de una funcién. Esto
motiva a pensar si existe una parametrizacion a dicha curva de nivel ¥(¢) = (x(¢),y(¢)). En dicha
situacion
u(x(t),y(t)) =0
Derivando
uu-x' (1) +dyu-y' (1) =0
A nivel de 1-formas diferenciales
Oxudx + dyvdy =0
Si ademds, u es C2, tenemos

dy(Okut) = 8y2xu = ﬁxzyu = d(dyu)
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Definicién 4.4.1 — Ecuaciones Diferenciales Exactas. Una ecuacion diferencial exacta es una
ecuacion de la forma
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0

tal que
IM(x,y) = AN (x,y)
Resolviendo ecuaciones exactas: Dado una ecuacidn exacta
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0

Los pasos a resolver son:
1. Supones una u: D C R? — R tal que

u=M
du=N
2. Integras la primera ecuacién con respecto a x, obteniendo

u:/de+f(y)

3. Derivas parcialmente con respecto a y y lo comparas con la segunda ecuacion
N = dyu =0, / Mdx+ f'(y)

Resuelve para encontrar f(y).
4. La solucién (implicita) estd en la familia de curvas de nivel

u(x,y)=C,CeR

Resolver
(y+2xe’)dx+x(1+xey)dy 0.
. (y—y*)dx+xdy=0.
. (2 y+y+l)dx+x(1+x )dy 0.
. (3x%y +8xy?)dx + (x> 4 8x%y + 12y?)dy = 0.

A W =

Vamos a aplicar esta técnica para resolver un tipo de ecuaciénes diferenciales denominadas ho-
mogéneas.

Definicién 4.4.2 — Funciones Homogéneas. Una funcién f(x,y) se llama homogénea de grado
d si

flexy) =19 f(x,y)
Considera la ecuacion (no necesariamente exacta), con M, N homogénea del mismo grado n,
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0

Entonces
X'M(1,y/x)dx+x"N(1,y/x)dy =0

Sea y = xv, aplicando cambio de variable

X'(M(1,v) +vN(1,v))dx+x""IN(1,v)dv =0
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Reescribiendolo como | Nl
Zdx+ Lv) 4o
x M(1,v) +vN(1,v)

y esta ecuacion es exacta, por lo cual podemos resolver la ecuacidon y obtener la solucidon implicita.

m Ejemplo 4.7 Al resolver
) 2 4 xy+ y?
Yy =7

, X#£0

La transformacion y = xv simplifica en
xv =142
Obteniendo la solucién implicita.

tan~!(y/x) = In(cx), Ve € R
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Capitulo 5

Integracion en varias variables

5.1. Integral de Riemann en Rectingulos.

Vamos a empezar con notacién importante:

1. Un rectangulo en R” es un conjunto de la forma R := [a;,b;] X [az,b2] X -+ - [an, by).
2. Dado R un rectdngulo en R" definimos su volumen como

3. Una particion de R consiste en una familia de subconjuntos de R construidos de la siguiente
forma: A .

a) Paracadai=1,---,n tomemos una particién del intervalo x(()l) =a; < xgl)
xg) = b;. Al conjunto lo denotamos &; := Z(|a;, b;)).

b) Construimos & := P X P, X --- x &, denominado la particion de R.

¢) Definimos un rectdngulo Ry tal que sus vértices son elementos de & y |[R;N Z| =4. A
la coleccién de dichos rectdngulos asociado a la particién de R lo denotaremos como
Fp.

Notemos que R es un punto si y s6lo si V(R) =0.

Definicién 5.1.1 — Refinamiento de particiones. Sean & y 2 dos particiones de R, decimos
que 2 refinaa & siparacadai=1,--- ,n se tiene &; C 2;. En esta situacién lo denotamos

como ¥ < 2.

Tenemos el siguiente resultado fundamental que describe el comportamiento de las particiones y su
refinamiento.

— . Fijemos R C R" un rectdngulo de volumen no cero y sea Part(R) el conjunto
de todas las particiones de R, entonces:
1. Part(R) junto al 6rden definido en (5.1.1) es un conjunto parcialmente ordenado con
elemento minimo {a;,b; } X -+ X {ay, by}
2. Part(R) es una reticula, donde para cada &2, 2 € Part(R)
a) sup(Z,2) es laparticion .7 = .7 X --- X .7, tal que . = Z; U 2;.
b) inf(2,2) es la particion & = .| X - -+ X S, tal que ./ = N2,

Nuestro objetivo es generalizar la construccion de Integral de Riemann en varias variables empe-
zando por aproximar la integral de funciones f: R C R"” — R.
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Sea R un rectangulo y &7 € Part(R), entonces

V(R)= Y v(S5)
SeZ»

Definicion 5.1.2 — Suma de Riemann. Sea f: R C R” — R una funcién y & € Part(R),
definimos
1. La suma de Riemann superior como

S(f,2) =) Mgv(S)

donde My := sup{ f(x)| x € S}.
2. La suma de Riemann inferior como

S(f,2) =Y msv(S)

SEF
donde mg := inf{ f(x)| x € S}.

— Propiedades de las sumas de Riemann. Sea f: R C R" — R una funcion,
las siguientes afirmaciones son vélidas:
1. Para cada particién &2, se tiene S(f, 2) < S(f, P).
2. Si & < 2 entonces:
@) S(f,2) <S(f,2).
b) S(f.2) <S(f,2).

Definicion 5.1.3 — Integral de Riemann superior e inferior. Sea f: R C R” — R una funcidn,
definimos
1. La integral de Riemann inferior como

inf/Rf:: sup{S(f, )| & € Part(R)}.
2. Laintegral de Riemann superior como
sup/Rf :=inf{S(f, P)| & € Part(R)}.
Notemos que gracias a (5.1.2) se tiene
inf/Rf < supl’gff

» Ejemplo 5.1 SeaA =10,1] x [0,1]NQ y definimos f: [0,1] x [0,1] — R como f(x) = xa(x),
entonces inf [ f =0 < supinfg f = 1. .
Notemos que los valores supremos e infimos existen cuando f es acotada.

Definicion 5.1.4 — Funciones Riemann integrables. Sea f: R — R una funcién acotada,
decimos que f es Riemann integrable sobre R si

inf/Rf:sup/Rf

a dicho valor se le denotard como [y f.
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— Primera caracterizaciéon de funciones Riemann integrables. Sea f: R C
R" — R acotada. Entonces, f es Riemann integrable sobre R si y sélo si para toda € > 0 existe
una particion &2 de R tal que

S(f,2)-S(f,2) <e.

Si f: R — R es continua entonces f es Riemann integrable.

— Propiedad topolégica de las funciones integrables. Sea f: R — R Riemann
integrable, entonces existe xo € inf(R) tal que f es continua en xp. Mds atn e conjunto de
discontinuidades tiene interior vacio.

— Propiedades de funciones integrables. Sean f,g: R — R funciones integra-
bles, son validas:
f+gesintegrable y [y(f +8) = fuf+ fys.
Para cada c € R, ¢f es integrable y [p(cf) =c [ f.
fg es integrable sobre R.
Si f > 0 sobre R, entonces [, f > 0.
Si f < g sobre R, entonces [ f < [rg.
] es integrable sobre Ry |[f /1 < fe /I

Sea f: R — R integrable sobre R, las siguientes afirmaciones son vélidas:
1. Si para toda x € R, f(x) > 0, existe xo € R tal que f es continua con f(xp) > 0 entonces

Jrf>0.
2. Siparatodax € R, f(x) > 0, entonces [, f > 0.

A e

Sea f: R C R" — [a,b] C R integrable y h: [a,b] — R continua, entonces
ho f: R — R es integrable.

— Teorema del valor medio para integrales sobre rectangulos. Sean f,g: R —
R funciones con f continua y g integrable sobre R. Las siguientes afirmaciones son validas:
1. Existe h € R tal que [ f = f(h)V(R).
2. Si g > 0en R entonces existe h € R tal que [, fg = f(h) [z g

5.2. Conjuntos Jordan medibles.

Sea X un conjunto, tenemos una biyeccion

Z(X) — Fun(X,{0,1})
A — XA

donde ya(x) =1six€ Ay xa(x) =0 si x ¢ A, a esta funcién se le denomina indicador del
subconjunto A.

— Propiedades de la funcién indicador. Para cada conjunto X, pensando
{0,1} C R, tenemos las siguientes afirmaciones:
1. xa=0siysolosiA=0.
2. SiA,B C X entonces son validos:
a) SiA C Bentonces x4 < xp como funciones.
b) Si ANB = entonces Yaup = XA + XB-
€) XAuB = XA+ XB— XAnB-
d) XarB = XaXs-
e) Xx-a=1—Xa
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3. Si f: X =Y es una funcidn, entonces el siguiente diagrama de funciones es comutativo

P(Y) —— Fun(Y,{0,1})

7| |-or

P(X) —=— Fun(X,{0,1})
es decir, para cada subconjunto S C Y entonces
Xsof = Xp-1(s)-

Definicién 5.2.1 — Conjunto Jordan medible. Sea A C R" decimos que A es Jordan medible
si existe un rectangulo R C R” tal que

1. ACR.

2. xa: R — R es Riemann integrable
Si A es Jordan medible, definimos su medida como

V(A) ::/RXA.

Si A C R" es Jordan medible, entonces la medida v(A) no depende del rectangulo
escogido. Es decir, si R, R’ son rectéangulos tales que A C Ry A C R’ entonces:
1. xa: R — Resintegrable siy sélo si ya: R — R es integrable.

— Ejemplos de conjuntos Jordan-medibles. Las siguientes afirmaciones son
validas:
1. Todos los rectangulos son Jordan-medibles.

2. Para todo conjunto A que es Jordan-medible v(A) > 0.
3. v(0)=0.
4. SiAy,---,A, son conjuntos Jordan medibles disjuntos entonces |J!_; A, es Jordan medible y

% (UA,I> = i‘{v(An).
i=1 i=

5. Si A, B son Jordan medibles entonces A N B es Jordan medible.
6. SiA,B son Jordan medibles entonces AUB lo es 'y

V(AUB) =vVv(A)+Vv(B)—V(ANB).

7. Si A es Jordan medible, para cada rectdngulo R tal que A C R entonces R — A es Jordan
medible.

— Caracterizacion de conjuntos Jordan-medibles. Sea A C R” acotado. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes
1. A es Jordan-medible.
2. Paratoda € > 0 existen Ry, - - - , Ry rectdngulos tales que:
a) FI’(A) CRIU---URy.
b) Y m(R) <e.
3. El conjunto Fr(A) es Jordan-medible y v(Fr(A)) = 0.
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— Conjuntos de medida cero. Sea A C R" acotado. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes
1. A es Jordan-medible y v(A) = 0.
2. Paratoda € > 0 existen Ry, - - - , Ry rectdngulos tales que:
a) ACRIU---URy.
b) Y m(R) <e.

Sea f: R C R" — R una funcién acotada. Si el conjunto de discontinuidades de
f en R es Jordan-medible y de medida cero entonces f es integrable.

Definicién 5.2.2 — Integral sobre conjuntos acotados.. Sea f: A C R" — R una funcién
acotada sobre un conjunto acotado A. Decimos que f es integrable sobre A si existe un rectdngulo
A CRtalque fxys: R— R esintegrable sobre R, ademas

1= [ 12

Aqui cabe mencionar que si f: A C R" — R es una funcién acotada, lo extendemos naturalmente a
f: R" — R como sigue f(x) =xsix e R"—A.

La integral de la definicién (5.2.2) no depende de la eleccion del rectangulo.

Sea f: A — R" acotada sobre un conjunto Jordan medible A. Si el conjunto
de discontinuidades de f sobre A es un conjunto Jordan medible y de medida cero entonces f es
integrable sobre A.

Si f: AUB — R es integrable sobre A y sobre B entonces f es integrable sobre

ANByAUB, ademés
| or=[refr=[ r
AUB A B ANB

— Propiedades de integrales sobre conjuntos acotados. Sean f,g: A — R

funciones acotadas, entonces son validos:

1. Si f es continua entonces f es integrable.
f+gesintegrabley [,(f+8) = [, f+ 48
Para cada c € R, ¢f es integrable y [,(cf) =c [, f.
fg es integrable sobre A.
Si f > 0 sobre A, entonces [, f > 0.
Si f < g sobre A, entonces [, f < [, g.

1£1] es integrable sobre Ay || [y fI| < [y II£1-

Nk W

— Teorema del valor medio para integrales. Sean f,g: A — R funciones con
f continua y g integrable sobre A. Las siguientes afirmaciones son vélidas:
1. Existe h € A tal que [, f = f(h)V(A).
2. Si g > 0en R entonces existe h € A tal que [, fg = f(h) [, 8.

5.3. Teoremas importantes de integracion en varias variables.

5.3.1. Teorema de Fubini.

El siguiente teorema permite calcular ciertas integrales de varias variables como integrales
iteradas. Sea R := [a;,b;] X [az,b2] X -+ X [an,by] € R un rectangulo y f: R — R acotado. Para
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cadai=1,---,n fijo aleatorio, tenemos la biyeccién

Fun(R,R) = Fun([al,bl] X [a,;l,b,;ﬂ X [ai+1,b,’+1] XKoo [an,bn],Fun([ai,bi],R))
f © ¥ = (fy: ai,bi] = R)

donde a cada § = (y1,y2,- - ,Yi—1,Yi,"** ,¥n), la funcién f;: [a;,b;] — R es definido como

f)?(x) = f(y17 3 YVi—1,%,Yit1, 7yn)
Por simplicidad, denotamos R; := [a;,b;]| X [ai—1,bi—1] X [@it1,bis1] X -+ |[an, by)

— Teorema de Fubini. Usando la notacion anterior, si f es integrable sobre R
entonces las funciones de R; X - - - [a,, b,] — R definidos

Psup(¥) = sup f[ai,b,-] fs(x)dx
Pint(§) = nf [, 5 f5(x)dx

son integrables sobre R; y ademds
/f:/ ¢sup:/ ¢1’nf
R R; R;

En particular obtenemos

Corolario 5.3.2 Sea f : [a},b1] X [az,b2] — R continua, entonces

by by by by
/ r= " [ resyaras= [ [7 pwyasay
[a1,b1]%[az,b7] ay Ja a Ja

Esto se puede generalizar sobre varias variables mayores a 2.

5.3.2. Teorema de Cambio de Variable.

— Teorema de Cambio de Variable. Sea A CR”, f: A — R continua en A,
g: Q CR" — R" de clase C! en Q y B C Q Jordan-medible tal que c/(B) C Q. Si
1. gesinyectiva en casi B.
2. det(Dg(x)) # 0 para casi toda x € B.

3. g(B) =A.
Entonces A es Jordan medible y

J.£= [(ro8)ldetDe]

5.4. Algunas aplicaciones.

5.4.1. Centro de masa.

5.4.2. Integral de Riemann-Stieltjes y Probabilidad en variables aleatorias conti-
nuas.
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Calculo vectorial en variedades.

6.1.
6.2.
6.3.

6.3.1.
6.3.2.
6.3.3.
6.34.
6.3.5.

6.4.

6.4.1.
6.4.2.
6.4.3.

Interpretaciones de Campos Vectoriales.
Espacio tangente y conceptos del algebra multilineal.

Formas diferenciales en dimensiones bajas.

Gradiente de un campo vectorial

Operador estrella de Hodge y Campos vectoriales.
Volumen.

Rotacional.

Divergencia.
Integral sobre curvas y superficies.

Integracion escalar.
Integracion sobre campos vectoriales y sus diferentes presentaciones.

Integracion y frontera geométrica.
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Teoremas de Integracion y aplicaciones

7.1.
7.2
7.3.
74.
7.5.
7.6.
7.7.

Teorema fundamental para curvas.

Caso Plano: Teorema de Green.

Caso Tridimensional: Teorema de Stokes.

Teorema de la divergencia y sus interpretaciones.

Aplicacion 1: Electromagnetismo.

Aplicacion 2: Mecanica de Fluidos, Ecuacion de Navier-Stokes.

Aplicacion 3: Generalizaciones de la Regla de Integral de Leibniz
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Capitulo 8

Transformadas de Fourier.

8.1.
8.2.
8.3.
8.4.
8.5.
8.6.

Convergencia de funciones.

Convoluciones y sus interpretaciones.

La transformada de Fourier y su convergencia.
Aplicaciones de la transformada de Fourier.
La trasnformada de Laplace.

Aplicaciones de la transformada de Laplace.
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Apéndice A

Notas sobre Algebra Lineal

Estas notas se especializaran para espacios vectoriales sobre R, sin embargo mucho de lo
discutido aqui, se puede extender a campos arbitrarios o campos totalmente ordenados (en el caso
del producto interior), con sus debidos cuidados.

Definicién A.0.1 — Espacio vectorial. Un espacio vectorial sobre R consiste en un conjunto V,
dotado de una operacidn interna llamado suma +: V X V — V y una operacidén externa llamado
multiplicacién escalar -: R x V — V tal que satisfacen las siguientes propiedades, para toda
vww,z€Vytodad,k €R:

Lv+(w+z)=v+w)+z.

2. Existeunelemento 0 € V talque v+0=v=0+4v.

3. Paracadav eV existe —v eV tal que v+ (—v) =0 = (—v) +v.

4. v+w=w-+v.

5. Ax(k*v) = (AK)v.

6. A(v+w)=2Av+Aw.

7. (K+A)y=xKv+Av.

8. 1xv=w.
m Ejemplo A.1 R" con las operaciones usuales. m
= Ejemplo A.2 Si X es un conjunto, V = Fun(X,R) junto a las operaciones usuales. "
» Ejemplo A.3 M, (R). "
m Ejemplo A.4 Rix]:={ap+aix+---+anx"| ap, - ,a, € R} .

Definicion A.0.2 — Funciones lineales. Sean V,W dos espacios vectoriales, una funcion

f:V — W es lineal si:
1. Paratodav,w €V, se cumple f(v+w) = f(v)+ f(w).
2. ParatodaA € Ryv eV se cumple f(Av) = Af(v)

Sean V, W dos espacios vectoriales y una funcién f: V — W. Muestra que son
equivalentes:
1. f es lineal.
2. fsatisface paratodav,w € Vytodad € R, f(v+Aw) = f(v)+Af(w).

Si V, W son espacios vectoriales, entonces el conjunto de las funciones lineales
Homp, (V,W) es un espacio vectorial.

77
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Definicién A.0.3 — Subespacio. Sea W C V y V un espacio vectorial, decimos que W es un
subespacio vectorial si:

I.0ew.

2. Paratoda A € Ry v,w € W entonces v+Aw e W

» Ejemplo A.5 SiV es un espacio vectorial, entonces Homg (V,R) C Fun(V,R) es un subespacio
vectorial. .

A.1. Bases y Funciones lineales.

Definicion A.1.1 — Subespacio generador. Sea S C V, entonces, definimos el subespacio
generado por §
n
<S> = {Zlkvk] A,k eK,vieS, ne N}
k=1
En otras palabras, el subespacio generador es simplemente todas las combinaciones lineales posibles

con los elementos de S.

= Ejemplo A.6 Si V = R? entonces:

Notemos que es posible encontrar conjuntos distintos que generan el mismo espacio vectorial.
Una pregunta natural ;Que propiedades debe tener un conjunto de tal manera de que cada elemento
sea importante para generar dicho conjunto?.

Sea § C V entonces son equivalentes:
1. (S) =(S—{x0}), para algin x € S.

2. Existen vy,---,v, € S tales que existen Ay, - , A, no todos cero con la propiedad:
n
Z )Lkvk =0
k=1
Demostracion. Si para algin xo € S se cumple que (S) = (S — {xo}), entonces existen xy,--- ,x, €

S — {xo} tales que:

X0 = ox;, o € K

n

i=1

con @; no todos cero. Conversamente, tenemos que (S — {xo }} C (S) para todo xo € S, por hipétesis,
existen vy,---,v, € S tales que existen A, - -, A, no todos cero con la propiedad:
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esto implica que para cada v € (S) tal que:

Vv=01v]+ Z /livi
V£V
entonces:
V= Z o,
veS—{v}
por lo tanto (S) = (S—{vi}). [

Definicién A.1.2 — Dependencia e Independencia Lineal. Decimos que un subconjunto S CV
es linealmente dependendiente si satisface alguna de las condiciones equivalentes de (A.1.1). En
caso contrario diremos que S es linealmente independiente.

Definicién A.1.3 — Base. Un subconjunto § C V se llama base de V si satisface las siguientes
propiedades:

1. § es linealmente independiete.

2. V={(S).

En cursos de algebra lineal, se muestra las siguientes observaciones importantes:
1. Si B CV es una base, entonces cada elemento x € V tiene Unicos coeficientes A, € R con
una tnica combinacidn lineal

x= Z apb, b casi todos cero, excepto un nimero finito de ellos.
bep

2. Todo espacio vectorial V tiene una base(No necesariamente tnica).

3. Todas las bases son equipotentes, es decir, tienen la misma cardinalidad. A esa cardinalidad
se le conoce como la dimensién de v.

4. dimgrR" = n y la base {¢;} donde ¢; = (0,---,0,1,0,---,0) es conocida como la base
estandar.

Propiedad universal de las bases. Sea V un espacio vectorial y f C V una
base, para toda funcién f: B — W, existe una tnica funcién lineal 7: V — W tal que T'|g = f.

Demostracion. Mostremos la unicidad, supongamos que 7, H: V — W son dos funciones lineales
tales que T'|g = f = H|g. Tomemos x € V entonces tiene una tinica combinacién lineal

n
X = Z o;e;
i=1
Aplicando T y la propiedad, obtenemos
n
T(x) = T Z o;e;
i=1
n n
= Y oT(e) =) 0if(e)
i=1

i=1
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Obteniendo H =T, concluyendo la unicidad. Para la existencia, defina 7: V — W como sigue:
T(x):=Y aif(e)
i=1

donde x =Y | oye; es la tinica combinacion lineal en términos de la base. Es facil ver que T estd
bien definida, es lineal y satisface las hipétesis de la proposicién. |

Algunas consecuencias interesantes de (A.1.2) son las siguientes.

Corolario A.1.3 Se tiene un isomorfismo candnico
Fun(B,R) = Homy (V,K)

mds atn, el espacio dual V* := Homg (V,K) tiene la misma dimensién que V. Mas especifica-
mente, del isomorfismo candnico, si ey, - ,e, es una base de V, sea e; : V — K la tinica funcién
K-lineal (definido por (A.1.2)) tal que ¢ (ej) = J;;, entonces e7,-- - ,e; es la base de V*.

Corolario A.1.4 Sean V,W espacios vectoriales con bases By, By respectivamente. Considere-
mos f: By — Bw una funciény Ty: V — W su funcion lineal asociada (A.1.2). Entonces:

1. Ty es isomorfismo si y solo si f es biyectiva.

2. Ty es inyectiva si y solo si f es inyectiva.

Ahora, sea V un espacio vectorial de dimensién finita (digamos n), tenemos que el isomorfismo
(pasando por el isomorfismo de A.1.4):

Ys: V— K"

Depende de la eleccion de la base. Mds especificamente, si S = {vi,--+, v, } es una base ordenada
de V, el isomorfismo esta dado como:

¥s (Z )Livi> =M, )
i=1

denominamos al valor y5(v) como la matriz (o el vector) de representacion de v en la base S.
Ahora si P = {w;}"_, es otra base de V, usando la biyeccion S = P entonces existe un isomorfismo
lineal v§’ : K" — K" construido como sigue:

1. SiY", Avi=v=Y", 6w; son sus Unicas descripciones de v en cada base. En particular
ei(l)

paracada j = 1,---,n existen Unicos escalares tales que:

3. Esto anterior usando sus matrices de representacion, definamos la matriz cuadrada A = (g;;)

como q;; := Oi(J ) y entonces se tiene:

0 o) ... e\ [
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Es decir vE(%5(v)) = vp(v).
Basta probar que es un isomorfismo.

Para todo par de bases finitas S, P en V se cumple:
Vi ovi =1Idgn = Vo vk

Para acompletar, tenemos el siguiente lema técnico.

Sea K" con la base candnica, entonces para toda funcidn lineal f: K" — K" le
corresponde una unica matriz A € M,,x,,(K) tal que para toda v € K" se cumple:

FO) =4y

Esta manera de pensar en representaciones matriciales se puede extender para todo morfismo
lineal, como sigue.

— Representaciéon matricial. Sean V,W dos espacios de dimension finita,
fijemos las bases Sy CV y Sy C W ysea f: V — W una funcion K-lineal, entonces existe una
tUnica matriz Ty cuya unica funcion lineal asociada f (v) = Ty - v satisface el siguiente diagrama
conmutativo de funciones K-lineales:

v, ko

|l

W —— K™
Yow

en donde n = dimg V y m = dimg W.

Definicion A.1.4 — Representacion matricial. Sean V,W dos espacios de dimension finita,
fijemos las bases Sy CV y Sy CW ysea f: V — W una funcién K-lineal, definimos la matriz
de representacién de f con respecto a las bases como la tinica matriz A obtenida de (A.1.6) de la
funcion lineal 77 asociada a f (A.1.7). Usualmente es denotado como

ik

— Propiedades de una representacion matricial. Sean V},V,, V3 espacios
vectoriales, con bases 31, 2, B3 respectivamente, entonces:

L. [1dy,)5 = 1dgimy-
2. Si Vi =V, entonces [Idvl]g? es la matriz de cambio de base de f3; a ;.
3. [BIEAIRE = oAl

ﬁ271 — [f_l]ﬁl.

4. Si f es invertible, entonces [f] 3

A.2. Sobre productos de espacios vectoriales

Ahora hablaremos unas técnicas particulares del dlgebra lineal que seran ttiles para entender
las demostraciones de la derivada.

— Producto de espacios vectoriales. Prueba lo siguiente; sean V, - -, V), espacios
vectoriales sobre R, entonces el conjunto V| x - - - X V,, dota de una estructura de espacio vectorial
en donde la suma y multiplicacién escalar son definidos como sigue:
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Lo(viyeoovw) F (Wi, W) = (Vi + Wi, v+ wy).
2. A, ) = (A, -, Avy).

De aqui en adelante, fijemos V1, --- ,V, los espacios vectoriales sobre Ry sea P:=V; x --- x V, el
producto de espacios vectoriales segiin el ejercicio anterior, definimos:

T P — V;
(Vla"'avn) — Vi

esta funcién es denominada i-ésima proyeccion coordenada. También definimos

u; V, — P
Vi — (07"',\/1',"',0)

esta funcion es denominada i-ésima inclusion coordenada.

— Propiedades de las proyecciones e inclusiones. Usando la notacion anterior
prueba lo siguiente:
1. Cada m; y u; son funciones R-lineales.

2. Tiu; = 5,']'.
3. Idp = Z?:] U;m;.
4. SiIR=V,=---=V, ysea{e ", la base estandar, entonces e; = 7;.

Técnica de las funcionales Gracias a las propiedades 2 y 3 del ejercicio (A.4), se puede ca-
racterizar el estudio de funciones lineales sobre el producto de espacios vectoriales. Fijemos
V.Wi,W,,--- W, espacios vectoriales y sea F': V — P lineal, entonces

F = IdpoF

n
i=1
n
= Zuj(n'joF)
i=1

Denotemos f; := mjo F: V — W, y las denominaremos como componentes funcionales de F. Esto
permite construir una funcién

a: Homg (V,P) — [I-,Homg (V,W,)
F — (fla"'vfn)

que es R-lineal y tiene una inversa
B: TII.,Homg (V,W;) — Homg (V,P)
(81,7 +&n) = Ll uig
Obteniendo un isomorfismo
n
[ [Homg (V,W;) = Hom (V, P)
i=1

En particular nos dice que toda funcién lineal F estd completamente caracterizada por sus funcio-
nales f;.
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— Tecnica de las funcionales. Sean (V,fyv), (Wi, 1), -, (W, %), parejas de
espacios vectoriales de dimension finita con su respectiva base. Entonces:
1. y:=U~; ui(y) es una base del producto P.
2. Si F: V — P es lineal, entonces

F1, = (LAIR -+ 1A%

A.3. Producto interior y teorema de Representacion de Riez.

Definicién A.3.1 — Producto Interior. Un producto interior de V es una funciéon b: V xV — R

tal que:
1. b es bilineal, es decir, satisface
b(ajvi +va,w) = aib(vy,w)+b(va,w)
b(viaywy +wp) = ab(v,wy) +b(v,wy).

2. Sib(v,v) =0 entonces v = 0.
3. b es simétrica, es decir b(v,w) = b(w,v).
4. b es definida positivamente, es decir para toda x € V entonces b(x,x) > 0

» Ejemplo A.7 Definimos en R” con una base {ej,---,e,} la siguiente funcion bilineal
n n n
<Z ke, Z Brex) = Z P
k=1 k=1 k=1

entonces este es un producto interior. "

Tenemos los isomorfismos naturales:

< : Lg(V,W;K) — Homg (V,Homg (W,K)),
# . Lg(V,W;K)— Homg (W,Homg (W,K))

Definicion A.3.2 — Tipo de forma bilineal. Sea b: V x W — K una forma bilineal decimos
que b es:

1. No degeneradoen V si L, = 0.

2. No degenerado en W si R, = 0.

3. Un pareo perfecto si by y by son isomorfismos.

Observemos que:
1. Decir que b es no degenerado en V es equivalente a pedir la siguiente propiedad: Siv € V es
tal que b(v,w) = 0 para toda w € W, entonces v = 0.
2. Decir que by es sobreyectiva, es equivalente a pedir que para toda f: W — K K-lineal, existe
un vector v € V tal que
fw)=bv,w), \wew

Si f: V — W es una funcién lineal inyectiva con dimV = dimW entonces f es
isomorfismo.

Demostracion. Sea B C 'V una base, entonces por inyectividad, se tiene que y:= f() C W es un
conjunto linealmente independiente de la misma cardinalidad que 8, pero dimW = dimV, entonces
Y es una base de W, obteniendo que f|g: 8 — 7 es una biyeccion entre bases y por (A.1.4), entonces
f es isomorfismo. |
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Corolario A.3.2 Si b: V xV — R es una forma bilineal simetrica no degenerada, con V de
dimension finita, entonces b es un pareo perfecto.

Sib:V xV — R es un producto interior (A.3.1) y dimV < o entonces b es un
pareo perfecto.

Demostracion. Sea v € kerby entonces b(v,w) = 0 para toda w € V, en particular b(v,v) = 0,
entonces por definicién (A.3.1) obtenemos que v = 0, por lo tanto b es simétrico no degenerado y
como dimV < oo entonces b es pareo perfecto. |

Una consecuencia directa es el teorema de Riez

— Teorema de Riez de dimension finita.. Si b es un producto interior, entonces
para toda funcion lineal f: V — R existe un tnico vy € V tal que:

f(x) =b(vs,x)

Una manera prictica para encontrar vy, seria:
1. Construye una base ortonormal con respecto a b, digamos {e;}} ;.
2. Define vy :=Y1 | f(e)e;.

A.4. Diagonalizacion y formas bilineales

Definicion A.4.1 — Valor propio y vector propio. Sea T: V — V una funcién K-lineal, si
existe A € KyveV —{0} tal que

T(v)=Av
entonces decimos que:

1. A es valor propio.
2. v es vector propio asociado a A.

Tenemos que son equivalentes:
1. T(v)=Av.
2. (T —Aldy)(v) =0.
3. ker(T —Aldy) #0.
Y cuando dimg V es finita, todo lo anterior es equivalente a decir

det(T -2 Idv) =0

Definicion A.4.2 — Polinomio caracteristico. Sea T: V — V una funcién K-lineal, entonces
definimos el polinomio caracteristico como:

XT(I‘) = det|[T] —tldv‘

Esta definicion no depende de la base en V, puse si T = A = PBP~!, entonces de las siguientes
igualdades

det|A —t1dy | =det|PBP~! —tPP!|=det|P(B—t1dy)P~'| = det|P|det|[B—tIdy | (det|P|) "' = det|B—r1dy |

se sigue que x(¢) no depende de la matriz [T] obtenida al escoger una base. El polinomio carac-
teristico tiene como principal objetivo, encontrar todos los valores propios de 7', calculando sus
ceros. Es decir:
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s 1 = A es valor propio de T siy sélo si y7(A) =0.

1 00
m Ejemplo A.8 ConsideraA= [0 1 0 |,entonces y7(t) = (t —1)?>(t —4) por tanto 4, 1 son los
0 0 4

Unicos valores propios. "

Una funcién T: V — V es diagonalizable si existe una base § C V tal que [T]g es una matriz
diagonal. En algebra lineal, uno de los temas principales es estudiar formas canonicas, es decir
factorizaciones de V en funcion de T, por ejemplo si una matriz es diagonalizable se puede ver que
la base 3 consiste en vectores propios asociados a cada valor propio, por tanto puedes descomponer
V en términos de sus vectores propios (A este resultado suele ser un caso particular del Teorema
espectral).

Definicién A.4.3 — Matriz asociada a una forma bilineal. Sea b: V xV — K una forma
bilineal, y B C V una base, definimos la matriz asociada a la forma bilineal (con respecto a la
base ) como la matriz

B:= (b<€i7ej))e,',ej'eﬁ

De esta manera para toda x,y € V escrito en base 3, se satisface
T
b(x,y) =x" By

= Ejemplo A.9 Consideremos b: K> x K*> — K definido como
X
b y|,|b =xa-+xc—+zc
Z
entonces su matriz asociada con respecto a su base estdndar es

B—

S O =
o O O
—_— O

Toda matriz B asociada a una forma bilineal b simétrica es diagonalizable

Ahora vamos a discutir acerca de todas las formas bilineales utilizados en la geometria.

Definicién A.4.4 — Formas bilineales positivas y negativas.. Sea B € M,,,,(R) y definimos
b(x,y) = x" By: R?" — R su forma bilineal asociada a la matriz B, decimos que b es:

1. semidefinida positivamente, si b(x,x) > 0.

2. semidefinida negativamente, si b(x,x) <O0.

3. definida positivamente, si b(x,x) > 0 para toda x # 0.

4. definida negativamente, si b(x,x) < 0 para toda x > 0.

Cuando B es una matriz simétrica, por (A.4.1), existe un cambio de base B = P~'DP donde

A 0 - 0
0 & - 0
D=| . . )
0 0 - A,

mds adn la base de vectores en P = (vq|vz|---|v,) correspondiente a los valores propios, son
ortogonales con respecto al producto estandar. Para ver esto, toma A;, A; valores propios distintos
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con respecto a sus vectores propios v;,v;. Como B = BT, por ser simétrica, tenemos que
1 Bvj) =i Bvj = (Bv;)"v; = (Bvi,v))
(vi,Bvj) =v; Bvj = (Bv;)" v = (Bvi,v;
usando que son vectores propios, entonces
(vis Ajvj) = (Avi,vj)

es decir
(li—),j)@,',\/j) = O, = <V,‘,Vj> =0

Permitiendo encontrar la base de vectores propios ortogonales P, esto implica que P = P~y
entonces
B=P'DP

asi, sea B = {vy,---,v, } entonces al hacer el cambio de base u := Px, v := Py tenemos
b(x,y) = x'By = (Px)TD(Py) —uTDv

con esta nueva descripcién podemos extraer informacién acerca de b, para ello, definamos g(x) :=
b(x,x) denominado su forma cuadrética asociada, g satisface g(Ax) = Ag(x)

1. Si todos los valores propios son estrictamente positivos, entonces, g(x) > 0 para toda
x # 0. En esta situacion tenemos que los tnicos puntos donde ¢(x) = 0 son x = 0.

2. Si todos los valores propios son estrictamente positivos, entonces g(x) < 0 para toda
x # 0. En esta situacién tenemos que los tinicos puntos donde g(x) = 0 son x = 0.

3. Siel 0 es un valor propio, supongamos sin pérdida de generalidad que A; =--- = A,
con r < n'y el resto son estrictamente positivos(o negativos) entonces el conjunto de
los puntos donde g(x) = 0 es el subespacio W = (v1,---,v;).



Apéndice B
Espacios Normados

B.0.1. Sobre funciones multilineales en espacios normados.

— Bilinealidad. Existe un Gnico isomorfismo candnico entre los siguientes
espacios normados
L(V,L(W,Z)) = B(V x W,Z)

donde V, W, Z son espacios normados, L(V,L(W,Z)) el espacio de las funciones lineales continuas
y B(V x W, Z) el espacio de las funciones bilineales continuas.
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