Fiche de TD #8

Exercice 1

1. Onaﬁf

3

d’ou :

De la méme maniére :

d’ou :

On a donc :

2. On a:

s . .
— donc, en utilisant la formule d’addition du cosinus :

X

TRIGONOMETRIE

(corrigés)

On a sin (g) > 0 donc :

n(§) =y (7)) ="

On en déduit que :

. (77) 2-v2
an | — ) =
8 242
Exercice 2 On note . les ensembles de solutions. On trouve :

s T
1. .7 = kLeJZ [_Z + 2k, +2k7r}

5% T
2. F = U}—6+2k7r,—6+2k7r{

kEZ

3. S = U {—Z-l—kw,%-l—kw}

kEZ

Exercice 3 On note . chaque ensemble de solutions.

1. Soit z € R. On a :

cos(2x) = sin(z) <= 1 — 2sin(x)? = sin(z)
<= 2sin(x)? +sin(z) =1 =0

<= sin(z) = —1 ou sin(x) =

N |

= :CE—E[Q’]T]OUZE%DW]OUZ'E%[?}T]

Donc :

7= (-5 +2nz)u (5 +2mz) u (°F + 202)
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Fiche de TD #8

2. Le domaine de validité de 1'équation est R\ (g + WZ) Soit x € R\ ( + WZ) On

cos(z) + sin(x) = 1 +tan(z) <= cos(z) +sin(z) =1+ 2)1;2::))
< cos(z) — 1+ sin(x) <CO(SZC():()I;1> -0
< (cos(z) — 1) (1 + (S:;I:((?)) =0
<= cos(z) =1 ou tan(z) = —1

<= x€27rZoux6—%+7rZ

donc (les solutions obtenues appartement & Ziay) :

S — 27U (—g +7rZ)

3. Soitz € R. On a :

sin(x) + sin(2z) = 0 <= sin(x) + 2sin(z) cos(z) =0
<= sin(z)(1 4 2cos(x)) =0
<= sin(z) = 0 ou cos(z) = —%

2 2
= IGWZOUJE:%[QW]Oumffg[ZW]

9 2
S = LU (—; +27TZ) U (; +27rZ)

zZ).SoitaceR\( g ) On

a (d’aprés la formule de duplication de la tangente, qui s’applique car tan(z)? # 1) :

Ainsi :

4. Le domaine de validité de I’équation est R\ (I

tan(2z) = 3tan(x) < m = 3tan(x)
2
<= tan(z) (ltan(ac)z - 3) =0
<= tan(z) =0 ou tan(x) =+ ?

<= xEﬂ'ZouxE—%—FﬂZouxE%—i—ﬂZ

Ainsi :

5. fait en TD

3tan(z) = 2cos(x) <= 3sin(z) =

On en déduit que :

Fait en TD

9. Fait en TD

10.

Soit z € R. On a :

y:WZU(—%-F?TZ)U(Z

+ WZ)

6

.Smt:z:G]R\( +7rZ) Ona:

2 cos(z)?

<= 3sin(z) = 2 — 2sin(x)?
< 2sin(x)? + 3sin(z) —2=0

—_

<= sin(z) = - ou sin(z) = —2 (impossible)

[\)

57

= (% + 27TZ) U (567T + zwz)

cos(2z) + sin(2x) = V2 (cos(2x) cos (%) + sin(2z) sin (g))

Ainsi :

™
zeon (2= )
COSs T 1

3
cos(2z) + sin(2x) \/> < cos (2:E — 7) £

et donc :

4

— IkeZ 20— }——+21m +2lm[

<:>3k€7zl,2x€} 2k7r5 +2k[

12

5w
<— Jk e Z, IEL‘N—M 24+k7r[

MPSI

Année 2025-2026



Fiche de TD #8

Soit n € N*. Pour tout k € [[1,n], on a :
. T\ . 3 s 3 ™ 3
251n<2—k)sm o = cos % 9% — cos 27+27
N T
= cos (72]%1) — cos (721@72)

La somme S,, est donc télescopique :

=5 e () o ()

1! (cos (2:—_1) - cos(27r))

_COS(Q,,L%)—I
" 2

Exercice 4

O |

Ainsi :

Exercice 5 On considére la suite (uy,),>2 définie par us = V2 et up 11 = V2 + uy,
pour tout n € N\ {0,1}. Alors, pour tout n > 2,

un—\/2+\/2+~~+\ﬁ (n — 1 racines carrées)

Montrons par récurrence que :

vn e N\{0,1},  u, =2cos (an)

* On a us = /2 et 2cos (%) = /2 donc I’égalité est vérifiée pour n = 2.
* Soit n € N\ {0,1}. On suppose que u,, = 2cos (21”) Montrons que ;41 =

2 cos (27311 ) Par définition de uy41, on a :
Unt1 = V2 + up = /2 + 2cos (21”) (hypothése de récurrence)

2+2

1 s 2
2 -x—1] =1
(:os<2 in) ]

En effet, cos ( ) > 0 car T ¢ [O, g] . L’égalité est donc vérifiée au rang n+1.

™
on+1 on+1

* Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

u (¢0)] on

Vn e N\ {0,1},

Exercice 6

1. La fonction f : z — tan(z) — x est dérivable sur ]0, g [ comme différence de fonc-

tions qui le sont et :
T 1N 2 _ 2
Vz € |0, 51 f'(x) =1+ tan(z)” — 1 = tan(z)” > 0

71' ™
On en déduit que f est strictement croissante sur }0, 5 [ Pour tout z € }O, 3 [, on

a:
f(z) > f(0) i.e tan(z) —x >0 soit encore tan(z) > x
Ainsi :
™
VmE}O,E{, tan(z) > z
2. La fonction f est dérivable sur ]0, g[ comme quotient de fonctions qui le sont et :
™ ,, _ sin(x) — xcos(x)
Vo e ]O’ 2 [’ Fl) = sin(z)?

La fonction g : & — sin(x) — z cos(x) est dérivable sur ]O, g [ et :
Vo € ]0, g [, g'(x) = cos(x) — cos(z) + xsin(z) = wsin(z) > 0
donc g est strictement croissante sur }0, g { En particulier :
T
veelo, 2. g@)>g(0)=0

T
On en déduit que f est strictement positive sur } 0, 5 { et donc que f est strictement
7
croissante sur }O, 5 [

T
De plus, f est continue sur ]O, 5 [ donc, d’aprés le théoréme de la bijection :
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Fiche de TD #8

f réalise une bijection de ]07 g [ sur :

4

lim f(2),

z—0t

lim  f(z)
~()

Exercice 7
1. Soit = €]0, 27r[. Montrons que :

sin(z)

Vn € N*, Trem () (2%)

n
3 o —
H cos (27@) =
k=1

laide d’un raisonnement par récurrence. Tout d’abord, pour tout n € N*, on a
— 6]0 7| donc sm( ) # 0.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

kl;[l cos (%) =

sin(z)

VnGN, m

2. La fonction sinus est dérivable en 0 (elle lest en fait sur R) donc :

sin(t) — sin(0)

G/
r— o sin (0)
1.€.:
in(¢
lim sin(t) =cos(0) =1
t—0 ¢

3. Soit x €]0, +oo]. Comme x # 0, on peut écrire :

2 n . . ( T ) -1
SN | 547
T Vn € N*, Hcos (%) = sin(z) X ( - )
* On a H cos (27) = CoS (2) De plus : paiet z b
k=1
x
sin() 2 ¢in (%) cos (%) (x) Or on — 0 donc, d’apreés la question précédente :
= =cos | =
2sin (%) 2sin (%) 2 ( )
2n
L’égalité est donc vérifiée au rang n=1. = n—+00 1
* Soit n € N*. On suppose que H cos ( i) ﬁ Montrons que : On conclut donc que :
Pl 2 27 sin (2)
n . . T sin(x
1 T sin(z) lim cos (7) = (2)
H COS (T) = ontlain (o Y\ n—+oo - 2 T
Pl 2 2 sin (271,+1 ) —
On a:
xercice n note chaque ensemble de solutions.
nal n E 8 (0] & chaq ble de sol
(3) = (I eos (55) ) eos (50) !
kI:[lCOS ok ) kl:[lcos ok ) | €5\ gnt1 1. Soit z € R. Comme 1 €[-1,1],on a:
sin(x) x
= — —_— o s 1 1
5 i (2%) X €OS (2n+1) (hypothése de récurrence) sin(z) = : sin(x) = sin (Arcsin (4))
Or: 1 1
' <= z =Arcsin| - | [27] ou x =7 — Arcsin [ — | [27]
. (ﬁ) . (2 T ) 9 ( T ) ( T ) 4 4
sin { 5, ) =sin X o1 ) = 28in{ ooy ) cos {5y
Ainsi :
s, x sin(x) 1 1
donc H cos (—) = ——————. L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1. & = (Arcsin | — | +27Z | U | m — Arcsin | — | + 27Z
Pt 2k 2n+1gin (2f+1 ) 4 4
MPSI Année 2025-2026



Fiche de TD #8

2

2

2. Comme —§ + — ] =1, I'équation admet des solutions. Soit z € R. On a : (e) Ona:
5 sin Lrm = cos T _ 1 = coS _29m = coS 2
B 2 5 10 /) 10
cos(z 3
<~ dJk €Z, v = Arccos (—5> + 2k — cos (97T)
sin(z 10
97
donc : Or 10 € [0, 7] et Arccos o cos = Idg, - donc :
3 3
S = {Arccos (—5) + 2k |k € Z} = Arccos (—5> + 277 Arccos (i 17r _ or
5 10
Exercice 9 2. On note f chaque fonction.
1. (a) Ona: (a) On a:
™ ™
COS(%:)  cos (8; _27T> =cos(2;> _ _% Vk € Z, vxe]—§+km§+lm[, flo) =z —kn
done - (b) Soit k€ Z.On a:
1 2 —r—
Arccos [ cos 8T\ _ Arceos [ —L) = 27 Vo € [2km, (2k + 1)7], flz) =2 —2kn
3 2 3
et :
(b) Ona: Vo€ [(2h+ m (2k+ 27, f(2) = (2k+ 27—
17 ) 1 : .
sin( 67T> — sin (g) =3 (c) Soit k€ Z. On a :
donc : Vo € [—f + 2km, - + 2k7r} , flx) =o —2knx
1 1
Arcsin (sin (?)) = Arcsin (2> = % et : - 3
Vo € {2+2k7r,2+2k7r], flx)=2k+1)mr—=z
(¢c) Ona:
11 11 .
tan <_47T> = tan (-4” + 37r> = tan (%) =1 Exercice 10
donc : 1. On démontre séparément les deux inégalités.
. 11 * Inégalité de droite
Arctan (tan [ ——2 ) ) = Arctan(1) = T R, — R
4 4 Considérons la fonction f : + . Cette fonction est
x +— x— Arctan(z)
(d) On a : deérivable sur Ry (elle l’est en fait sur R) comme différence de fonctions qui le
sont et :
cos<77r) *cos( ) _ V2 1 x2
4 2 T € Ry, f($> 1+ 22 1+ 22
donc : La fonction f est donc croissante sur R, ; elle est donc minorée par f(0) =
T V2 ™ sur R;. Autrement dit :
Arcsin | cos Vi = Arcsin 5 1=
Vo e Ry, x — Arctan(z) > 0 i.e. Arctan(z) < x
MPSI Année 2025-2026



Fiche de TD #8

* Inégalité de gauche

R, — R
Considérons la fonction g : ¢ — Arctan(z) — 2$ : . Cette fonction
est dérivable sur R (elle 'est en fait sur R) comme dif%ér;ce de fonctions qui
le sont et :
1 22 +1-222 1+4+a22+22-1
Vo € Ry, g'(w) = 1+22 (22412  (a2+1)2
222
(22 +1)2

- (
>0

La fonction g est donc croissante sur Ry ; en particulier, g est minorée sur R
par g(0) = 0. Autrement dit :

x . x
Vo € Ry, Arctan(x) — oY >0 i.e. Arctan(z) > o)
Finalement :
x
Ve e Ry, < Arct <
x i P rctan(z) <
1 i .
. Pour tout x € R*, on a m = { St >0 . On doit donc montrer que :
x -1 six <O
1 Z siz>0
Vo € R*, Arctan(x) + Arctan <> = S
T -3 siz <0

. 1
Etudions la fonction f : © — Arctan(z)+ Arctan <> sur R . Celle-ci est dérivable
x

sur R} comme somme et composée de fonctions dérivables (avec Arctan dérivable
sur R et « — 1 dérivable sur R*) et :

1 1 1
weRy,  r- i+ (-2)
f() 1+£L’2 .’172 1+(%)2
_ 1 1
1422 1422

=0
La fonction f est donc constante sur I'intervalle R% =]0, +o0[. On a donc :

VreRY,  f(x) = f(1) = 2 Arctan(1) = g

ce qui prouve l'identité demandée sur R . Si z € R* , alors —z € R, et donc, d’aprés
ce qui précéde :

Arctan(—z) + Arctan <_1> 1

T

La fonction Arctan est impaire sur R donc :
Arctan(z) — Arct ! z
—Arctan(x) — Arctan | — | = —,
z 2

i.€e. :

1 s
Arctan(x) + Arctan (m) =-3

Finalement :

1
Vo € R*, Arctan(x) + Arctan () = Jzl x <
T T 2

Exercice 11 Fait en TD.

Exercice 12
1. Le domaine de validité de I'inéquation est [—1,1] (car la fonction t — /£ est définie
sur Ry. Soit x € [-1,1].
* Siz e [-1,0], alors < 0 et v/1 — 22 > 0 donc x n’est pas solution.
* Supposons maintenant que x € [0, 1]. Les nombres v/1 — 22 et x sont positifs et
la fonction carré est strictement croissante sur R, donc :

V2

Vi-22<r < 1-22<2? < 22> 5

— T

DN =
\Y%

car r > 0.
Par conséquent :

2
I’ensemble des solutions de l'inéquation est [2, 1]

2. La fonction f est définie sur [—1, 1], dérivable sur | — 1,1[ et :

"(x) = <_ x + 1) eArcsin(;c)
==
V1-— 2 —1x eArcsin(a:)
V1—a2

On déduit de la question précédente le tableau de variations de f suivant sur [—1,1].

Ve €] —1,1],
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Fiche de TD #8

¥ lolg

|
®
ISE

! / \

Exercice 13

Exercice 14
1. Soit z € R. On a Arctan(z) € } ,g’ g [ donc cos(Arctan(z)) > 0 et :

1 1

cos(Arctan(z)) = y/cos(Arctan(x))? = \/1 tan(Arctan(z))? =\ 132

car tan oArctan = Idg. Ainsi :

cos(Arctan(z)) =

V1422

On en déduit que :

sin(Arctan(z)) = tan(Arctan(z)) cos(Arctan(z)) = Vg

2. (a) Soit z € [-1,1]. On a:
sin(2 Arccos(z)) = 2 sin(Arccos(z)) cos(Arccos(z))

Comme cos oArccos = Idj_y 1], on a cos(Arccos(x)) = z. De plus, Arccos(z) €
[0, 7] done sin(Arccos(z)) > 0. On en déduit que :

sin(Arccos(z)) = v/sin(Arccos(x))2 = /1 — cos(Arccos(z))2 = V11— a2

Ainsi :

Vo € [-1,1], sin(2 Arccos(z)) = 22/ 1 — 22
(b) Soit z € R. On a:
sin(2 Arctan(z)) = 2sin(Arctan(z)) cos(Arctan(x))

cos(Arctan(z))
= 2tan(Arctan(z)) cos(Arctan(z))?

— 2

x cos(Arctan(x))

Or tan oArctan = Idg donc tan(Arctan(z)) = 2. De plus, on a vu a la question

1. que cos(Arctan(z))? = T2 donc :
x

Vo € R, sin(2 Arctan(z)) =

(c) Soit x € [-1,1] \ {0}. On a Arccos(z) € [0, 7] \ {%} donc :

1
1+ tan(Arccos(r))?2

cos(Arccos(z))?

Comme cos oArccos = Id[_1 1}, on a cos(Arccos(z)) = 2 donc, comme z # 0, on

a:
1
2 _
tan(Arccos(z))” = 2 1

* Siz € [-1,0], alors Arccos(z) € } g,71’:| et donc tan(Arccos(z)) < 0. On en

1

déduit que tan(Arccos(z)) = — = 1.

* Si x €]0,1], alors Arccos(z) € {0, g{ et donc tan(Arccos(x)) > 0. On en

1
déduit que tan(Arccos(z)) =4/ — — L.
x

Ainsi :
1 .
— ﬁ_l Sll‘e[—l,o[
ﬁ_l SIJJE}O,I]

(d) Soit x € [—1,1]. Posons 6 = Arccos(z). On a :

vz e [-1,1]\ {0}, tan(Arccos(z))

cos(30) = cos(20 + 6) = cos(26) cos(f) — sin(26) sin(0)
= (2cos(0)? — 1) cos(#) — 2sin(6)? cos()
= 2cos(6)? — cos(f) — 2(1 — cos()?) cos()
= 4cos(6)® — 3cos()

Comme cos oArctan = Id_; ;, on a cos(f) = et donc :

Vo € [-1,1], cos(3 Arccos(z)) = 42 — 3z

MPSI
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Fiche de TD #8

3. Soit x € [~1,1]. On a Arctan(2z), Arcsin(z) € [_f7 E] donc, comme la fonction sin La fonction f — Arctan est donc constante sur chacun des deux intervalles |-oo, 1] et
22 ]1, +o0]. En calculant f(0) pour le premier intervalle et lir+n (f — Arctan)(z) pour
Tr—r+00

T
est injective sur 'intervalle {—f,f}, on a : .
St ARJECLVE sut Tntery 272 " le second, on obtient :

Arctan(2x) = Arcsin(z) <= sin(Arctan(2z)) = sin(Arcsin(z)) T4+ Arctan(z)  siz <1

vz e R\ {1}, Arctan G”) - {

Or sinoArcsin = Id[_; 1) et, d’aprés la question 1., on a : - —37“ + Arctan(z) siz>1
in(Arctan(2z)) e f < fi ] [ et la f A
SI{ArCtansr)) = — ——— 3. La fonction z — ——— est définie et dérivable sur | — 1, 1| et la fonction Arctan
1+ (22)? V1—a? 7
x
donc : est définie et dérivable sur R donc la fonction f : z —— Arctan | —— ) est
/ ( V1—a? )
Arctan(z) = Arcsin(z) <= 2x — définie et dérivable sur | — 1, 1] et, pour tout « €] — 1,1[, on a :
V1+4z? 2
9 V1—a?+ 1
/ _ V1i—x
<:>$<./ 1)0 fiz) = 1—a? 8 _z_?
b g 1+ ()
— z=0o0u+v1+422=2 (1 —22) + 22 1— g2
= ><
—_ 2\ /1 — 12 1 — 22 + 2
<:>x:00ux:i§ (1 1$) - ( )
en utilisant l'injectivité de la fonction carré sur Ry . Ainsi : V122
= Arcsin’(z)
Pensemble des solutions est {_\237 0, \ég} La fonction f — Arcsin est donc constante sur | — 1,1[. On a donc :
Vo el —1,1] f(z) — Arcsin(z) = f(0) — Arcsin(0) =0
. donc :
Exercice 15 -
-1,1 A ———— | = Arcsi
1. La fonction f : z — Arccos(—z) 4+ Arccos(x) est dérivable sur | —1,1] et : vo €] - 1,1}, retan ( 1 x2> resin(z)
Ve e] - 1,1], f(x) = 1 _ 1 -0 4. La fonction f : x —— Arccos(th(x)) + 2 Arctan(e®) est définie et dérivable sur R
VI—22  /1-—22 (somme et composée de fonctions dérivables sur R) et :
La fonction f est donc constante sur I'intervalle | — 1, 1. Ainsi : Vr € R, f'(z) = th'(z) Arccos'(th(z)) + 2e” Arctan’(e®)
2 T
Ve e] —1,1], f(x) = f(0) = 2 Arccos(0) =7 __1- th(z) + 2e
1—th(z)?  14e?
On vérifie facilement que ces égalités restent valables pour x = £ 1 donc : o
= —/1 —th(z)2 + o
|Vx € [-1,1], Arccos(—x) + Arccos(z) = 7T| . 5ot l+e
e
142 __ch(x)+1+ezz
2. En étudiant la fonction f :  — Arctan (1), dérivable sur R\ {1}, on obtient : 9 o 267
) :_er—ﬁ—e*“’xei"” 1+e2
Vo e R\ {1}, f(z)= 22 = Arctan’(z) =0
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La fonction f est donc constante sur R. Or :

£(0) = Arccos(0) + 2 Arctan(1) = g +2x %

donc :

Vo € R, Arccos(th(x)) + 2 Arctan(e®) =

vl 3

5. La fonction x — vax2 + 1 est dérivable sur R d’aprés le théoréme de composition
des fonctions dérivables (en effet, la fonction x —— 2 + 1 est dérivable sur R, &
valeurs dans [1,+o0o[ ou la fonction racine carrée est dérivable). La fonction Arctan
est dérivable sur R donc, par composition, la fonction f : z — Arctan(\/ 2 + 1—35)
est dérivable sur R et, pour tout z € R, on a :

1= (7 -1) 1+(\/x21ﬁx)2

T —vVa2+1 1
W1 2 4l-ave? 1
Vo241 1
o x2+1>2xm—x
1
T 22+ 1)
Arctan’ ()
2

Arctan
2

La fonction f + est donc constante sur R. Or :

A
f(0) + Arctan(0) _ Arctan(1) = T
2 4
donc :
7w  Arctan(z)
Vz € R, Arctan(\/m_x) =

Exercice 16

11
1. On a 3'3 € [0,1] donc, par croissance stricte de la fonction Arctan sur R, on a :

1 m
< Arct - —
0 rctan (3) <3

1
0 < Arctan (2> < Arctan(1) = Z et

.Ona z € [0,1] donc Arccos ( > [

1 1
On en déduit que Arctan (2) + Arctan (3) € [O, g [ On a aussi % € [0, g [

7
Comme la fonction tan est injective sur 'intervalle |0, 5 {, on a :

T 1 1 T 1 1
1= Arctan <2)+Arctan <3> <= tan (Z) = tan (Arctan <2> + Arctan <3)>

Or, d’aprés la formule d’addition de la tangente, on a :

tan (Arctan (;) 4 Arctan <:1))>> _tan (Arctan(3)) + tan (Arctan(3))

1 — tan (Arctan(3)) tan (Arctan(3))

__2%t3
- 1 1
1-5x3
5
_ _ &
1
1-3%
=1

Ainsi :

T 1
1= = Arctan <2) + Arctan < )

et 2 Arccos (i) € [0, 7]. De méme, on a

1
Arccos (8 € [0, 7] et la fonction cos est injective sur [0, 7] donc :

1 1
2 Arccos § = Arccos | = | <= cos | 2 Arccos § = cos | Arccos | —
4 8 4 8
Or :
3 3\\?
os | 2 Arccos 1 = 2cos | Arccos 1 -1

-1 (car cosoArccos = Idjg )

S CE)
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Ainsi :

2 Arccos (3> = Arccos <1)
4 8

1 1
3. x Commengons par calculer z = Arctan (2> + Arctan <5) On a

11
-, = 1
2,56[0,[

1 1
donc Arctan (2) , Arctan <5) € [0, % [ On peut donc appliquer la formule

d’addition de la tangente :
tan (Arctan(3)) + tan (Arctan(%))

t =
() = T an (Avctan(3)) tan (Arctan (1))
141
= % (car tanoArctan = Idg)
—2%X5

(v (1)

7 7
Comme 9 € [0,1], on a Arctan (9) € [0, % [ De méme, on sait d’aprés le dé-

m
but du raisonnement que x € [O, 5 [ La fonction tan est injective sur 'intervalle

Ol =

7
[0, g [ donc 'égalité précédente entraine que x = Arctan (9)

7 1
* De la méme maniére, on a Arctan (9) ,Arctan (8) € {O T

) [ donc la formule

d’addition de la tangente nous donne :

1 741
tan | Arctan z + Arctan | = = %
) 8 l—5x3

T
La fonction tan est injective sur [O, 3 [ et :

7 1 T
Arctan <9) + Arctan (8> 1 €
7 1 s
Arctan (9> + Arctan (8> =7

1 1 1 T
Arctan <2) + Arctan (5) + Arctan (8> =1

donc :

Finalement :

1
4. (a) Comme Arctan <5> € {O,%[ (car 3

(b)

€ [0,1]), on a (d’aprés la formule de

duplication de la tangente) :

tan (2 Arctan (é))

2 tan (Arctan(%))
1 — tan (Arctan(%))2
2x &
2
1-(3)
2 25

Xi
5 24

tan <2 Arctan <1>> = 0
5 12

Ainsi :

5
Comme 13 € [0,1[, on a :

1 1
2 Arctan (5) = Arctan <tan (2 Arctan (5>>> S [0, g[

On peut donc appliquer la formule d’addition

et on a, en posant r =
1
2 Arctan | —

1 2 9% B
tan (4Arctan (5>) =1 ttan(aj) S = X ;2 .
—EP "1 (3)
5 144
= — X —_—
6 119
donc :
tan | 4 Arctan 1 = %
5 119

™
,—

1 [ donc, d’aprés la formule d’addition de la tan-

s 1
On a Z,Arctan (239) € [O
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gente :

s 1
tan (;r + Arctan (1)) _ tan (3) + tan (Arctan(535))

239 1 — tan () tan (Arctan (555 ) )

1
L+ 535
1—1x 55
240

238
120

119

= tan (4 Arctan (é))

Ve € Ry, Arctan(z) < z,

L’inégalité :

que 'on peut pas exemple obtenir en étudiant la fonction  — = — Arctan(z)

1 4 4
(cf. exercice 10) nous donne 4 Arctan (5 < =. Comme - €1 < il on a

5 5 2’

1 T iy 1 T .
4 Arctan (5> € [0, 5 [ On a aussi 1 + Arctan (239> € [O, 5[ donc l'in-

™
jectivité de la fonction tan sur |0, 5 et I’égalité précédemment obtenue nous

1 1
% + Arctan (239) = 4 Arctan (5>
T_ 4 Arctan 1 — Arctan 1
4 5 239

donnent :

Ainsi :

Exercice 17

1.

R — R

> arctan(sh(z)) + arccos(th
les fonctions arctan et sh sont dérivables sur R donc, par composition, la fonction
arctan osh est dérivable sur R. Par ailleurs, th est dérivable sur R et & valeurs dans
] — 1,1] ou la fonction arccos est dérivable. Donc arccos oth est dérivable sur R.
Finalement, f est dérivable sur R et :

Considérons la fonction f : (@) On sait que

) = h(@) th(z)
veeR S = e 1 — th(z)?

1 1
Or on sait que 1 — th? = —, th’ = — et 1 + sh? = ch? donc
E ch? ch?
Vo € R, f(x)y=---=0

La fonction f a une dérivée nulle sur R (qui est un intervalle)
sur R. Or : -

f(0) = arctan(0) + arccos(0) = 0 + 55
Ainsi :

donc f est constante

vz € R, f(z) = arctan(sh(z)) 4 arccos(th(x)) = g

2. Soit x € R. On a :

5 e?* -1 5

th(z) = — = — 132 _ 13 = 5e2=
(z) 13<:>621_+1 3 = 3e 3=5e"*+5
9
2x
= e = -
4
)
< z=In 3

par injectivité de la fonction In sur R7 . Donc :

Pensemble des solutions réelles de ’équation th(z) = —

13

(-]

3. On a:

3 (3
sh <1n <3)> :eln(Q) —e 1 (2) _ %_% 5
? 2 2 12

3
En choisissant la valeur x = In (2) € R dans l'identité obtenue & la question 1., on

a

arctan i -+ arccos i _T
12 13) 2

Exercice 18 Fait en TD.

Exercice 19

1. Il suffit d’utiliser les formules de duplication.
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T
2
{\ {0} tel que = = tan(t). On en déduit que :

1 1 1 -1
cos(t)? cos
Veeos®® 7Y avetan [ 20— -
tan(t)

2. Soit z € R*. La fonction tan : }—g, [\ {0} — R* est bijective donc il existe

T

re]-nr
272

f(z) = Arctan

tan(t)
. s ™ T ..
car la fontion cos est positive sur } ~5'5 [ Ainsi :
1-— t t
f(x) = Arctan .LS() = Arctan ( tan | -
sin(t) 2
_t
2
! E} T ﬂ-[ t i Arct t Id
car — € |——, — | et puisque Arctan o tan = p—
217272 =531
On conclut donc que :
Arct
vreR,  f(r)= )
Exercice 20
1
1. Le domaine de validité de I’équation est —g3r 5| car Dhrccos = Paresin = |—1,1].

On résout I’équation en raisonnant par analyse-synthése.

11
* Analyse : soit x € {2, 2} tel que Arcsin(2x) = Arccos(z). Alors :

sin(Arcsin(2z)) = sin(Arccos(z)) i.e. 2x = sin(Arccos(z))

car sin oArcsin = Id[_; ;;. Comme Arccos(r) € [0, 7], on a sin(Arccos(z)) > 0.

La derniére égalité implique donc que 2z > 0, i.e. que = > 0. D’autre part :

sin(Arccos(z)) = /sin(Arccos(z))2 = /1 — cos(Arccos(z))?2

=+1-z2

car cos oArccos = Id|_; 1. On a donc I'égalité :

20 =1 —22

.Orz>0donc xz =

puis 4o =1 — 22,

l.e.rx =1

sl-
Bl

1
vérifions que * = —= est bien solution de I’équation. On a bien

V5

11
x € [—2, 2} et on peut remonter les égalités pour obtenir 2z = sin(Arccos(x)).

* Synthése :

1
On en déduit que Arcsin(2x) = Arcsin(sin(Arccos(z))). Comme 7 € [0,1],

on a Arccos(z) € [O, Z] C {—I,z] Or Arcsin o sin = Id; » x7, on a

2 2’2 [-5.5]
Arcsin(sin(Arccos(z))) = Arccos(z). Autrement dit, x est solution de I’équa-
tion.

Ainsi :

I’ensemble des solutions est {1}

V5

2. On note Z le domaine de validité de ’équation. Soit x € R. On a :
T e @tan

tan(z) € Parcsin € [—1,1]

reR\ (g + 7TZ>

|tan(z)| < 1

x€@<:>{
—

T ™
= z € U {*Z+k7r,z+k7r}
keZ

T 7r
Ainsi, 7 = [—f T }
insi, 9 U 1 + km, 1 + km
keZ
Soit € 2. On distingue deux cas.
T

* Premier cas : x ¢ [_Z’ Z}

3
Alors |z| > Zﬂ-

donc Arcsin(tan(x)) # x. Ainsi, x n’est pas solution de 1’équation.

71' T . , T
>3 donc x ¢ [—5, 5} Par ailleurs, Arcsin(tan(z)) € {—5, 5}

. T
* Deuxiéme cas : x € [71, Z}

T
Comme z, Arcsin(tan(z)) € [75, 5} , on a par injectivité de la fonction sin sur
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531

Arcsin(tan(z)) = x <= sin(Arcsin(tan(z))) = sin(x)
< tan(x) = sin(x) (car sinoArcsin = Id[_; 1))
) 1

<= sin(z) (cos(a;) - 1) =0

<= sin(z) =0 ou cos(z) =1

— =0

T
car x € {—17 Z}.
Ainsi :

|1’ensemble des solutions de ’équation est {0} |

3. L’ensemble de validité de ’équation est R. Soit z € R. On distingue trois cas.

*x Premier cas : x <0
Alors Arctan(z) < 0 et Arctan(2x) < 0. Ainsi, Arctan(z) + Arctan(2z) < 0 et
donc z n’est pas solution de I’équation.

*x Deuxiéme cas : x € [O, 2]

On a: -
0 < Arctan(z) < Arctan(2z) < 1

Ainsi, Arctan(z)+ Arctan(2z) € } —57 g [ et comme la fonction tan est injective
S } T [
sur |—, 5|, ona
Arctan(x) + Arctan(2z) = % <= tan(Arctan(z) + Arctan(2z)) = 1
tan(Arctan(z)) 4+ tan(Arctan(2z))
— =
1 — tan(Arctan(x)) tan(Arctan(2z))
— T
1—222
= 22°+3z-1=0
—3+/17
— T = f
-3+ V17
= r=—
4
1
car x > 0. Onabienogxgicarélg\/l?g&

. . 1
x Troisiéme cas : ¢ > 5

Alors Arctan(2zx) > Arctan(1)

% et Arctan(z) > 0 donc Arctan(z) +

T
Arctan(2x) # 1 On en déduit que x n’est pas solution de I’équation.

Ainsi :

I’ensemble des solutions est { 1

3+ﬁ}

Exercice 21

1. On considére la fonction :
R

I x +—— Arctan(z 4+ 1) — Arctan(z) — Arctan (

R —

1
24z + 1)
La fonction x — 22 + x + 1 est dérivable sur R et ne s’annule pas (son discrimi-

nant étant strictement négatif). La fonction = —— est donc bien défi-

2+ x4+
nie et dérivable sur R. Comme la fonction Arctan est dérivable sur R, la fonction

x — Arctan < > est dérivable sur R (comme composition de fonctions qui

2?2+r+1
le sont). De méme, la fonction x — Arctan(z + 1) est dérivable sur R. Finalement,
la fonction f est donc dérivable sur R et, pour tout z € R, on a :

_ 2x+1
F@) = e~ o —
= 2 2 2
1+ (z+1) 1+2 1+(w2+1w+1)
B 1 1 2 + 1
S l4(z+1)2 1422 (224241241
(142 - 1+ (2® + 22+ 1)) 2z + 1
N (14 22)(24 22 + 2?) xt + 223 + 322 + 22 + 2
B 2z +1 n 2z +1
ozt 2234322422+ 2 2t 4223 + 322+ 22+ 2

=0
On en déduit que la fonction f est constante sur R. Or :
f(0) = Arctan(1) — Arctan(0) — Arctan(1) =0

donc la fonction f est nulle sur R. Ainsi :

Vz € R, Arctan(xz 4+ 1) — Arctan(z) = Arctan (

1
2 +r+1
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2. Soit n € N. D’aprés la question précédente, on a :

So = (Arctan(k + 1) — Arctan(k)) = Arctan(n + 1) — Arctan(0)
k=0 =0

car la somme obtenue est télescopique. Or :

Arctan(z) —— z donc z

r—+oo 2

Arctan(n 4+ 1)

n—+oo 2

Ainsi :

™
la suite (S, )nen est convergente de limite —

Exercice 22
1. On raisonne par récurrence.
* OnaF0:0, FliletF2:F0+F1:1dOnCZ
F — FRyFy=1=(-1)"

L’égalité est donc vérifiée au rang n = 0.

x Soit n € N. On suppose que FZ2,, — F,F,9 = (—1)"
- Fn+1Fn+3 = (_1)n+1. On a Fn+3 = Fn+2 + Fn+1 donc :

Montrons que
2
F n+2

Fpi1Foys =F2 0 — Foy1(Foga + Fopr)
_Fn+1Fn+2 _F2

— F2
- T n+42 n+1
= n+2(Fn+2 - Fn+1) - (FnFn+2 + (_1)n)

2
Fn+27

par hypothése de récurrence. Comme F,, o = F, 11 + F,,, on a:

F72L+2 - Fn+1Fn+3 == Fn+2Fn - FnFn+2 - (71)71 = (71)n+1

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

VTLGN, Fr%—}-l*FnFn—i-Q:(*l)n

2. Une récurrence double permet de montrer que :

Vn € N¥, F,>1

On en déduit que Fo,q0 = Fopy1 + Foy > 2. Soit n € N*. Ainsi :

1 1 1
0<—<1, 0< <1 et 0<
F2n F2n+1 F2n+2

<1

Par croissance stricte de la fonction Arctan sur R, on a :

s 1 ™
< -, 0 < Arct < =
) . retan (F+) .

1 1
) < T En particulier, Arctan ( ) +Arctan ( ) €
F2n+1 F2n+2

1
0 < Arctan (

2n

4

[07 g [ donc, d’apreés la formule d’addition de la tangente, on a :

1 1
1 1 mot7
tan { Arctan + Arctan ( )) — 2n+1 2n42
( <F2n+1) Fonto 1— +— x L

Fapt1 Fopqo

et 0 < Arctan (
Fonyo

 Fopg1 4+ Fopgo

o1 Fopgo — 1

_ 1 « Fony1Fon + Fonyobop
F2n

Fony1Fonio—1

Or, d’aprés la question 1., on a :
Fypy — FonFonio = (—1)*" =1
donc :
Fony1Fop + FopyoFon = Fopy1Fop + Fo g — 1
= Fopi1(Fonyo — Fong1) + Fyppy — 1
= Fopy1long2 — 1

On en déduit que :

1 1 1
tan | Arctan + Arctan < )> _—
( (F2n+1 > Fonyo Fo,
1
= tan (Arctan (an)>

1 1 1 s
+ Arctan ( > , Arctan ( > € [O, = [ et la fonction tan
Foni1 > Fonyo Fa, 2

™
est injective sur l'intervalle {O, 5[

Or Arctan (

donc I'égalité précédente implique que :

1 1 1
Arctan | — | = Arctan + Arctan ( >
<F2n) <F2n+1> Fonyo
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3. Commengcons par montrer que la suite F,, ——— +00. La suite (F},),en est & valeurs
n—+oo

positives (cf. question 2.) donc la suite (F,)nen est croissante. En effet, Fy > Fj et :

V’I’LEN, Fn+2:Fn+1+ F, >Fn+1
>0
D’apres le théoréme de la limite monotone, la suite (F,),en est ou bien convergente,
ou bien divergente de limite +co. Si la limite de la suite est finie (notée ¢), alors en
faisant tendre n vers +oo dans la relation de récurrence vérifiée par la suite, on a

{=10+/, i.e. £ =0. Ceci est absurde car pour tout n € N*, on a F,, > Fy, i.e. F,, > 1
donc £ > 1. Ainsi, F,, —— +o0.
n—+o0o

Soit n € N*. On a :

" 1 1 " 1
Arctan = Arctan | — | + Arctan < >
Z <F2k+1) (Fl) kz::l Fopqn
= 5+Xn: Arctan | —— ) — At L
= 4 rctan F rctan F

e 2k 2(k+1)

T 1 1
= — 4 Arctan () — Arctan ( )
4 F Foini1)

)} (question 2.

=T _ Arctan ( > (car Fp = 1)
2 2(n+1)
1
Or Fy(n41) —— +0o donc Arctan < ) Arctan(0) = 0. On en dé-

duit que :

- 1 T
Z Arctan —_—
P n—+oo 2

Fopq

MPSI 15 Année 2025-2026



