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Résumé

Résumé (francais)

Dans cette thése, décomposée en deux parties, nous nous intéressons a 1’étude des vec-
teurs propres associés aux valeurs propres de module 1 d’un opérateur linéaire borné sur
un espace de Banach séparable.

La premiére partie de la thése fait suite & un travail réalisé par F. Bayart et S. Grivaux
dans lequel ils donnent une condition portant sur les vecteurs propres associés aux valeurs
propres de module 1 d’'un opérateur sur un espace de Hilbert complexe séparable pour
qu’il admette une mesure gaussienne non dégénérée pour laquelle il est fortement mélan-
geant. En exploitant cette condition sur les vecteurs propres, nous cherchons a estimer la
vitesse de mélange de l'opérateur en question. Nous montrons qu’il n’y a pas de vitesse de
mélange en général puis nous démontrons que si les vecteurs propres de 'opérateur sont
paramétrés par des champs de vecteurs propres réguliers, alors on a une vitesse de mélange
si on travaille avec des classes de fonctions suffisamment réguliéres.

Dans la deuxiéme partie de la thése, on étudie le spectre ponctuel unimodulaire d’un
opérateur linéaire borné sur un espace de Banach séparable. En nous appuyant sur les
résultats connus sur les suites de Jamison, nous étudions l’analogue de ces suites pour
les semi-groupes d’opérateurs fortement continus et nous en donnons une caractérisation.
Nous nous intéressons également & des problémes de construction d’espaces de Banach
et d’opérateurs sur ces espaces pour des suites qui ne sont pas des suites de Jamison.
Nous généralisons ensuite la notion de suite de Jamison en étudiant le spectre ponctuel
unimodulaire d’une représentation d’un groupe donné qui est borné par rapport & une suite
d’éléments de ce groupe. En particulier, on caractérise les suites de Jamison d’un groupe
abélien de type fini.

Mots-clefs

Théorie ergodique, Transformation fortement mélangeante, Vitesse de mélange, Mesure
gaussienne, Spectre ponctuel unimodulaire, Suites de Jamison.



Linear dynamical systems : speed of mixing and unimodular
point spectrum

Abstract

In this thesis, we study into two different parts the eigenvectors associated to unimo-
dular eigenvalues of an operator on a separable Banach space.

The first part of the thesis follows a work of F. Bayart and S. Grivaux where they
give condition on the eigenvectors associated to unimodular eigenvalues of an operator on
a complex separable Hilbert space to admit a Gaussian measure for which the operator
defines a strongly mixing transformation. With this condition on the eigenvectors, we in-
vestigate the subject of speed of mixing of the strongly mixing operator. We prove that
there is no way to obtain a uniform speed of mixing in general. Then we prove that if the
eigenvectors associated to unimodular eigenvalues of the operator are parametrized by a
countable family of regular eigenvector fields then we have a speed of mixing by considering
regular classes of functions.

In the second part of the thesis, we study the unimodular point spectrum of an operator
on a separable Banach space. By using the results on Jamison sequences, we give a charac-
terization of Jamison sequences for strongly continuous semigroups. We are also concerned
in the problem of construction of Banach space and operator on this space when the se-
quences are not Jamison sequences. Then we generalize the notion of Jamison sequence by
studying the unimodular point spectrum of a group representation which is bounded with
respect to some sequence of this group. In particular, we characterize Jamison sequences
of a finitely generated abelian group.

Keywords

Ergodic theory, Strongly mixing transformation, Speed of mixing, Gaussian measure, Uni-
modular point spectrum, Jamison sequences.
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Introduction

Cette thése est composée de dix chapitres, que nous pouvons regrouper en deux parties.
La premiére partie, constituée des chapitres[I]a[6] porte sur 'étude de la vitesse de mélange
des opérateurs fortement mélangeants sur les espaces de Hilbert par rapport & une mesure
gaussienne. Dans la deuxiéme partie, qui regroupe les chapitres [7] a[I0} il est question des
suites de Jamison et de sujets connexes autour de ce théme. Bien que les deux parties soient
différentes tant par la nature des résultats obtenus que par les techniques utilisées, celles-ci
ont en commun ’étude des vecteurs propres associés aux valeurs propres de module 1 d’'un
opérateur linéaire borné sur un espace de Banach séparable et plus particuliérement 1’étude
de la taille du spectre ponctuel unimodulaire d’un opérateur. Aprés ces deux parties, on
trouve en annexe des résultats techniques utilisés tout au long des chapitres précédents et

qui ont été volontairement isolés pour ne pas alourdir certaines démonstrations.

La premiére partie de la thése s’inscrit dans la continuité d’une étude réalisée par F.
Bayart et S. Grivaux en 2006 dans [4] et [5]. Dans ce travail, ils ont trouvé une condi-
tion (portant sur les vecteurs propres associés aux valeurs propres de module 1) pour
qu’un opérateur linéaire borné T sur un espace de Hilbert H complexe séparable de
dimension infinie admette une mesure gaussienne m sur H telle que la transformation
T:(H,B,m) — (H,B,m) soit fortement mélangeante par rapport a la mesure m, ce qui
signifie que les corrélations

T.(f,g) = A F(T"2)g(x) dm(x) - /H fdm /H gdm

convergent vers zéro quand n tend vers +oo pour tous f,g € L?(H,B,m). Le probléme
auquel nous nous intéressons est alors le suivant : a quelle vitesse la suite (Z,(f, g))n>0
converge-t-elle vers zéro? En particulier, nous commengons par nous poser la question
générale suivante : peut-on trouver une suite de nombres réels strictement positifs (sp,)n>0
qui converge vers zéro telle que pour tous f,g € L?(H,B,m), il existe une constante
Ctg > 0 telle que I'on ait

T(f.9)] < Crg s (1)

pour tout entier naturel n 7 Autrement dit, existe-t-il une vitesse de mélange globale dans
Iespace L?(H,B,m)? Le probléme de la vitesse de mélange fait référence a ce type de

question générale.
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Dans le premier chapitre, nous introduisons les concepts généraux issus de la théorie
ergodique qui nous seront utiles dans les chapitres suivants. Nous définissons les notions de
mesure invariante, de transformation ergodique ou fortement mélangeante et nous illustrons
ces définitions en donnant des exemples concrets trés simples issus de la théorie des systémes
dynamiques mesurables compacts qui est le cadre dans lequel le probleme de la vitesse de
mélange est le plus étudié. Avec I'Exemple on comprend notamment le type de
résultat que 1’on souhaite obtenir en ce qui concerne le probléme de la vitesse de mélange.
Nous nous placons ensuite dans le cadre des systémes dynamiques mesurables linéaires en
considérant un opérateur linéaire borné 7" sur un espace de Hilbert  complexe séparable
de dimension infinie. Avant de parler de vitesse de mélange, il faut que 7T définisse une
transformation fortement mélangeante par rapport & une certaine mesure de probabilité m
sur H. Ce probléme a été étudié en 2006 par F. Bayart et S. Grivaux dans [4].

Dans le chapitre [2] nous commengons par définir les notions de mesure gaussienne
sur un espace de Hilbert et d’opérateur de covariance R associé a une mesure gaussienne
puis nous expliquons les idées du résultat de F. Bayart et S. Grivaux assurant l’existence
d’une mesure gaussienne m sur l'espace de Hilbert H pour que la transformation T :
(H,B,m) — (H,B,m) soit fortement mélangeante. La condition sur l'opérateur T" pour
qu’'une telle mesure existe est qu'il y ait « suffisamment » de vecteurs propres associés aux
valeurs propres de module 1. Nous expliquons les principales articulations de la preuve,
notamment ’existence d’'une équation d’entrelacement qui sera fondamentale dans notre
étude. Le paramétrage des vecteurs propres associés aux valeurs propres de module 1 sera
aussi déterminant dans 1’étude de la vitesse de mélange. Dans toute la thése, nous avons
choisi de faire nos calculs sous 'hypothése générale oul les vecteurs propres associés aux
valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un unique champ de vecteurs propres F
afin de ne pas alourdir les calculs. Tous les résultats exposés sur la vitesse de mélange se
généralisent aisément au cas oil les vecteurs propres associés aux valeurs propres de module
1 sont paramétrés par une famille finie ou infinie dénombrable de champs de vecteurs
propres et on mentionnera la généralisation pour une famille de champs de vecteurs propres
pour chaque résultat établi. Dans la suite du chapitre [2] on remarque que si on fait une
hypothése de régularité sur le champ de vecteurs propres E, & savoir que £ : T — H
est une fonction a-hélderienne, alors la suite des corrélations (Z,(f,q))n>0 converge vers
zéro a la vitesse n~% lorsque f et g sont des formes linéaires continues sur H. On note f,
la forme linéaire continue y — (z,y) (ot x est un vecteur de H). Nous avons obtenu le
résultat suivant.

Proposition. (Corollaire Soit T' € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est
fortement mélangeant par rapport & la mesure gaussienne m. On suppose que les vecteurs
propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de
T-vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant et a-holderien (ot « € (0,1]). Pour
tous vecteurs x et y de H, la suite des corrélations (In(fmaﬁ))n>1 converge vers zéro a la
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«

vitesse n~% et plus précisément :

IZo(fo Ty | < CE ) il Iyl

pour tout entier naturel n non nul, ot f; désigne la fonction z — fy(2).

A la suite de ce résultat, on peut par exemple se demander s’il n'y a pas de vitesse
de mélange globale dans L?(H, B, m) avec pour vitesse de mélange n~®. Autrement dit, il
s’agit de répondre a la question posée dans avec s, = n~%. La proposition précédente
est la motivation principale de ’étude de la vitesse de mélange. Avant d’aller plus loin
dans cette étude (qui englobe les chapitres et @, nous donnons a la fin du chapitre
2] quelques exemples d’opérateurs fortement mélangeants sur les espaces de Hilbert o
nous voyons que les vecteurs propres associés aux valeurs propres de module 1 sont o-
engendrants (ot o désigne la mesure de Lebesgue normalisée sur T) et paramétrés par un
champ de T-vecteurs propres qui est régulier (analytique ou holderien), ce qui légitime la
condition de régularité faite sur notre champ de vecteurs propres E (& savoir que E est
une fonction a-hoélderienne). Les exemples exposés dans la derniére section du chapitre
soulévent naturellement la question suivante.

Question. (Question [2.4.5) Si « € (0, 1], peut-on trouver un espace de Hilbert séparable
et un opérateur linéaire borné sur cet espace qui admette un champ de T-vecteurs propres
qui soit ezactement a-holderien (c’est-a-dire a-hélderien et pas §-holderien pour 8 > «)?

On donne une réponse partielle & cette question en travaillant avec un opérateur de
décalage a poids By, sur l'espace de Hilbert f5(N).

Théoréme. (Théoreme [2.4.6) Soit o un nombre réel dans (0, %] U{1}. Il eziste une suite
de nombres réels strictement positifs w = (wp,)n>1 telle que Uopérateur de décalage pondéré
By, sur l2(N) admette un champ de T-vecteurs propres o-engendrant et exactement -

hélderien.

Nous revenons dans le chapitre 3| & notre probléme sur la vitesse de mélange et plus
particuliérement au probléme évoqué dans (1) concernant la vitesse de mélange globale.
Dans ce chapitre, nous revenons & une situation plus générale ol les vecteurs propres de
T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de vecteurs
propres (ou une famille finie ou infinie dénombrable de champs de vecteurs propres) sans
hypothése de régularité sur le(s) champ(s) de vecteurs propres. Aprés avoir établi quelques
propriétés préliminaires, notamment ’existence d’une base hilbertienne (es);>1 de H dans
laquelle I'opérateur de covariance R est diagonal, nous démontrons qu’il n’existe pas de
vitesse de mélange globale dans I'espace L?(H, B, m). On montre méme que les fonctions
f et g qui mettent en défaut peuvent étre choisies dans 1’espace gaussien

Ge := vect” "B (e, )5 € > 1].

Nous démontrons plus précisément le résultat suivant.
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Théoréme. (Théoréme Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est
fortement mélangeant par rapport & la mesure gaussienne m. On suppose que les vecteurs
propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de
T-vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant. Alors, pour toute suite (sp)pn>1 de
nombres réels strictement positifs qui converge vers zéro, il existe une fonction f apparte-
nant & l’espace G¢ tel que

’In(?, f)‘ 2 Sn

pour tout entier naturel n, ou f désigne la fonction x — f(x).

On démontre un résultat analogue lorsque les vecteurs propres de T" associés aux valeurs
propres de module 1 sont paramétrés par une famille (au plus dénombrable) de champs de
vecteurs propres (F;)icr-

Le chapitre [3] montre donc qu’il n’y a a priori pas de vitesse de convergence vers zéro
de la suite des corrélations (Z,,(f, g))n>0 pour des fonctions arbitraires f et g dans I’espace
L?(H,B,m). Ceci nous suggére alors de chercher une vitesse de mélange pour des fonctions
f et g régulieres dans L3 (H, B, m). Autrement dit, la question qui se pose maintenant est
la suivante : peut-on trouver des classes de fonctions réguliéres X' et ) (contenues dans
L%(?—l, B,m)) telles que si les vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de module
1 sont paramétrés par un champ de vecteurs propres o-engendrant et a-holderien F, alors
pour tous f € X et g € V, il existe une constante C, > 0 telle que 'on ait

Cf,g

na

Zn(f,9)] < (2)

pour tout entier naturel n non nul? Le but des chapitres [ [f] et [0] est de répondre a
cette question et nous supposons dorénavant que les vecteurs propres de T associés aux
valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un unique champ de vecteurs propres
o-engendrant F qui est a-holderien.

Dans le chapitre [4] nous introduisons la notion de transformée de Wick d’un élément
de L%R(H, B, m), ce qui nous permet de donner une décomposition orthogonale de l'espace
L%(H,B,m) (issue de la théorie des espaces de Fock) :

LE(H,B,m) = @ gk
k>0
Grace a cette décomposition, nous pouvons donner une expression manipulable des corré-
lations Z,,(f, g) entre deux fonctions arbitraires f et g de L]%(H, B,m). En particulier, cette
décomposition orthogonale nous permettra d’écrire toute fonction f de cet espace suivant
son chaos de Wiener
f=> Pgrl
E>0
A Taide de ce chaos de Wiener, nous pourrons ramener 1’étude de I’estimation des corréla-
tions Z,,(f, g) & celle des corrélations T, (P.gk. f, P.ge.g) . Nous donnons une base orthogonale
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de chaque espace : GF : ce qui nous permet de décomposer les éléments appartenant a ces
espaces et qui simplifie encore notre probléeme. On donne a la fin du chapitre [ une expres-
sion générale des corrélations entre deux éléments de la base orthogonale de 'espace : GF :.

Dans les chapitres [f et [} nous définissons nos espaces de fonctions réguliéres X et )
pour lesquels nous allons montrer qu’il y a une vitesse de mélange, ce qui nous donnera
une réponse au probléme ([2)). Pour définir 'espace de fonctions X', nous remarquons que
si f:H — R est une fonction infiniment différentiable sur H (on considére la notion de
fonction différentiable au sens de Gateaux) vérifiant une certaine condition d’intégrabilité,

a savoir que
/ HDkf(x)H dm(x) < 400 pour tout entier naturel k,
H

et si f =) 1> fr est le chaos de Wiener de f, alors les coefficients de Fourier (dans la base
orthogonale de : G :) ont une représentation intégrale (Lemme 5.1.1). Ceci nous améne
a définir une forme k-linéaire bornée By, naturellement associée a la composante fj de f
qui s’exprime en fonction des coefficients de Fourier de fj, ce qui permet de faire le lien
entre les composantes fi de f avec la fonction f elle-méme. Plus précisément, ’espace
X est défini de la fagon suivante : on dit que f € L(H, B, m) appartient a I'espace X
si les applications By, définissent des formes k-linéaires bornées (ot By, est I'application
naturellement associée a la composante fi de f dans la décomposition de la fonction f
suivant son chaos de Wiener f =37, fi) et telles que la série

“+oo
> 1B P2
k=0

soit convergente. On munit cet espace de la norme || - || x définie par

oo 1/2
[ f]lx == (Hf”%%ﬂ,zs,m) +> HBkaz> :
k=0

On définit 'espace ) de maniére analogue : on dit que g € L]%(H,B,m) appartient &
I'espace ) si les applications By, définissent des formes k-linéaires bornées et telles que la
quantité

sup k! || By, ||
k>0
soit finie. On munit cet espace de la norme || - ||y définie par
glly == llgllL23,8,m) + sup k! || By, |-
k>0

Nous donnons ensuite des exemples de fonctions appartenant aux espaces X et ). Nous
démontrons notamment que si ¢ est une fonction de type exponentiel (avec un type suffi-
samment petit), alors la fonction Re(p o || - ||?) appartient a espace X.
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Au début du chapitre @ nous étudions le probléme dans le cas particulier ou f et g
sont des éléments de L2 (H, B, m) d’un nombre fini de variables. Nous introduisons la suite
(e¢)gez+ de vecteurs de H définie par

¢p =€y et ey =1€e_y pour tout entier naturel £ non nul.

Pour tout entier naturel ¢ non nul, nous notons 02-2 la variance de la variable aléatoire
Re(e;, -) dans I'espace L?(H, B, m) (et nous posons o2 ; = 02). Nous avons obtenu le résultat

suivant.

Théoréme. (Théoréme Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est
fortement mélangeant par rapport & la mesure gaussienne m sur H. On suppose que les
vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un
champ de T-vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant et a-holderien (o o €
(0,1]). Soient N un entier naturel non nul et

f=0Re(e_n,),..., Relen, ), g=1v(Re(e_n,),...,Relen, )

des fonctions a valeurs réelles qui appartiennent a I’espace L%R{(H, B,m). Alors il existe une
constante D > 0 (qui dépend seulement de N et de o1,...,0N) telle que

Dy
T (f. 9)| < pr 1l L2 3,8,m) 11911 L2 (24,8,m)
pour tout entier naturel n non nul.

Nous revenons ensuite au probléme général (c’est-a-dire au probléme ) et nous éta-
blissons des estimations complémentaires, comme l’estimation des moments d’ordres pairs
d’une mesure gaussienne, qui sont utiles pour aboutir au théoréme final sur la vitesse de
mélange dans les espaces X et Y. On remarque en particulier que la vitesse de mélange
12

pour la fonction trés particuliére || - ||? est de I'ordre de n~2%. La structure hilbertienne de

I’espace ‘H nous permet en effet d’obtenir I'estimation suivante.

Proposition. (Proposition Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui
est fortement mélangeant par rapport o la mesure gaussienne m sur H. On suppose que
les vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un
champ de vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant et a-hélderien (ot o € (0,1]).
Pour tout entier naturel n non nul, on a

C(E)Qﬂ.Qa
0<Tu(Il- 1P 11 1°) < =z IBllLam, 0.0

C’est cette estimation qui fournit la vitesse de mélange dans le théoréme final. Aprés
avoir estimé les corrélations pour des fonctions f et g appartenant au méme espace : G* :,
nous démontrons finalement le résultat suivant.
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Théoréme. (Théoréme Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est
fortement mélangeant par rapport a la mesure gaussienne m sur H. On suppose que les
vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un
champ de vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant et a-hélderien (ot o € (0,1]).
Alors il existe une constante D(E) > 0 telle que pour tous f € X et g € Y, on ail

D(E)

nOé

|Z0(f, 9)| < 12 lglly

pour tout entier naturel n non nul.

On peut en particulier énoncer ce résultat pour les exemples de fonctions trouvées dans
les espaces X et ) dans le chapitre

Corollaire. (Corollaire Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est
fortement mélangeant par rapport & la mesure gaussienne m sur H. On suppose que les
vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un
champ de vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant et a-hélderien (ot o € (0,1]).
Alors pour toute fonction ¢ : C — C de type exponentiel k < (2HEHL2(T,U,H))_1 et pour
tout polynome p en les variables Re(e;,-), on a

D(E
D ste(go - 17)] ] vl

~—

|Za (SRe(do |- 117).p)| <

pour tout entier naturel n non nul, ow la constante D(E) est celle du théoréme précédent.

La deuxiéme partie de la these, constituée des chapitres [7], [§ [9] et est consacrée
a I’étude de la taille du spectre ponctuel unimodulaire o,(7") N'T d’un opérateur linéaire
borné T sur un espace de Banach complexe séparable de dimension infinie. Le premier
résultat connu dans cette voie, démontré par B. Jamison [19] en 1965 nous dit qu'un opé-
rateur linéaire borné T' sur un espace de Banach complexe séparable qui est & puissances
bornées a nécessairement « peu » de valeurs propres de module 1 au sens ou I’ensemble
op(T)NT est au plus dénombrable. Ransford [29], Ransford et Roginskaya [30] puis Badea
et Grivaux [2] ont ensuite étudié le cas ou 'opérateur T est & puissances bornées par rap-
port & une suite d’entiers naturels strictement croissante (ny)x>o et ils se sont demandés ce
qu’on pouvait conclure sur la taille du spectre ponctuel unimodulaire de T'. Les suites de
Jamison sont les suites (ny)r>o d’entiers naturels pour lesquelles I'ensemble o, (1) N T est
au plus dénombrable lorsque 7' est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach
complexe séparable a puissances bornées par rapport a la suite (ng)r>0. Ces auteurs ont
notamment montré que le fait d’étre une suite de Jamison dépendait de la croissance de
la suite et de ses propriétés arithmétiques. Ransford et Roginskaya [30] ont mesuré plus
précisément la taille de 0,(7") N T en donnant une borne supérieure sur sa dimension de
Hausdorff qui dépend de la croissance de la suite (nj)r>0. De plus, des résultats analogues
ont été démontré dans le cadre des semi-groupes d’opérateurs fortement continus. En 2006,
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C. Badea et S. Grivaux ont caractérisé les suites de Jamison dans [1].

Le chapitre [7] est une introduction aux suites de Jamison ot nous définissons les dif-
férents objets mis en jeu et ot nous introduisons les résultats principaux qui seront im-
portants pour les chapitres suivants. On explique notamment 'idée de la preuve de la
caractérisation des suites de Jamison. De cette preuve, C. Badea et S. Grivaux ont natu-
rellement dégagé la question suivante.

Question. (Question [7.2.2]) Lorsque (nj)r>0 n'est pas une suite de Jamison, existe-t-il un
opérateur linéaire borné T sur un espace de Hilbert complexe séparable H & puissances
bornées par rapport a cette suite et tel que o,,(7") N T soit non dénombrable ?

T. Eisner et S. Grivaux [I4] ont démontré en 2011 qu’on pouvait toujours faire une
telle construction sur ¢2(N) (de manicre explicite) et nous expliquons les idées de cette
construction dans la suite du chapitre[7], ce qui nous sera utile dans le chapitre suivant. On
peut alors se poser la question plus générale suivante.

Question. (Question|(7.3.8) Si (ny)r>0 n’est pas une suite de Jamison, sur quels espaces de
Banach complexes séparables X peut-on construire un opérateur 7' a puissances bornées
par rapport & cette suite et ayant un spectre ponctuel unimodulaire non dénombrable ?

Nous définissons dans le chapitre [§| les espaces Jamison universels, c’est-a-dire les es-
paces de Banach séparables sur lesquels la construction mentionnée dans la question précé-
dente est possible. En particulier, T. Eisner et S. Grivaux [14] on montré que l'espace ¢5(N)
est un espace Jamison universel. Nous trouvons une large classe d’espaces de Banach qui
sont des espaces Jamison universels. Il s’agit de la classe des espaces de Banach admettant
une décomposition de Schauder inconditionnelle. En généralisant la preuve de T. Eisner et
S. Grivaux, nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme. (Théoréme 8.3.1) Soit X un espace de Banach complexe séparable admettant
une décomposition de Schauder inconditionnelle. Alors X est un espace Jamison universel.

Nous donnons ensuite quelques exemples d’espaces de Banach admettant une décom-
position de Schauder inconditionnelle (et qui sont donc des espaces Jamison universels).
En particulier, nous montrons que 'espace de James J est un espace Jamison universel.
Nous remarquons également qu’en opposition avec les espaces admettant une base incondi-
tionnelle, les espaces héréditairement indécomposables ne sont jamais des espaces Jamison
universels.

Dans le chapitre [0, nous donnons une caractérisation des suites R, -Jamison, c’est-a-
dire des suites de nombres réels positifs (¢x)r>0 telles que I'ensemble o,(A) NiR est au plus
dénombrable lorsque (7;):>0 est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires
bornés sur un espace de Banach complexe séparable (de générateur infinitésimal A) borné
par rapport & la suite (¢;)r>0. La caractérisation s’exprime de la méme maniére que pour
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les suites de Jamison et la preuve reprend essentiellement les idées de la preuve de la
caractérisation des suites de Jamison. Nous notons ||f|| la distance du nombre réel 6 a
I’ensemble des entiers relatifs. Nous démontrons le théoréme suivant.

Théoréme. (Théoréme Soit (ty)r>0 une suite de nombres réels strictement crois-
sante telle que tg = 1 et tp, — 400. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la suite (ty)k>0 est une suite Ry -Jamison ;

(2) il existe e > 0 tel que pour tout 6 € ]0,1], on ait

sup ||tx0]| > e.
k>0

Apres avoir défini la notion d’espace Jamison universel dans le cadre des semi-groupes
(appelés espaces R -Jamison universels), nous démontrons le résultat suivant, qui est ’ana-
logue de celui établi pour les espaces Jamison universels dans le cas discret.

Théoréme. (Théoréme 9.3.3) Soit X un espace de Banach complexe séparable admet-
tant une décomposition de Schauder inconditionnelle. Alors X est un espace R4 -Jamison
universel.

C. Badea et S. Grivaux [I] ont étudié la dimension de Hausdorff de o,,(7") N T lorsque T
est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach complexe séparable a puissances
bornées par rapport a une suite d’entiers naturels (ny)r>o telle que nfl—:l — 4o00. En nous
appuyant sur leur travail, nous avons démontré ’analogue de leur résultat dans le cadre
des semi-groupes fortement continus.

Théoréme. (Théoréme Soit (tg)r>0 une suite de nombres réels strictement crois-
sante telle que tg =1 et t'z—zl — +00. Il existe un espace de Banach complexe séparable X
et un semi-groupe fortement continu (13)i>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X (de géné-
rateur infinitésimal noté A) qui est borné par rapport a la suite (ti)r>0 et tel que ’ensemble
op(A) NiR soit de dimension de Hausdorff égale a 1.

Daus le chapitre[I0] nous généralisons la notion de suite de Jamison en étudiant la taille
du spectre ponctuel unimodulaire d'une représentation d’un groupe (ou semi-groupe) G.
Plus précisément, si G est un groupe et si p : G — GL(X) est un morphisme de groupes
continu (représentation de G), on étudie la taille de I’ensemble des valeurs propres de p (les
caractéres de G) pour les représentations p telle que supyq ||p(gr)|| < +00 ot (gr)r>0 est
une suite fixée du groupe G. On souhaite trouver une caractérisation pour qu’'une telle suite
(gk)k>0 soit telle que I'ensemble o,(p) N T des valeurs propres unimodulaires de p soit au
plus dénombrable dés que p est une représentation de G telle que supy>q |[p(gx)|| < +o0
(appelée suite G-Jamison). Cette caractérisation est connue lorsque G est le groupe Z ou R
(ou le semi-groupe N ou R ). On donne une caractérisation des suites G-Jamison lorsque
G est un groupe abélien de type fini. Si G désigne le groupe Z¢ x Z/a1Z x --- x Z]a,Z.
(ot ay,...,a, sont des entiers naturels supérieurs ou égaux a 2), on note ¢; (1 < i < /)
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'élément de G dont toutes les composantes sont nulles sauf la i®™¢ qui vaut 1 :

Y4
e; =(0,...,0,1,0,...,0,0 moday,...,0 moda,) € G
——

7

et on note epq; (1 < i <r) I'élément de G dont toutes les composantes sont nulles sauf la
(€ +4)®™¢ qui vaut 1 mod a; :

erri = (0,...,0,0 moday,...,0 moda;—1,1 moda;,0 moda;41,...,0 moda,) € G.
N——

l %

Dans l'étude des suites G-Jamison, on peut supposer que les suites (gx)r>1 d’éléments du
groupe G vérifient les conditions initiales :

gL = €k pour tout k € {1,2,... .0+ r}.

Pour tout groupe G, on note encore 1 le caractére unité 1: g € G +—— 1.

Théoréme. (Théoréme Soit G le groupe abélien de type fini Z¢ x Z/a1Z x - - - x
Z]ayZ. Soit (gr)k>1 une suite d’éléments de G telle que gy, = ey, pour tout k € {1,2,..., 0+
r}. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la suite (gr)r>1 est une suite G-Jamison ;

(2) il existe € > 0 tel que pour tout caractéere x € G\ {1}, on ait supy>1 [X(gx) — 1] > €.

Les résultats démontrés dans cette thése sont issus des articles suivants :

[a] V. DEVINCK, Strongly mixing operators on Hilbert spaces and speed of mixing, a
paraitre dans London Mathematical Society

[B] V.DEVINCK, Universal Jamison spaces and Jamison sequences for Co-semigroups,
en préparation.



Notations

Nous donnons ici la liste des principales notations utilisées dans cette thése ainsi que
quelques conventions adoptées. La plupart d’entre elles seront redéfinies au fil des cha-
pitres. Dans toute la premiére partie de la thése, H désigne un espace de Hilbert complexe
séparable de dimension infinie muni d’un produit scalaire noté (-,-) et de norme associée
|| - ||. L’espace H sera muni d’une base hilbertienne notée (ey);>1. Nous lui associons la
suite (eg)pez+ définie par

¢p =€y et e_p=1ey pour tout entier naturel £ non nul.

Quelques notations ensemblistes.

On note N I’ensemble des entiers naturels, N* I’ensemble des entiers naturels non nuls et Z*
I’ensemble des entiers relatifs non nuls. On désigne par T le cercle unité du plan complexe,
c’est-a-dire

T={XeC; |\ =1}

On note B la boule unité fermée de I'espace de Hilbert H, c’est-a-dire
B={zeH; |zl <1}.

On note B(X) l'algebre des opérateurs linéaires bornés sur I'espace de Banach X, GL(X)
le groupe des éléments inversibles de B(X) et Idx l'opérateur identité sur X. Le spectre
d’un opérateur T' € B(X), noté o(T), est I'ensemble des nombres complexes A tels que
lopérateur T'— Al dx n’est pas un élément de GL(X) et r(T') désigne le rayon spectral de
T:

r(T) = sup {[A|; A € o(T)}.

Le spectre ponctuel de T', noté o,(T), est I'ensemble des valeurs propres de 7' tandis que
op(T) N'T désigne le spectre ponctuel unimodulaire de 7" :

op(M)NT={AeT; 3z e X\ {0}, Tz = Az}

Le groupe dual d’un groupe G, noté G’, est I’ensemble des morphismes de groupes continus
X : G — T (appelés caractéres de G).
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Pour tout entier naturel £ non nul, on désigne par &, le groupe des permutations de
I'ensemble & k éléments {1,...,k}.

Quelques notations sur les mesures et les fonctions.

2

Si o > 0, on note 7, la loi gaussienne centrée sur R de variance o, c’est-a-dire

1
oV 2

Si ¢ est un nombre réel, on note |¢| la partie entiére (inférieure) de ¢, c’est-a-dire le plus

dye = e/20% gt

grand entier n tel que n < t. On note aussi {t} la partie fractionnaire de ¢, de sorte que
t = [t] + {t}. On note encore ||t|| la distance du nombre réel ¢ & l'entier le plus proche,
c’est-a-dire

[¢]| = inf {|t — n|; n € Z}.

Si z est un nombre complexe, on note Rez et Jmz les parties réelle et imaginaire de z
respectivement. La fonction Re(x,-) : H — R (o x est un élément de H) désigne la forme

linéaire réelle sur H définie par y — Re(z, y).

Si m est une mesure gaussienne sur H et si z est un vecteur de H, on note o2 la variance
de la variable aléatoire fRe(x,-) par rapport a m, c’est-a-dire

2 _ afz2mz
ax—[dmeu»d (2)

et dans le cas particulier ot z est un élément de la base hilbertienne (eg),>; de H, on
notera plus simplement 0? cette variance :

o2 = /H (Reles, 2))2 dm(2).

Pour tout entier naturel k, Hy, désigne le k™€ polynome d’Hermite défini par

2o dF 2
Hi(t) = (—1)Fe! /2@6 £,

On désigne par o la mesure de Lebesgue normalisée sur T (mesure de Haar), c’est-a-dire
définie par

_do

C2r

Pour tout ensemble A, on note 14 la fonction indicatrice de cet ensemble.

do

On note Log la détermination principale du logarithme complexe.
Si k et n sont des entiers naturels tels que k& < n, on note (2) le coefficient binomial défini

(+)

par
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Quelques normes et espaces vectoriels normés.

Pour tout p € [1, 400, £,(N) désigne I’espace des suites de nombres complexes & = (2, )n>1
telles que

1/p
||z[lp = <Z|ﬂcnlp) < 400
n>1

et lo(Z*,R) est 'ensemble des suites de nombres réels = = (x,)pez telles que

De plus, ¢o(N) désigne l'espace des suites de nombres complexes qui convergent vers zéro
muni de la norme infinie. Les bases canoniques des espaces £,(N) et ¢o(N) seront notées
(en)n>0-

Si By est une forme k-linéaire bornée sur un produit d’espaces vectoriels normés Xp x - - - X
Xk, la norme ||By|| est définie par

||BI€HZ sup |Bk($lauxk)‘
[lz1llx; <1l x, <1
Si (X,]||-|lx) est un espace vectoriel normé, on note L?(T, o, X) I'espace des fonctions

mesurables f: T — X telles que

/T IF I do(A) < +oc

et la norme de f dans cet espace sera notée

1/2
1 o) = ( Lol dam) .

Si X = C, on notera tout simplement L?(T,o) cet espace et [ fllz2(r,s) la norme d’un
élément f de L%(T, o).

L’espace L?(H,B,m) est 'ensemble des applications B-mesurables f : H — C de carré
intégrable sur H et la norme de f sera parfois notée ||f||2¢,) (au liew de || f]|12(3,8,m))
pour alléger les notations :

1/2
1 2o = 11 22 = ( /H If(fv)|2dm(x)) .

On notera aussi L% (H, B, m) Pespace des fonctions f € L2(H, B, m) a valeurs réelles (muni
de la norme précédente).
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Quelques conventions.

Dans toute la thése, les produits scalaires des espaces de Hilbert considérés (en particulier le
produit scalaire (-, -) de ) sont antilinéaires par rapport a la premiére variable et linéaires
par rapport & la deuxiéme variable. De plus, ’espace de Hilbert A sera muni de la o-algébre

B engendrée par les formes linéaires réelles Re(z, ) (z € H).



Premiére partie

Vitesse de mélange des opérateurs
fortement mélangeants sur les
espaces de Hilbert






Chapitre 1

Introdution au probléme de vitesse
de mélange

Dans ce premier chapitre, nous présentons le probléme général qui sera étudié dans
les chapitres suivants. On commence par définir quelques concepts importants issus de
la théorie ergodique comme celle de transformation ergodique (Définition ou de
transformation fortement mélangeante (Déﬁnition que ’on illustre par deux exemples
(Exemple et Exemples et . Ceci nous aménera naturellement & la notion de
corrélation (Définition et de vitesse de mélange. Pour comprendre ce qu’on entend
par vitesse de mélange, on expose un exemple concret trés simple (Exemple d’étude
de la vitesse de mélange qui s’inscrit dans le cadre des systémes dynamiques mesurables
compacts.

1.1 Eléments de théorie ergodique

L’objet d’étude de la théorie ergodique est un triplet ((X,B),m,T") ou (X, B) est un
espace mesurable, m est une mesure de probabilité sur (X,B) et T : (X,B) — (X, B)
est une application mesurable qui préserve la mesure au sens de la Définition ci-
dessous. Un tel triplet ((X, B), m,T') est appelé un systéme dynamique mesurable. Lorsque
I’ensemble X a une structure d’espace métrique compact, on parle de systéme dynamique
mesurable compact. Pour plus d’informations sur les notions exposées dans ce chapitre, on
renvoit le lecteur aux livres [31] et [22].

Définition 1.1.1. Soit (X,B,m) un espace de probabilité. On dit qu’une application
mesurable T' : (X,B,m) — (X,B,m) préserve la mesure (ou que la mesure m est T-
invariante) si pour tout ensemble mesurable A de B, on a m(T~1(A)) = m(A).

Pour commencer, on définit la notion fondamentale de transformation ergodique.

Définition 1.1.2. Soit (X,B,m) un espace de probabilité. On dit qu’une application
mesurable 7' : (X, B,m) — (X, B, m) est ergodique si elle préserve la mesure et si 'une
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des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

(i) pour tous ensembles mesurables A, B € B tels que m(A)m(B) > 0, il existe un entier
naturel n tel que m(T~"(A) N B) > 0;

(ii) pour tout ensemble mesurable A € B, si T71(A4) = A & un ensemble de mesure nulle
pres, alors m(A) =0 oum(A) =1,

(ii7) pour toutes fonctions f, g € L?(X, B, m),

;fj:zz;/xf(T”x)g(m)d m(x N%+oo/ fdm/ gdm;

(iv) pour toute fonction f € L?(X,B,m), si foT = f alors f est constante m-presque
stirement.

Nous donnons deux exemples simples de transformations ergodiques qui s’inscrivent
dans le cadre des systémes dynamiques compacts.

Exemple 1.1.3. On note m la mesure de Lebesgue de l'intervalle [0, 1].

(1) Soit w € R\ Q. La rotation irrationnelle 7' : [0,1] — [0,1] définie par T'(z) =
(x + w) mod 1 est ergodique par rapport a m.

(2) Le doublement d’angle T : [0, 1] — [0, 1] défini par T'(x) = 2z mod 1 est ergodique par
rapport a m.

Démonstration. Remarquons que la mesure de Lebesgue m sur [0, 1] est T-invariante pour
chacune des deux transformations 7. C’est évident pour une rotation (irrationnelle) et
pour le doublement d’angle, on a

1/2

/ f(2zmod 1) dm(x) = fQ2zx)dr + f( x—1)dx

1/2
/f

pour toute fonction f € L2([0,1]). En prenant pour f la fonction caractéristique dun
borélien B de [0,1], on trouve donc que m(T~1(B)) = m(B). Pour montrer I'ergodicité
des transformations 7', on vérifie la condition (iv) de la Définition : il est facile de
voir en développant un élément f de L?([0,1]) en série de Fourier que les seules solutions
de I’équation foT = f (ot T est une rotation irrationnelle ou le doublement d’angle) sont
les fonctions constantes. O

Nous introduisons maintenant la notion centrale de notre étude qui est plus forte que
celle d’ergodicité.

Définition 1.1.4. Soit (X,B,m) un espace de probabilité. On dit qu’une application
mesurable T": (X, B,m) — (X, B, m) est fortement mélangeante si elle préserve la mesure
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et si I'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
(1) pour tous ensembles mesurables A, B € B,

m(T " (A)NB) — m(A)m(B) ;

n—-+o0o

(ii) pour toutes fonctions f,g € L?(X, B, m),

[ s in) — [ gam [ gam.

Moralement, cela signifie qu'une transformation 7' : (X,B,m) — (X,B,m) est for-
tement mélangeante lorsque tout ensemble B € B devient, sous ’action de T', asymptoti-
quement indépendant de tout ensemble fixé A € B (indépendance par rapport a la mesure
de probabilité m). L’exemple suivant montre que la notion de transformation fortement
mélangeante est plus forte que celle d’ergodicité.

Exemple 1.1.5. Pour tout w € R\ Q, la rotation irrationnelle 7' : * — (z + w) mod 1
n’est pas fortement mélangeante par rapport a la mesure de Lebesgue m sur [0, 1].

Démonstration. Soient ¢ et 9 les fonctions définies par ¢(x) = ¥ et ¢(x) = e 272,
Alors f[(]’l] odm = f[O,l] ¥ dm = 0 et pour tout entier naturel n,
1
| o oyte) dma) = e
0
ne converge pas vers zéro quand n tend vers 4oo. O

La définition précédente fait apparaitre la notion de corrélation entre deux fonctions

de L2(X, B, m).

Définition 1.1.6. Soient (X, B, m) un espace de probabilité, T : (X, B, m) — (X, B, m)
une application fortement mélangeante et soient f,g € L?(X,B,m). Pour tout entier na-
turel n, on appelle n®™ corrélation entre f et g la quantité

To(f,0) = /X F(T"())g(x) dm(z) — /X fdim /X gdm.

Le probléme de la vitesse de mélange est alors le suivant. Etant donnés un espace de pro-
babilité (X, B, m), une transformation T : (X, B, m) — (X, B, m) fortement mélangeante
et f, g deux éléments de L%(X, B, m), on se demande & quelle vitesse la suite (Z,,(f, g))n>0
des corrélations entre f et g tend vers zéro. L’exemple qui suit est une illustration concréte
trés simple de ce probléme.

Exemple 1.1.7. Soient m la mesure de Lebesgue sur [0,1] et T : [0,1] — [0,1] la

transformation (doublement d’angle) définie par T'(x) = 2z mod 1. La transformation 7'

est fortement mélangeante par rapport a la mesure m. De plus, pour toutes f € L?([0,1])

et g € C*([0,1]), on a

1 I f12 11 leo
n

IZ.(f. 9)| < 5

(1.1)

S

pour tout entier naturel n.
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Démonstration. On a vu dans I'Exemple [I.1.3] que la mesure m est T-invariante. On va
maintenant montrer ’estimation puis on en déduira que T est fortement mélangeante
par rapport & la mesure m. Soient f € L?([0,1]) et g € C*(]0,1]). Remarquons que pour
tout A € R, on a la formule

I(f+ A, 9) = Tu(f,9)

car la mesure m est T-invariante. On peut donc supposer sans perte de généralité que
1 t T-i iante. On peut d PP perte de généralité q
f[o 1) dm = 0. Pour tout entier naturel n, on a

/f "rmod1)g(x)dm(x)
(k+1)/2"

_ Z /k F(2"z — k)g(x) de

/2n

g 221/ (t+/<:> .

. /01 o lznilg(t ;k;)

k=0

On note maintenant g, I'application définie sur [0, 1] par

gn(t) = QnZ:lg(t;k)'

k=0

En utilisant le fait que f [0,1] fdm =0 et 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

1
| f(t)gn(t)dt‘Z <t><gn<t>—gn<o>>dt\
1 1/2
-n _ 2
<2 ||f||2< /0 190 (8) — 90 (0) dt) L

Comme la fonction g, est de classe C! sur [0, 1], 'inégalité des accroissements finis nous dit

|In(f g) =

que |gn(t) — gn(0)| < t||g),||cc pour tout ¢ € [0,1]. De plus, on a clairement la majoration
g lse < 119/ ]|se- L'estimation (T.2) fournit alors :

1]l e
VAT

Le fait que la transformation T soit fortement mélangeante par rapport & m découle de
ce qui précéde et de la densité de C'1([0,1]) dans l'espace L?([0,1]). En effet, soient f,g €
L?([0,1]) avec f[o j) f dm = 0 et soit € > 0. Comme C1([0,1]) est dense dans L?([0,1]), il

existe g. € C1([0,1]) telle que ||g — ge|l2 < e. On sait aussi d’aprés ce qui précéde qu'il

’In(ﬁg)‘ <
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existe un entier naturel n. tel que pour tout n > ne, on ait |Z,(f, g¢)| < €. Par conséquent,
pour tout entier n > n., on a

Zo(f, 9)| < |Zu(fr 9 — ge)| + | Zn(f, ge)|
S ‘In(fag _95)‘ + €

Par ailleurs, I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

1
Za(fo9 - 90)] = \ [ seremodngle) - g s

<|Ifl21lg = gell2
< ell -

On en conclut donc que pour tout entier n > ne,

d’ou le résultat. O

Les notions de transformation ergodique, faiblement mélangeante (voir la définition
dans [4]) ou fortement mélangeante en théorie ergodique sont beaucoup étudiées pour des
transformations définies sur des ensembles compacts (pour plus d’informations sur les sys-
témes dynamiques compacts, voir [22]). La notion de vitesse de mélange lorsque T' est une
transformation fortement mélangeante sur un ensemble compact K est systématiquement
étudiée dans ce cadre et la méthode de calcul des corrélations dépend intrinséquement
de la structure de Pensemble compact K. On renvoie par exemple aux articles [11], [12],
[32] ou [33] pour plus d’informations dans ce contexte. Les auteurs montrent essentielle-
ment dans ces articles que si on travaille avec des classes de fonctions réguliéres, alors
les corrélations tendent vers zéro avec une vitesse exponentielle. Dans toute la suite, on
s’'intéressera & ce probléme de vitesse de mélange pour une transformation linéaire bornée
T : (H,B,m) — (H,B,m) définie sur un espace de Hilbert H complexe séparable de
dimension infinie muni de la tribu borélienne B (c’est-a-dire engendrée par les ouverts de
H) et d’une mesure de probabilité m.

1.2 Vitesse de mélange des opérateurs linéaires bornés

On étudie maintenant la notion de transformation fortement mélangeante et le probléme
de vitesse de mélange lorsque la transformation est un opérateur linéaire borné sur un
espace de Banach séparable. L’idée d’étudier un opérateur linéaire du point de vue de la
théorie ergodique est qu’il existe un lien entre la dynamique mesurable et la dynamique
topologique : si un opérateur linéaire borné 7' sur un espace de Banach complexe séparable
de dimension infinie X est ergodique par rapport & une mesure m sur X non dégénérée
(c’est-a-dire telle que m(U) > 0 pour tout ouvert non vide U de X), alors cet opérateur
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est hypercyclique au sens ou il existe un vecteur non nul x de X tel que ['orbite de x sous
laction de T
Orb(z,T) = {T"z;n >0}

est dense dans X (voir par exemple [4]). Ainsi, I'existence d’une mesure non dégénérée m
sur X pour laquelle T € B(X) est une transformation fortement mélangeante fournit un
critére (issu de la théorie ergodique) pour que T soit hypercyclique.

Dans toute la suite de notre étude, H désigne un espace de Hilbert complexe séparable
de dimension infinie et T' est un opérateur linéaire borné sur ‘H. Le premier probléme qui
se pose est de trouver une condition sur 7" pour qu’il existe une mesure non dégénérée m
sur l'espace de Hilbert H telle que T soit une transformation fortement mélangeante par
rapport a cette mesure. Cette question a été étudiée par F. Bayart et S. Grivaux (voir [4]
et [5]) et nous en résumons les idées générales dans le chapitre [2]



Chapitre 2

Opérateurs fortement mélangeants
par rapport a une mesure gaussienne

Nous présentons dans ce chapitre un théoréme de F. Bayart et S. Grivaux [4] qui sera
notre point de départ de ’étude de la vitesse de mélange. Ce résultat donne une condition
pour qu’un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert séparable admette une mesure
gaussienne invariante (Définition par rapport & laquelle il est fortement mélangeant.
Avant d’énoncer le résultat, on rappelle la définition d’une mesure gaussienne et quelques
propriétés fondamentales les concernant qui seront utiles dans la suite.

2.1 Mesures gaussiennes sur les espaces de Hilbert

Le but de cette partie est d’introduire une classe de mesures de probabilité naturelles
sur les espaces de Banach de dimension infinie et d’en donner les propriétés importantes
qui seront constamment utilisées dans la suite. Méme si les mesures gaussiennes peuvent
étre définies sur tout espace de Banach de dimension infinie, on se place directement dans
le cadre des mesures gaussiennes sur les espaces de Hilbert qui seront les espaces considérés
dans la suite (pour les définitions dans le cadre des espaces de Banach, voir par exemple
[6]). Pour plus de précisions sur les mesures gaussiennes, on renvoie le lecteur aux livres
[6] et [20].

2.1.1 Deéfinitions

On commence par introduire la notion de loi de probabilité gaussienne complexe. Pour

2

tout o > 0, on note v, la loi gaussienne centrée sur R de variance o°, c’est-a-dire

1 2 2
dyy = ——e71/2 qt.
e oV 2m
Définition 2.1.1. Soient (2, F,P) un espace de probabilité¢ et f : (Q,F,P) — C une
application mesurable & valeurs complexes. On dit que la variable aléatoire f a une loi
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de probabilité (symétrique) gaussienne compleze si f est presque siirement égale a zéro ou
si les parties réelle et imaginaire Ref et IJmf de f sont des variables aléatoires réelles
indépendantes et de méme loi gaussienne centrée.

Autrement dit, une variable aléatoire non nulle (presque strement) f: (Q, F,P) — C
a une loi de probabilité gaussienne complexe si et seulement si sa loi est de la forme v, ® v,
pour un certain o > 0. Si A désigne un borélien de C, alors

1
P(f € A) = (1 ®7)(4) = — e~ (7 F%)/20% go gy
20" J{(s ey
Remarque 2.1.2. Si f a une loi de probabilité gaussienne complexe, alors la variable
aléatoire A\f a une loi de probabilité gaussienne complexe pour tout nombre complexe A.

En particulier, f et Af sont de méme loi si A est un nombre complexe de module 1.

On définit maintenant la notion de mesure gaussienne sur un espace de Hilbert. Dans
la suite, H désigne un espace de Hilbert complexe séparable de dimension infinie.

Définition 2.1.3. Une mesure gaussienne sur 'espace de Hilbert H est une mesure de
probabilité m sur H telle que pour tout vecteur x de H, la forme linéaire continue (z,-) :
y — (z,y), considérée comme variable aléatoire sur l’espace de probabilité (H,B,m), a
une loi de probabilité gaussienne complexe.

Les mesures avec lesquelles nous allons travailler seront toujours non dégénérées.

Définition 2.1.4. Une mesure de probabilité m sur ’espace de Hilbert H est dite non
dégénérée si pour tout ouvert non vide U de H, on a m(U) > 0.

Pour une variable aléatoire f : (H,B,m) — C, on notera var,,(f) sa variance par
rapport a la mesure de probabilité m, c¢’est-a-dire
2

varn(f) = [ 1P dm(z) - ] | rean(e)

et dans le cas o f = Re(x, ) est une forme linéaire réelle, on notera la variance par

2. szmz.
ax.—A<me<,>>d<>

Remarque 2.1.5. Si m est une mesure gaussienne sur ’espace de Hilbert H, alors pour

tout vecteur x de H, les variables aléatoires réelles Re(x,-) et IJm(z,-) sont de méme loi
(gaussienne centrée). En particulier, elles ont la méme variance et donc

2 — Jmlz, 2))2 dm(z).
7t = [ (om(a.2) am(:)

Un résultat fondamental est qu'une mesure gaussienne sur H a des moments finis de
tous ordres. En particulier, la quantité

/ ]2 () (2.1)
H

est toujours finie (voir par exemple [6, Chapitre 5|).
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2.1.2 Opérateur de covariance

Pour étudier les propriétés d’'une mesure gaussienne m, on introduit I'opérateur de

covariance qui lui est associé.

Définition 2.1.6. Soit m une mesure gaussienne sur l'espace de Hilbert H. L’ opérateur
de covariance R, associé & m est défini sur H par I’équation

() = [ (@)oo dm(2)
pour tous vecteurs z,y de H.

D’aprés ([2.1)), 'opérateur de covariance R, est un opérateur linéaire borné sur H. De
plus, cet opérateur est auto-adjoint, positif et a trace. En effet, si (e,)n>1 est une base
hilbertienne de H, alors d’aprés la formule de Parseval et (2.1]), on a

—+00 +o0
= en,:Eme: .’L'2m$ 0.
;Rmemem—;/ﬂu V2 dm(z) /HII 2 dm(z) < +

En fait, les opérateurs R qui ont ces propriétés déterminent les mesures gaussiennes : si R
est un opérateur linéaire borné sur ‘H qui est auto-adjoint, positif et & trace, alors il existe
une unique mesure gaussienne sur H dont 'opérateur de covariance est R (voir [6, Chapitre
5]). On notera dés lors sans ambiguité R (au lieu de R,,) l'opérateur de covariance d’une

mesure gaussienne m.

Dans la suite, on aura besoin de considérer la racine carrée de 'opérateur de covariance
R d’une mesure gaussienne m. Comme R est un opérateur positif, il existe un unique
couple (7—2,K ) constitué d’un espace de Hilbert séparable H et d'un opérateur linéaire
borné¢ K : H — H (la racine carrée de R) telle que R = K K*. Par unicité, on entend que
si H est un autre espace de Hilbert séparable et si K : H — H est tel que R = K1 K7,
alors il existe une isométrie V : H — H tel que K1 = KV*.

On présente dans la section suivante le résultat de F. Bayart et S. Grivaux (Théoréme
2.2.2)) qui nous permettra de commencer 1'étude de la vitesse de mélange d’un opérateur
T € B(H) fortement mélangeant par rapport & une mesure gaussienne.

2.2 Le résultat

On énonce ici le résultat assurant l’existence d’une mesure gaussienne invariante par
rapport a laquelle un opérateur est fortement mélangeant. On aura besoin de dégager les
idées principales de la preuve car elles seront fondamentales dans la suite. Pour qu’un
opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert séparable admette une mesure gaus-
sienne pour laquelle il est fortement mélangeant, il faut que celui-ci ait « suffisamment »
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de vecteurs propres associés aux valeurs propres de module 1 (Définition . Les vec-
teurs propres d’un opérateur associés aux valeurs propres de module 1 (ou valeurs propres
unimodulaires) seront aussi appelés vecteurs propres unimodulaires (ou encore T-vecteurs
propres) de opérateur. Les définitions et les résultats de cette partie sont tirés de [4] et [5]

(voir aussi le livre [0, Chapitre 5| pour un résumé). On rappelle que o désigne la mesure

de Lebesgue normalisée sur T, c’est-a-dire : do = %-

Définition 2.2.1. [4, Définition 3.1] Soient H un espace de Hilbert séparable et T un
opérateur linéaire borné sur H. On dit que les vecteurs propres de T' associés aux valeurs
propres de module 1 sont o-engendrants si pour tout ensemble o-mesurable A de T tel que
o(A) = 1, les sous-espaces propres ker(7T'— \), A € A, engendrent un sous-espace dense de

H.

Le résultat avec lequel nous allons commencer a travailler, démontré par F. Bayart et
S. Grivaux (voir [4]), est le suivant.

Théoréme 2.2.2. ([4, Théoréme 3.29]) Soient H un espace de Hilbert séparable et T un
opérateur linéaire borné sur H. Si les vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de
module 1 sont o-engendrants, alors il existe une mesure gaussienne m non dégénérée sur H
et T-invariante pour laquelle la transformation T : (H,B,m) — (H,B,m) est fortement
mélangeante.

Remarque 2.2.3. Dans notre étude, nous travaillons exclusivement dans le cadre des es-
paces de Hilbert. Néanmoins, F. Bayart et S. Grivaux ont montré dans [5] que le Théoréme
2:2.2] reste vrai lorsqu’on travaille sur un espace de Banach séparable sur lequel 'opéra-
teur T' a des vecteurs propres unimodulaires o-engendrants et paramétrés par des champs
de vecteurs propres suffisamment réguliers (voir [5] pour plus d’informations). De plus,
F. Bayart et E. Matheron [7] ont également étudié¢ le probléme d’existence d’une mesure
gaussienne par rapport a laquelle un opérateur linéaire borné sur un espace de Fréchet
séparable est faiblement ou fortement mélangeant. Ils ont notamment démontré le résul-
tat suivant (voir [7]). On dit qu'un borélien D de T est de type Uy si pour toute mesure
de Rajchman o sur T (c’est-a-dire telle que 6(n) — 0 quand |n| tend vers +o00) on a
o(D)=0.

Théoréme 2.2.4. [7] Soient X un espace de Fréchet séparable et T € B(X).
(7) Si pour tout borélien D de T dénombrable, le sous-espace

Vect< U ker(T—A))

AET\D

de X est dense dans X, alors il existe une mesure gaussienne m sur X pour laquelle T est
une transformation faiblement mélangeante.
(7i) Si pour tout borélien D de T de type Uy, le sous-espace

Vect< U ker(T—A))

AET\D
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de X est dense dans X, alors il existe une mesure gaussienne m sur X pour laquelle T est
une transformation fortement mélangeante.

Comme une mesure gaussienne est complétement déterminée par son opérateur de
covariance, 'idée de la preuve du Théoréme [2.2.2 est de construire directement 'opérateur
de covariance R. De plus, comme R est un opérateur positif, il suffit de construire sa racine
carrée K : H — H, ot H est un espace de Hilbert séparable a déterminer. On notera m
la mesure de probabilité associée a 'opérateur K, c’est-a-dire déterminée par R = K K*.
Le fait suivant réunit les principales étapes de la preuve du Théoréme (voir [6]).

Fait 2.2.5. Soient H un espace de Hilbert séparable, T un opérateur linéaire borné sur H
et m une mesure de probabilité sur H.

(1) La mesure de probabilité m est une mesure gaussienne si et seulement si K est un
opérateur de Hilbert-Schmidt ;

(7i) la mesure de probabilité m est non dégénérée si et seulement si l’'image de K est dense
dans H ;

(7i1) la mesure de probabilité m est T-invariante si et seulement si il existe une co-isométrie
V:H — H telle que [’équation d’entrelacement

TK = KV (2.2)

soit satisfaite ;
(iv) si m est une mesure gaussienne non dégénérée et T-invariante, alors opérateur T
est fortement mélangeant par rapport a la mesure m si et seulement si pour tous vecteurs
z,y €H,

(RT*"z,y) —> O.

n—-+0o

A partir de ce fait, il reste & construire les opérateurs K : H—HetV:H—H
de sorte que I’équation d’entrelacement soit vraie. La construction de 'opérateur K
dépend des vecteurs propres de T' associés aux valeurs propres de module 1. On commence
par introduire la notion de champ de T-vecteurs propres.

Définition 2.2.6. Soient H un espace de Hilbert séparable (de boule unité fermée notée B)
et T un opérateur linéaire borné sur H. Une application mesurable et bornée £ : T — B
telle que F(\) appartienne a ker(7'—\) pour tout A € T est appelée un champ de T-vecteurs
propres pour T

Pour définir 'opérateur K, on a besoin d’'un paramétrage des vecteurs propres de T’
associés aux valeurs propres de module 1.

Fait 2.2.7. ([4, Lemme 3.17|) Il existe une famille dénombrable (E;);c; de champs de
T-vecteurs propres pour T telle que

vect H[E;(\); i € I] = ker(T — \)

pour tout A € T.
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Si les vecteurs propres unimodulaires de T' € B(H) sont o-engendrants et sont para-
métrés par une famille dénombrable (E;);er de champs de T-vecteurs propres au sens du
Fait [2.2.7] on dira aussi que les champs de vecteurs propres E; sont o-engendrants pour 7.
En particulier, si les vecteurs propres de T' associés aux valeurs propres de module 1 sont
o-engendrants et paramétrés par un unique champ de T-vecteurs propres £ : T — H, on
dira que E est o-engendrant pour T'.

Dans ce chapitre et dans les suivants, on considérera le cas ol il n’y a qu’un seul champ
de T-vecteurs propres E pour alléger les calculs (on renvoie a [6, Chapitre 5] pour le cas
général et a la section . Néanmoins, on expliquera pour chaque résultat ce qu’il se
passe lorsque les vecteurs propres associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés
par une famille finie ou infinie dénombrable de champs de vecteurs propres (F;)ie;s-

2.2.1 Cas d’un seul champ de T-vecteurs propres F

On explique ici les idées de la preuve du Théoréme lorsqu’il n’y a qu'un seul
champ de T-vecteurs propres E. Sous I’hypothése que les vecteurs propres de 1" associés
aux valeurs propres de module 1 sont o-engendrants, on peut vérifier que les opérateurs
K :H — H et V:H —s H définis sur 'espace de Hilbert H := L?(T, o) par

Kf— /T FOVE(N) do(A) et V) =Af(\) pour toute f € L2(T, )

satisfont le Fait [2.2.5] En particulier, on dispose de 1’équation d’entrelacement TK = KV
De plus, I'opérateur adjoint K* : H — L?(T, o) de K est donné par
Kz = (z,E("))

pour tout vecteur x de H.

Pour montrer que 'opérateur T' est fortement mélangeant par rapport & la mesure
gaussienne m associée & K, il est crucial de voir que (RT*"z, y) est le coefficient de Fourier
d’une certaine mesure. En effet, il a été montré dans [4, Lemme 3.23] que pour tous vecteurs
x et y de H, on a la représentation intégrale suivante :

(RT*"a,y) = / X"z, BOV) (g, BOV) do(A) = 57 () (2.3)
404, (V) = (2, EON) (g, BOV) dor (M),

ce qui est en fait une conséquence directe de l’équation d’entrelacement ([2.2). Ensuite,
comme les coefficients de Fourier de la mesure de Lebesgue o tendent vers zéro :

6(n)
[n]—+o00
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et comme la mesure o, , associée aux vecteurs x et y est absolument continue par rapport
a la mesure o, ses coefficients de Fourier convergent également vers zéro :

ce qui entraine que T est fortement mélangeant par rapport & la mesure gaussienne m

(d’aprés (iv) du Fait [2.2.5)).

2.2.2 Cas d’une famille finie ou infinie dénombrable de champs de T-
vecteurs propres (E;);cs

On explique ici la construction de 'opérateur de covariance R dans le cadre d’une famille
finie ou infinie dénombrable de champs de T-vecteurs propres, ce qui nous sera utile dans
les chapitres suivants (voir [6, Chapitre 5| pour plus de détails). On consideére ici I'espace de
Hilbert H = @®;c;L%(T, o). Pour tout ¢ € I, on définit les opérateurs K; : L2(T, o) — H
et V; : L?(T,0) — L*(T,0) comme précédemment par

Kg, fi = / fiNEi(N) do(X) et Vifi(\) = Afi(\) pour toute f; € L*(T, o).

L’opérateur de covariance R est alors défini par R = K K* ot la racine carrée K : H — H
est définie par

@zelfz ZazKE fz

el

ol (a;)ier est une suite de nombres réels strictement positifs telle que la série

2 2
Z o; || Bl |L2(T,U,H)
icl

soit convergente. En particulier, on vérifie aisément qu’on a 1’équation d’entrelacement

(2.2), c’est-a-dire
TK =KV

si on pose V = ®;c1V;. De plus, un simple calcul montre que pour tous vecteurs z,y € ‘H
et pour tout entier naturel n,

(RT*"z,y) = /)\”x E;(0M))(y, Es(\)) do(\) (2.4)

el

(voir [0, Lemme 5.35]).

Dans tout ce qui suit, H est un espace de Hilbert complexe séparable de dimension
infinie et T" désigne un opérateur linéaire borné sur H dont les vecteurs propres associés aux
valeurs propres de module 1 sont o-engendrants et paramétrés par un champ de T-vecteurs
propres ' : T — H, et T est fortement mélangeant par rapport a la mesure gaussienne
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m sur H (dont la construction a été expliquée précédemment). On va maintenant estimer
la vitesse de convergence vers zéro des coefficients de Fourier ¢, ,(n) (Proposition [2.3.2)
en faisant une hypothése de régularité sur le champ de T-vecteurs propres E (Hypothése
2.3.1]).

2.3 Vitesse de convergence vers zéro des coefficients de Fou-

rier o, ,(n)

On souhaite estimer la convergence vers zéro de la suite ((RT*"z,y))n>1. Pour cela, on
fait 'hypothése de régularité suivante sur le champ de T-vecteurs propres E.

Hypothése 2.3.1. Il existe un nombre réel o € (0,1] tel que le champ de T-vecteurs
propres soit a-holderien, c¢’est-a-dire qu'il existe une constante C(EF) > 0 telle que

1EQ) — E(w)|| < C(E) A —
pour tous A\, u € T.

Le résultat suivant sur la vitesse de convergence vers zéro de la suite ((RT*"x,y))n>1
est le point de départ de I’étude de la vitesse de mélange.

Proposition 2.3.2. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est fortement
mélangeant par rapport o la mesure gaussienne m. On suppose que les vecteurs propres de
T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de T-vecteurs
propres E : T — H qui est o-engendrant et a-holderien (o « € (0,1]). Alors il existe
une constante C(E, o) > 0 (qui dépend uniquement de E et «) telle que pour tous vecteurs

x ety deH, on ait
C(E, a) ||[ [yl

(BT, y)] < =200

pour tout entier naturel n non nul.

Démonstration. On utilise ici un argument trés classique que l'on peut trouver dans [23]
Chapitre 1] et qui sera réutilisé dans la preuve de la Proposition[6.2.1} On fixe des vecteurs
x et y de H et on considére la fonction

Joy 0 — (2, E(e”)){y, B(¢")).

En utilisant la représentation intégrale (2.3)) et le changement de variables § = ¢ + 7, on

voit que

(RT*"z,y) = /0 T gint fon(0) 20— _ /0 T ging fon(6+T) d¢

o n/ 2x’

et donc

(RT*"z,y) = ;/0% e’ (fxy(e) — Jfay <6 + F)) %

n
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On montre maintenant que la fonction f , est a-hélderienne : pour tous 6,6 € [0, 27),

| fo(0) = fuy (0] = | (@, B(e”) = E(™)){y, E(e?)) + (@, B(”){y, E(e?) — E(e?)|

Or on sait que [|[E(A)|| < 1 pour tout A € T, et donc, comme E est une fonction a-

holderienne (avec constante de Holder C(E)), on obtient

«

| foy(0) — fuy(0)] <2C(E)||z||||y]| |6i0 _ it

On en déduit donc que

“n 1 [ T\ | df
(RT™ 0] < 5 [ |esl0) = £ (0+ )| 57
< CE ]l llyll
na
ce qui démontre le résultat avec la constante C(E, a) := C(E)n®. O

En utilisant la définition de l'opérateur de covariance R, on voit que la Proposition
peut se réécrire en termes des corrélations Z,(f, g). Pour tout vecteur = de H, on
note f, la forme linéaire continue définie par

fz: H — R
z — ({x,2).

Comme f, est une variable aléatoire centrée (par définition de la mesure gaussienne m),
on a le corollaire suivant.

Corollaire 2.3.3. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est fortement
mélangeant par rapport a la mesure gaussienne m. On suppose que les vecteurs propres de
T associés auxr valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de T-vecteurs
propres E : T — H qui est o-engendrant et a-holderien (ou o € (0, 1]). Pour tous vecteurs
«

x ety de H, la suite des corrélations (In(fx,fy))n>l converge vers zéro & la vitesse n~

et plus précisément :
T C E7O[ €T Y

nOé

pour tout entier naturel n non nul, ot f; désigne la fonction z — fy(2).

Remarque 2.3.4. Dans le cadre d’une famille de champs de T-vecteurs propres (F;)cr, si
on suppose que chaque fonction E; est a-holderienne (pour un méme « € (0,1]), alors les
résultats précédents (Proposition [2.3.2) et Corollaire [2.3.3)) restent vrais (mémes preuves).

On termine ce chapitre en regroupant quelques exemples importants d’opérateurs sur
des espaces de Hilbert séparables dont les vecteurs propres associés aux valeurs propres de
module 1 sont o-engendrants et engendrés par un champ de T-vecteurs propres régulier.
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2.4 Exemples

Afin d’illustrer la section précédente, on donne des exemples montrant que la condition
d’étre o-engendrants pour les vecteurs propres de 1" associés aux valeurs propres de module
1 est facile a vérifier en général. De plus, on verra que ces vecteurs propres sont en général
paramétrés par un champ de T-vecteurs propres régulier, ce qui légitimera I'Hypothése
2.3.1] Dans les exemples qui suivent, (en)n>0 désigne la base canonique de I'espace £5(N).

Exemple 2.4.1. ([4, Exemple 3.3|) Soit w un nombre complexe tel que |w| > 1 et soit
B lopérateur de décalage sur I'espace ¢2(N) défini par Bey = 0 et Be,, = e,_1 pour tout
entier n > 1. Les vecteurs propres de wB associés aux valeurs propres de module 1 sont

E(\) =) <2\)>nen (AeT).

n>0

donnés par

Il est facile de voir que les vecteurs propres (E(A))xer de wB sont o-engendrants (voir
[4]). De plus, le champ de T-vecteurs propres E : T — ¢5(N) pour opérateur wB est une
fonction qui admet un prolongement analytique dans un voisinage ouvert de T.

Exemple 2.4.2. [21] L'opérateur de type Kalisch est Uopérateur T défini sur L2([0, 27])
par la formule

0
TF(0) =Y f(0) — /O iel f(t) dt

pour tout f € L2([0,2n]). Pour tout a € [0,27), on note E(e) := L(a2r), OU L(q2m)
désigne la fonction indicatrice de 'intervalle ouvert (o, 27). Alors, E(e'®) est un vecteur
propre de T associé¢ & la valeur propre e et les vecteurs propres (E (em))ae[mﬂ) sont
o-engendrants (voir [5, Exemple 3.11]). De plus, I'application E : T —s L?([0,27]) est un
champ de T-vecteurs propres pour 1’ qui est %—hélderien car pour tous 0 < a < 8 < 27,

5 df 1/2
)

2T
|1 E(e) = BeP)|| 2 g0,2m) = ( /0 | B(e)(0) — E(e”)(0)]
=(B-a)'/

Exemple 2.4.3. (|4, Exemple 3.21]) Pour toute suite bornée de nombres réels strictement

positifs w = (wy, )n>1, on définit 'opérateur de décalage pondéré By, sur £2(N) par Byeg =

0 et Bwe, = wpe,_1 pour tout entier n > 1. Pour la suite particuliére w définie par
n

wy; =1 et wy, = %5 quand n > 2, lopérateur By admet un champ de T-vecteurs propres

%—hélderien.

Démonstration. On sait déja d’aprés [4, Exemple 3.21] que le champ de T-vecteurs propres
E : T — ¢5(N) pour By, défini par

E(\) = ZL% =eo+ Y %en (AeT)

n>0 1 n n>1
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est og-engendrant. De plus, pour tous A\, u € T, on a

> A" — " >y ()" —1J?
HE(A)_“E<N)H%:: n2 = n2 ’
n>1 n>1

Alors, si on introduit la fonction 27-périodique f : [0, 27r[— R définie par

foy = I = 2<7: -y COSTE;"LH)),

n>1

alors on peut vérifier que f(0) = w6 — % pour tout € [0, 27[. Ceci montre que la fonction
f est lipschitzienne et donc que le champ de T-vecteurs propres F est %—hélderien. O

En modifiant la suite w, il est facile de voir qu’on peut avoir un champ de T-vecteurs
propres lipschitzien pour By.

Exemple 2.4.4. ([4, Exemple 3.21]) Avec les mémes notations que dans I'Exemple [2.4.3]

on considére le poids w tel que w; = 1 et w, = ( I 3

n—1
L’opérateur de décalage pondéré By, admet un champ de T-vecteurs propres lipschitzien

)"C pour tout n > 2, ou K > 3.

et o-engendrant.

Démonstration. On définit le champ de T-vecteurs propres pour By, comme dans la preuve

E(\) ::Z&en:eo—%z;

n>0 n n>1

précédente :

et on sait d’aprés [4, Exemple 3.21] que E est o-engendrant. De plus, pour tous A,y € T,

on a
|>\n_lun|2
1B - Bl =Y 5
n>1
n—1,0 n—2,1 0,.n—11]2
B o [ATTIEO AT 4 A0
—|A—/,L‘ Z n2k
n>1
1 2
< (ZTZQ,{_Q>|A_/’L‘7
n>1

ce qui montre que E est une fonction lipschitzienne puisque la série > -4 n=2F2 est
convergente par définition de k. O

Les exemples précédents soulévent la question suivante.

Question 2.4.5. Si a € (0,1], peut-on trouver un espace de Hilbert séparable et un
opérateur linéaire borné sur cet espace qui admette un champ de T-vecteurs propres qui
soit o-engendrant et exactement a-hdlderien (c’est-a-dire a-hélderien et pas [-hélderien
pour 5> «)?
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En utilisant la théorie de Fourier et 'Exemple [2.:4.3] on peut donner une réponse par-
tielle & cette question.

1
)2

réels w = (wp)n>1 strictement positifs telle que l'opérateur de décalage pondéré By, sur

Théoréme 2.4.6. Soit o un nombre réel dans (0 ] U{1}. Il existe une suite de nombres

l5(N) admette un champ de T-vecteurs propres o-engendrant et exactement a-holderien.

Démonstration. On a déja vu dans 'Exemple 2:4.4] qu’il existe un opérateur de décalage
pondéré sur f5(N) admettant un champ de T-vecteurs propres o-engendrant et lipschitzien.
On fixe maintenant o € (0,1] et on va montrer qu'il existe un opérateur de décalage
pondéré sur f5(N) admettant un champ de T-vecteurs propres o-engendrant et (a/2)-
holderien. L’idée est la méme que celle de I’Exemple : pour définir le champ de
vecteurs propres, on commence par construire une fonction 2r-périodique et a-holderienne
fa dont les coefficients de Fourier sont strictement positifs. On considére la fonction paire
et 2m-périodique f, : R — R définie par

3n—1

+o00 2
fat) =370 >~ 2% cos (3" + k)t)
n=0 k=0

pour tout nombre réel ¢t. Le comportement local de cette fonction au voisinage de 0 est étu-
dié en Annexe et d’aprés la Proposition[A.T.2] f, est ezactement localement a-holderienne
au voisinage de 0 (c’est-a-dire localement a-holderienne au voisinage de 0 et pas localement
B-holderienne au voisinage de 0 pour 5 > «). L'intérét de considérer cette fonction est que
ses coefficients de Fourier réels sont donnés de fagon explicite. En effet, si on écrit

+oo
falt) = 3" ¢ cos(jt),
j=0

alors on a ¢y = 0 et pour tout entier naturel n et pour tout k € {0,1,...,2-3" — 1},
Canp = gfan27k.

En particulier,

_ _ _9.qn—1
Can_1 =3 a(n—1)91-2:3"~1

A ce stade, on définit une suite de nombres réels strictement positifs w = (wy,),>1 par la
relation

(wy...w)2== (j>1). (2.5)

Comme ¢; = c30 = 1, on trouve que w; = V2. De plus, w; = ,/C{:—;l pour tout entier
naturel j > 2 d’aprés ’égalité (2.5). Remarquons que la suite (w;);>1 est bien une suite
bornée. En effet, d’une part

g3—a(n—-1)91-2:3""1

C3n—1
wgn = =

<2.3¢ >
- 3=an <2-3 (n>0)
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et d’autre part, pour tout entier naturel n et pour tout k € {1,2,...,2-3" — 1},

) C3nh—1 2—(k—1)3—om,
w3n+k — — —ka_ — 2.
C3nyk 2 3—an

On en déduit donc que l'opérateur de décalage pondéré By, sur ¢o(N) associé a la suite
(wn)n>1 est borné. De plus, il admet un champ de T-vecteurs propres o-engendrant E,
défini par
)\TL
E,(\):=e _
a() O+Zw1...wnen
n>1
pour tout nombre complexe A € T. Il reste & montrer que E, est («/2)-holderien. Pour
tous nombres réels 6,6, on a :
<X |00 1’2

|| Ea(e?) — Ea(e?)|]5 =

= (Wi ... w;)?
Or on sait que pour tout nombre réel ¢, on a l'égalité : 2(1 — cos ¢) = |¢'® — 1]2. Donc,
d’apreés la relation ([2.5)), il vient

+o0

‘3 = ch(l —cos(j(0 — 0’)))

Jj=1

= fa(0) — fa(0 = 0).

HEa(eiG) - Ea(eie’)

Comme la fonction f, est exactement localement a-hélderienne au voisinage de 0, le champ
de T-vecteurs propres F, est exactement (a/2)-holderien, ce qui conclut la preuve du
Théoréme [2.4.6) O

Dans les chapitres suivants, lorsque nous parlerons d’un opérateur linéaire borné T' sur
I’espace de Hilbert H fortement mélangeant par rapport & une mesure gaussienne non dé-
générée m sur H, nous ferons toujours référence a la construction de la mesure gaussienne
m évoquée dans ce chapitre. En particulier, 'opérateur R fera référence a l'opérateur de
covariance de la mesure gaussienne m et les opérateurs K (la racine carrée de R) et V
correspondent aux opérateurs construits dans la section 2 de ce chapitre. Sauf mention
contraire, les vecteurs propres de 1" associés aux valeurs propres de module 1 sont para-
métrés par un champ de vecteurs propres F : T — H qui est o-engendrant.






Chapitre 3

Sur la vitesse de mélange globale

Le but de ce chapitre est de démontrer qu’il n’existe pas de vitesse de mélange globale,
c’est-a-dire qu’on ne peut pas trouver de suite de nombres réels strictement positifs (sp,)n>1
convergente vers zéro telle que pour toutes fonctions f et g de L2(H, B, m), on ait

pour tout entier naturel n non nul. Dans ce qui suit, 17" est un opérateur linéaire borné sur
I’espace de Hilbert complexe séparable H de dimension infinie qui est fortement mélangeant
par rapport a la mesure gaussienne m sur H (dont la construction est celle du chapitre .
En particulier, les vecteurs propres de 1" associés aux valeurs propres de module 1 sont o-
engendrants et paramétrés par un champ de vecteurs propres F, et on dispose de I’équation
d’entrelacement TK = KV (voir le chapitre [2| pour les définitions des opérateurs K et V).
Dans ce chapitre, nous ne faisons pas d’hypothése de régularité sur le champ de vecteurs
propres FE.

3.1 Quelques propriétés fondamentales

On considére dans cette partie une mesure gaussienne m sur l’espace de Hilbert H
(avec opérateur de covariance R). Dans tous nos calculs, on pourra toujours se placer dans
une base hilbertienne de 'espace de Hilbert séparable H constituée de vecteurs propres de
lopérateur de covariance R, ce qui nous donnera un cadre agréable de travail. Rappelons
que comme m est une mesure gaussienne sur l'espace de Hilbert H, les formes linéaires
(x,) : H — C sont des variables aléatoires gaussiennes complexes, c’est-a-dire que les
formes linéaires réelles Re(z, -) : H — Ret IJm(x, ) : H — R sont des variables aléatoires
gaussiennes réelles centrées, indépendantes et de méme loi (pour tout vecteur = de H).

Proposition 3.1.1. I existe une base hilbertienne (e;)e>1 de H telle que pour tout entier
naturel £ non nul, on ait Rey = 20’%65, ot Jg est la variance de la variable aléatoire
gaussienne Reley, ), c’est-a-dire :

J%:/H(Eﬁe(eg,@fdm(x).
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Démonstration. La diagonalisation de 'opérateur de covariance provient du fait que c’est
un opérateur auto-adjoint positif : il existe une base hilbertienne (e¢);>1 de H et une suite
de nombres réels (A7)¢>1 tel que Rey = Agey pour tout entier naturel £ non nul (en fait,
comme R est un opérateur a trace et positif, on sait que Ay > 0 et que la série ), A¢ est
convergente). On calcule maintenant les valeurs propres \y. Par définition de l’ogérateur

de covariance, on a

H

Ao = (Rey, eq) = / |(eg, 2)|* dm(z) = / (Reler, z))? dm(x) —i—/ (Im{eg, z))? dm(z)
H H
= 20?
car les variables aléatoires Re(es, ) et IJm(es, ) ont la méme variance o7. O

Le résultat suivant, qui est une conséquence de l'invariance par rotation d’une mesure
gaussienne (voir par exemple la section 3 de [5]), va nous permettre d’exprimer la covariance

entre deux formes linéaires réelles continues en fonction de 'opérateur de covariance.

Lemme 3.1.2. Pour tous vecteurs x ety de H, on a

<9f{e<33, -, Re(y, '>>L2(H,B,m) = <3m($, -, Im(y, '>>L2(H Bam) = —Re(Rz,y) (3.1)
et
<3m<x, -, Re(y, '>>L2(H7B,m) = —<9‘{e<x, -, Jm(y, .>>L2(H8m) = %’Jm(Rx,y>. (3.2)

Démonstration. On commence par calculer la partie réelle de (Rz,y). En décomposant les
fonctions (z,-) et (y,-) suivant leurs parties réelles et imaginaires, on voit facilement que

%2<R$,y>:/ﬂﬂ%e(x,z>9ﬁie<y,z> dm(z)+A§m<x,z)3m(y, zydm(z).

Or on a Jm(z,z) = Re(iz,z) = —NRe(zx,iz), donc l'invariance par rotation de la mesure
gaussienne m nous donne

/§m<w,z>3m<y,z> dm(z):/ Re(x,iz)Re(y, iz) dm(z)
H H
:/ Re(z, z)Re(y, z) dm(z)
H

ce qui prouve la double égalité (3.1). Ensuite, en réutilisant la formule Jm(x, z) = Re(iz, z),
on déduit de ce qui précéde que

/ Iz, 2)Rely, ) dm(z) = %%e(R(ix),y) _ —%%e(i(Rx,y)) _ %’Jm(Rx,w
H

et de méme

1 1
/ Re(x, z)Im(y, z) dm(z) = 59%e<Rx,iy> = —§3m<x,y),
H

ce qui démontre la deuxiéme double égalité ((3.2)). O]
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La représentation diagonale de l'opérateur de covariance dans la base hilbertienne
(€r)e>1 (voir Proposition [3.1.1)) nous permet de démontrer le résultat suivant qui est fon-
damental pour la suite.

Proposition 3.1.3. La suite de variables aléatoires gaussiennes complexes ({(eq,-))e>1 est
orthogonale dans lespace L>(H, B, m). En fait, ces variables aléatoires sont indépendantes.

Démonstration. Comme la suite (eg),>; est une suite orthogonale de vecteurs propres de
lopérateur R, on a (Reg,e;) = 0 pour tous entiers naturels non nuls distincts k et ¢. Par
définition de lopérateur de covariance R, ceci signifie que les variables aléatoires (e, -)
et {eg,-) sont orthogonales dans P'espace L?(H,B,m). De plus, on sait d’aprés le Lemme
que si k # £, alors les variables aléatoires JRe(ey, -) et Jm(ey, -) sont indépendantes des
variables aléatoires Jm(eg, ) et Jm(ey, -) (ceci provient du fait que deux variables aléatoires
gaussiennes réelles orthogonales sont indépendantes). Finalement, les variables aléatoires
(e, -) sont indépendantes. O

On peut déduire de la Proposition la propriété analogue dans I'espace L%(T, o).

Corollaire 3.1.4. La suite de fonctions ((es, E(+)))¢>1 est orthogonale dans l'espace L*(T, o),
et

[ 1w BN o) = [ Yol i) = 207 33
T H
pour tout entier naturel £ non nul.

Démonstration. L'orthogonalité de la suite de fonctions ({es, E(-)))¢>1 dans L*(T, o) dé-
coule de Porthogonalité de la suite ((ef,-))¢>1 dans L?(H,B,m) et de la représentation

intégrale (pour n =0) :
Rer,ef) = /H (o) (e, ) dm(z) = /T (en EOV) (er, E) do(\)

pour tous entiers naturels k et £ non nuls. De plus, I'identité ci-dessus appliquée pour k = ¢
nous donne la formule de variance (3.3)). O

Avant de démontrer notre résultat sur la non-existence de vitesse de mélange globale
dans l'espace L?(H,B,m), nous présentons le calcul des moments d’ordres pairs d'une
variable aléatoire gaussienne (réelle ou complexe), ce qui nous sera utile dans les chapitres

suivants.

Proposition 3.1.5. Soit x un vecteur de H. Pour tout entier naturel n, on a

/ (ﬂ%e<$,z>)2n dm(z) = (2n)!02n
H

Coonpl T

et
/7-[ [(x, 2) [P dm(z) = 2"nlo ",

ot a2 désigne la variance de la variable aléatoire Re(x,-).
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Démonstration. Comme m est une mesure gaussienne, Re(z, -) est une variable aléatoire
gaussienne réelle qui admet pour densité la fonction

1 e—t2/203 )
OxV 2T

Remarquons que cette fonction vérifie I'équation 027, (t) = —tys,(t) pour tout ¢ € R.

Yop 1t —>

Dans cette preuve, on note m,, l'intégrale

/ (Re(z, z))% dm(z).
H
En utilisant la formule d’intégration par parties, il vient :

—— /R 274 (4, (4)) dt = —o / 20 (6 dE = (2n+ 1) 02m,.  (3.4)

2

Comme m; = o7, un raisonnement par récurrence et la formule (3.4) nous donnent 1'ex-

pression des moments m,,. Ensuite, si on note M, l'intégrale

/ (&, 2) 2" dm(2),
H

on a, en utilisant I’expression des moments m; et le fait que les variables aléatoires gaus-
siennes Re(z, -) et IJm(z, -) sont indépendantes et de méme loi,

M, —/ (Re(w,2))* + (Im(z, z>)2)ndm(z)

<7;> (/H (Re(, 2))” dm(z)> (/H (m(a, 2))>" dm(z))
(e

= 2; 2y (2:) <2(:__ Z”) (3.5)

=0

M- 10 2

Il
=)

La somme qui apparait dans (3.5)) est calculée dans le Lemme : celle-ci est égale a
4", Ceci achéve donc la preuve de notre proposition. O

A T'aide de ces premiéres propriétés, on peut maintenant démontrer le résultat principal
du chapitre sur la non-existence de vitesse de mélange globale dans I'espace L2(H, B, m).

3.2 Le résultat : cas d’un seul champ de T-vecteurs propres
E

Partant d’une suite de nombres réels (s;),>1 strictement positifs qui converge vers
zéro, il s’agit de construire des fonctions f et g dans L?(#H,B,m) telles que la suite des

corrélations (Z,(f, g))n>1 entre f et g soit minorée par la suite (s, )n>1, ¢’est-a-dire

1Zo,(f, 9)| = sn pour tout entier naturel n non nul,
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ot T' est un opérateur linéaire borné sur H dont les vecteurs propres associés aux valeurs
propres de module 1 sont paramétrés par un champ de T-vecteurs propres £ : T — H qui
est o-engendrant (et 7" est fortement mélangeant par rapport a la mesure gaussienne m).
Pour cela, on va utiliser un résultat de C. Badea et V. Miiller sur la convergence vers zéro
des orbites faibles ((S™z,y) i )n>1 d'un opérateur linéaire borné S sur un espace de Hilbert
séparable H tel que S™ — 0 au sens de la convergence faible opérateur (c’est-a-dire tel

que (S™z,y)y — 0 pour tous z,y € H). Le résultat correspondant est le suivant (voir

131)-

Proposition 3.2.1. [3, Corollaire 3| Soient H un espace de Hilbert séparable et S un
opérateur linéaire borné sur H tel que r(S) =1 et S™ — 0 au sens de la topologie faible.
Soit (an)n>1 une suite de nombres réels strictement positifs qui converge vers zéro. Pour
tout € > 0, il existe un vecteur x de H tel que ||z||g < sup,>q an + € et

|[(S"x,x) | > ap
pour tout entier naturel n non nul.

Nous pouvons alors, grace & cette proposition, démontrer notre résultat. On commence
par définir I’espace gaussien compleze

——L?(H,B,m) [<

Gc = vect er,); 0> 1]. (3.6)

On dit que cet espace est gaussien au sens oil tout élément de cet espace est une variable
aléatoire gaussienne (voir le chapitre 4).

Théoréme 3.2.2. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est fortement
mélangeant par rapport a la mesure gaussienne m. On suppose que les vecteurs propres de
T associés auxr valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de T-vecteurs
propres E : T — H qui est o-engendrant. Alors, pour toute suite (sp)n>1 de nombres réels
strictement positifs qui converge vers zéro, il existe une fonction f appartenant a [’espace
Gc telle que

‘In(?, f)‘ > Sn

pour tout entier naturel n non nul, ot f désigne la fonction x — f(z).

Démonstration. D’aprés la Proposition toute fonction f de G¢ peut s’écrire sous la

forme
F=arler),

k>1

ou (ag)k>1 est une suite de nombres complexes telles que

+oo
Z |ag |0} < +o0
k=1
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(cette condition traduit le fait que la fonction f appartient a L2(H,B,m)). On calcule
ensuite les corrélations entre les fonctions f et f. Comme les variables aléatoires (e, ) sont
centrées, f est aussi une variable aléatoire centrée. On a alors, en utilisant la représentation

intégrale ([2.3)),
Zakag/ (e, Tnx)(eg, z) dm(z)

k>1
£>1

= E CIECLMRT*"@&G[)
k>1
>1

—Zakae [ AT BV e B do (3

c’est-a-dire

Lo(F ) = (V[0 E), f 0 E) [aip )

ot V est l'opérateur de multiplication par A sur I'espace L%(T,o), c’est-a-dire défini par
Vf(A) = Af(A) pour tout f € L*(T,o). Autrement dit, {Z,(f,f); n > 0} est l'orbite
faible du vecteur f o E sous 'action de I'opérateur V. On considére alors le sous-espace
fermé

H = veet” "7 [(er, B()) 1 k> 1]

de L?(T,o). Il est clair que le rayon spectral de I'opérateur V est égal & 1. Pour appliquer
la Proposition [3.2.1] & 'opérateur V et a 'espace de Hilbert séparable H, on doit encore
vérifier que cet espace H est V-invariant, c’est-a-dire que V(H) C H. Pour tout entier
naturel k£ non nul, on a

V({er, E()))(A) = Mek, E(N)) = (e, AE(N)).
Or, E(\) est un vecteur propre de T' associé a la valeur propre A, donc
V({ew, E())(A) = (ex, TE(X)) = (T"ex, E(X)) = <Z<T*ek, eq)(ee, E(-)>> (A),
o1

ce qui prouve que la fonction V' ({ex,-)) appartient a 'espace H. D’aprés la Proposition
pour toute suite (sp,)p>1 de nombres réels strictement positifs qui converge vers zéro,
il existe une fonction fr dans H telle que

‘(V"fE, fE>L2(T,a)‘ > sy, pour tout entier naturel n non nul.
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On sait d’apres le Corollaire que cette fonction fgr peut s’écrire

+o0
fe= Zak<ek, E(:)) avec Z |lag |0} < +oo0.
k>1 k=1

On conclut alors que la fonction f = 2@1 ag (e, ) est une fonction de G satisfaisant la
conclusion du Théoréme [3.2.21 0

3.3 Cas d’une famille finie ou infinie dénombrable de champs
de T-vecteurs propres (FE;);c;

Dans le cas o1l les vecteurs propres associés aux valeurs propres de module 1 de T sont o-
engendrants et paramétrés par une famille (au plus dénombrable) de champs de T-vecteurs
propres (F;)icr, le résultat précédent reste vrai. En effet, avec les mémes notations que dans
la section [2.2.2] si on remplace espace H de la preuve précédente par le sous-espace fermé

H := @H[@iel (ailer, Ei())); k > 1]

de H = ®ierL2(T, o), alors le méme raisonnement que précédemment conduit a 'impossi-
bilité d’avoir une vitesse de mélange globale.

Théoréme 3.3.1. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est fortement
mélangeant par rapport & la mesure gaussienne m. On suppose que les vecteurs propres
de T associés aux valeurs propres de module 1 sont o-engendrants et paramétrés par une
famille au plus dénombrable de champs de T-vecteurs propres (E;)icr. Alors, pour toute
suite (Sp)n>1 de nombres réels strictement positifs qui converge vers zéro, il existe une
fonction f appartenant a l’espace Ge (défini dans (3.6|)) telle que

pour tout entier naturel n non nul, ou f désigne la fonction x — f(z).

Ces résultats (Théorémes et montrent qu’il n’y a pas de vitesse de mélange
globale lorqu’on considére des fonctions arbitraires de 1’espace L?(H, B, m). Dans la suite,
nous cherchons a trouver une vitesse de mélange pour des classes de fonctions réguliéres
sur I'espace ‘H a valeurs réelles. Nous posons

Lg(H,B,m) = {f:H—R; f € L*(H,B,m)}.

Tout d’abord, il nous faut trouver un moyen pour calculer les corrélations Z,(f, g) entre
deux fonctions quelconques f et g de LI%R(’H, B, m). Ceci est 'objet du chapitre suivant.






Chapitre 4

Méthode de calcul des corrélations

Le but de ce chapitre est de présenter une méthode permettant de calculer les corréla-
tions Z,,(f, g) entre deux fonctions quelconques f et g de L2(H, B, m). Celle-ci repose sur
une décomposition orthogonale de ’espace LI%&(’H, B, m) qui est le coeur de la théorie des
espaces de Fock. On va d’abord rappeler les définitions et les propriétés principales des
espaces de Fock qui seront constamment utilisées dans la suite. Pour plus d’informations
sur ce sujet, nous renvoyons le lecteur aux livres [20] et [2§].

4.1 Espace gaussien et décomposition orthogonale de ’espace
réel L (H,B,m)

Rappelons que B désigne la tribu borélienne de H, c’est-a-dire la tribu engendrée par
les ouverts de H. Cette tribu est aussi engendrée par les formes linéaires réelles Re(z, ), on
x € H. On commence par définir ’espace gaussien réel engendré par les variables aléatoires
réelles Re(z, -), c’est-a-dire

g= vect-R(FHBm) [(Re(z,); 2 € H].

Cet espace est dit gaussien au sens ou tout élément de G est une variable aléatoire réelle
gaussienne. En effet, comme la mesure de probabilité m sur H est une mesure gaussienne,
les formes linéaires continues Re(z, -) : (H, B, m) — R sont des variables aléatoires réelles
gaussiennes et il est facile de voir que la limite d’une suite de variables aléatoires réelles
gaussiennes convergente dans L2 (#H, B, m) est une variable aléatoire réelle gaussienne (voir
par exemple |20, Théoréme 1.3]).

Comme B est la o-algébre engendrée par les éléments de G, le théoréme d’approximation
de Weierstrass permet de reconstruire ’espace L%&(H, B,m) a partir de 'espace gaussien
G. En effet,

L2(H,B,m) = vect “eBm gk g c g ke N].
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Pour tout entier naturel k£ non nul, on notera G¥ Iespace des polynémes homogénes de
degré k en les éléments de G, c’est-a-dire

G¥={P(g1,....0); P € R[t1,...,t,] homogene, deg(P) =k, L €N*, gi,...,q0 € G}

et on pose G = R. On peut montrer que ces espaces G* sont linéairement indépendants
(voir [28, Chapitre 8]). On introduit maintenant la notion de transformée de Wick d’un
élément de L2 (H,B,m).

Définition 4.1.1. Soit k un entier naturel. La transformée de Wick : f : d’'un élément f
appartenant a I'espace G* est définie de la facon suivante :

() si f est constant, alors : f := f;

(ii) si f € GF, k> 1, alors : f := f — Py(f), ot P}, désigne la projection orthogonale sur
la fermeture dans L% (H, B, m) de vect [gj ;0<53<k— 1].

On définit enfin la transformée de Wick de G*¥ comme étant I’espace

:g’“::{:f:;feg’“}.

Par définition de la transformée de Wick, on a la décomposition orthogonale suivante
de l'espace LZ(H,B,m) :
LA(H,B,m) = @ Gk

k>0

En particulier, un élément f de L]%{(H, B, m) se décompose suivant son chaos de Wiener,
c’est-a-dire comme

f = Zp;gk;ﬁ (4'1)

k>0

ou P.gk. désigne la projection orthogonale sur I'espace : Gk ..

Afin de calculer les corrélations entre deux fonctions arbitraires de L2 (H, B, m), nous
identifions I'espace L%Q(H, B, m) avec l'espace de Fock associé a notre espace gaussien G.

4.2 Espace de Fock associé a ’espace gaussien ¢

On commence par définir le produit scalaire (-,-)g sur le produit tensoriel &), G en
posant, pour tous ¢1,..., gk, hi,...,h € G,

(G1® @ gk, @+ @ hg)g = (91, M) L2(3,B,m) - - - (Gks Pke) L2(24,8,m) - (4.2)

On introduit ensuite 'image ggg de la projection

Sym:®g—>gé
k
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définie par, pour tous fi,..., fr € G,

Sym(fl KR fk Z fT " ® f‘r(k)a (43)
' TEGk
ot & est le groupe des permutations de ’ensemble {1,...,k}. Pour la suite, il est plus

commode de munir 'espace Qg du produit scalaire (-, ) défini par

<f’g>® = k! <f7g>® (44)

pour tous les éléments f et g de gg
Définition 4.2.1. L’espace de Fock F(G) associé¢ a l'espace gaussien G est défini comme

:@gg

k>0

la somme orthogonale

ou chaque espace ggg est muni du produit scalaire (-, )q.
L’intérét majeur de ces espaces Q’g) est que 'application
Gh — gk (4.5)
tfioofor o Sym(fi®--® fk)

s’étend de maniére unique en une isométrie surjective de ( . Gk (-, ) Lz(H’&m)) sur
(g’g), (-, ->@). Ainsi, la décomposition orthogonale

Lg(H,B,m) =P :G":

k>0

nous permet de faire I'identification L%(H,B,m) = F(G). On peut mettre en ceuvre sur

un exemple simple I'isométrie (4.5)) entre les espaces ( : GF &, (-, )12 et (GE. (... .
P p p >\ "/ L2(H,B,m) O\ /O

Exemple 4.2.2. Pour tous vecteurs x et y de H,

2
c (Relx, )2 (2): (R N2 (2)dm(z) = Re(z, 2)R z)dm(z
/7-1( e(z,))" : (2) : (Re(y, )" : (2) (2) 2(/7-1 e(z, 2)Re(y, 2) ())

Démonstration. Notons Z le membre de gauche dans 'identité ci-dessus. Puisque les es-
paces ( 1G22 ‘>L2('H7B7m)) et (Q%, (-, '>@) sont isométriques, on a

= <Sym(9‘{e<m, ) @ Re(x, -)),Sym(%e(y, ) @ Re(y, ->)>®
= 2(Sym(Re(z, -) ® Re(z, ), Sym(Re(y, -) ® Re(y, ->)>®

par définition du produit scalaire (4.4). On utilise maintenant la définition de la fonction
Sym qui nous donne

Sym(Re(z, ) @Re(z,-)) = = (Re(z, ) @Re(z, -) + Re(z, -) @Re(z, -)) = Re(z, ) @Re(z, -).

l\)\i—‘
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On finit le calcul avec 'expression (4.2]) du produit scalaire (-, -)g :

9 2
I= 2<<9’w<x, -y, Re(y, .>>L2(H787m)> = 2</H£Re<x, z)Re(y, z) dm(z))
O
Afin de calculer les corrélations entre deux fonctions de L%(H, B,m), on a besoin d’étudier
plus en détail le chaos de Wiener (4.1]) d’une fonction arbitraire f de L2 (H,B,m).
4.3 Décomposition canonique d’un élément f;, de : G¥ :

On a vu que toute fonction f de I'espace Lﬁ(?—[, B, m) pouvait se développer selon son

chaos de Wiener (4.1))
F=>f

k>0

ou fr, = P.gr.f est la projection orthogonale de f sur I'espace : G* .. Pour pouvoir estimer
les corrélations entre deux fonctions de LI%R(’H, B, m), on va trouver une base de l'espace
: GF . dans laquelle on pourra développer nos fonctions f.

4.3.1 Décomposition dans ’espace ¢

Dans un premier temps, on s’intéresse a 'espace : G! ;. Comme les variables aléatoires
Me(x, ) sont centrées, on a par définition de la transformée de Wick de Re(z, -),

:Re(x, ) :=NRe(z,-)  pour tout vecteur = de H.

Autrement dit, : G' := G. De plus, pour tout vecteur = de H, on a

+0o0 “+oo
Re(z, ) = Re(z, er)Releq,) — Y Im(w, eg)Tmley, ),
=1 =1

ce qui montre que
2
G = vect = (*B.m) [Re(eq, ), Tm{eg, )5 € > 1]

(et la tribu borélienne B est donc engendrée par les formes linéaires réelles Re(ey, ) et
Jm(ey, -), ¢ € N*). Remarquons encore que pour tout entier naturel £ non nul, on a

Jm(ey, -) = Reliey, -).

Pour pouvoir décomposer une fonction f de l'espace G, on introduit la suite (eg)pez+ de
vecteurs de H associée a la base hilbertienne (es)y>1 et définie par

¢r = €y et e_yg =1ey pour tout entier naturel £ non nul.
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D’aprés ce qui précéde, on a avec ces notations
72
G = vectx(H:Bm) [(Reeg, )5 L € Z7]

et pour tout entier naturel £ non nul,

o2 = /H (Reler, 2))2 dm () = /H (Rele_,2))2 dm(z)

car on sait que Re(e_g, x) = Jm(ey, -) et les variables aléatoires réelles gaussiennes JRe(ey, )
et Jm({ey, -) sont de méme loi (avec variance 7). Nous poserons dans la suite 02 , = o7 pour
tout entier naturel £ non nul. Par ailleurs, comme e; est un vecteur propre de 'opérateur
de covariance R associé & la valeur propre 202, on a aussi

Rey = 20?8@ pour tout entier £ € Z*.

Le premier résultat important est le suivant.

Proposition 4.3.1. La suite de variables aléatoires gaussiennes (Re(ey, '>)£eZ* est ortho-
gonale dans L (H, B, m).

Démonstration. Cette propriété est une conséquence directe du Lemme En effet,
pour tous entiers naturels k& et ¢ non nuls distincts, on a d’aprés la propriété (3.1) du
Lemme [3.1.2] :

1
<9{2<€k, '>,%8<2g, '>>L2(’H,B,m) = <£Re<ek7 '>7me<€€7 '>>L2(’H,B,m) = 5%2<Rek, €E> =0

car ey est un vecteur propre de R et car la suite (e7)¢>1 est orthogonale. De méme, si k et
£ sont des entiers naturels non nuls distincts, alors

1
<iﬁe(e_k, '>a %€<2_g, .>>L2(H,B,m) = <jm<€k7 '>a jm<6£7 .>>L2(H,B,m) = §%Q<Rek, €g> = 0.

Enfin, d’aprés la propriété (3.2) du Lemme si k et £ sont des entiers naturels non

nuls, on a

~ ]' ~
<9fie(e_k, ’>7 %2<6[, .>>L2(H,B,m) = <Jm<ek7 ’>7 m€<€g, .>>L2(H,B,m) = §Jm<R€ka 6[> =0
car (Rey,eg) est un nombre réel. O
I1 découle facilement de la Proposition le corollaire suivant.

Corollaire 4.3.2. Toute fonction f de G s’écrit de maniére unique sous la forme

f=> aRe(ex, ) (4.6)

keZ*

ot (ag)rez+ est une suite de nombre réels telle que la série EkeZ* az J]% soit convergente.
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Démonstration. D’aprés la Proposition la suite (PRe(eg, ))rez+ est une base ortho-
gonale de G, d’on l'existence de la suite de nombres réels (ay)kez+ vérifiant (4.6). On
traduit ensuite le fait que la fonction f appartienne a l'espace L% (H, B, m) en calculant la

norme de f dans cet espace. Puisque les variables PRe(ey, -) sont orthogonales dans ’espace
L% (H,B,m), il vient

11y = 3 af [ Gheler. 2 dm(z) = 3 afof,

kez* keZx*

ce qui conclut la preuve du corollaire. O

4.3.2 Décomposition dans I’espace : G* : (k € N*¥)

Plus généralement, on doit étudier la transformée de Wick d’un polynéme de G*. Avant
d’énoncer le résultat donnant I'expression générale de la transformée de Wick d’un poly-
noéme en les variables aléatoires Re(z, ) (ou = est un vecteur de H), nous allons calculer
la transformée de Wick d’un monéme (QRe(z,-))¥, ot x est un vecteur de H. Nous aurons
besoin de la formule de polarisation suivante (voir le Corollaire : pour tous nombres
réels x1,...,xp, on a la formule

p

P e =D (=07 D (w4, (4.7)
j=1

r=1 J<<Jr
Proposition 4.3.3. Pour tout vecteur x de H et pour tout entier naturel k non nul, il
existe un k-uplet (o, ...,ar—1) de nombres réels tel que
c(Re(z, NP = Re(x, NP + ap_y Re(z, NP+ 4 ag Relx, ) + ag.
Démonstration. Soient x un vecteur de H et k un entier naturel non nul. Rappelons qu’on
travaille ici avec ’espace gaussien réel

L%('H,B,m) [

G = vect Re(y,-,); y € H].

D’aprés le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, il existe des nombres réels
Qag, . ..,a_1 tels que la variable aléatoire

X = (Re(z, ))k + a1 (Re(x, ->)k*1 + - 4 a3 Re(z, ) + ap

soit orthogonale & (SRe(x, -))? pour tout j € {0, ..., k—1}. Nous introduisons le complément
orthogonal dans G de I'espace gaussien {tRe(z,); t € R} défini par

G(Xk) =G o {tRe(x,); t € R}.

Nous allons montrer que X =: (Re(z,-))* :. Pour cela, il suffit de démontrer que pour
tout j € {0,...,k — 1}, la variable aléatoire X}, est orthogonale & I'espace G7. D’aprés la
formule de polarisation (4.7]), cela revient & montrer que

(X, (tRe(z, ) +f>)j>L2(H,B,m) =0 pour tout f € G(Xj) et pour tout j € {0,...,k—1}.
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Or, pour tout f € G(Xj) et pour tout j € {0,...,k — 1}, on a

i .
(X, (t9Re(@, ) + 1)) L2305m) = ; t (2) (X, (Re(@, ) ST o gummy-

Mais nous savons que dans 'espace gaussien G, 'orthogonalité est équivalente a I'indépen-
dance. Donc si p et ¢ désignent des polyndmes & coefficients réels, alors

(P10 gy = ([ pEele ) dn)) ([ s ames) ).

En particulier, nous en déduisons que pour tout entier ¢ € {0,...,j},

<Xk:7 (qu, '>)€fjié>L2(H737m) = <Xk7 (me<x7 '>)6>L2(7—[,B,m) /?-L f(z)jiz dm(z)

=0

car <Xk, (Re(z, ->)£> = 0 puisque £ € {0,...,k — 1} et par définition de X3. O

L2(H7B7m)
Remarque 4.3.4. Dans la preuve de la Proposition 4.3.3] nous montrons en fait que si
on part de I’espace gaussien réel

Gz = {tRe(z,); t € R}
et si on définit la transformée de Wick de (Re(x, -))* a partir de ce nouvel espace gaussien,
alors on obtient le méme résultat que si on travaillait avec ’espace gaussien initial

——L2%(H,B,m) [

G = vect Re(y,,); y € H].

En fait, I'expression de la transformée de Wick de (9e(x,-))* est la méme si on remplace
I’espace gaussien initial G par un autre espace gaussien réel qui contient la variable aléatoire
Pe(x,-). De plus, on peut montrer de la méme maniére que si x1, ..., x, sont des vecteurs
de H, alors il suffit de travailler avec ’espace gaussien réel

Guy,....zp, = vect [%e(xl, co)y e Re(y, >}

pour calculer la transformée de Wick : (Re(x1,-))* ... (Re(xp, )% ;. Autrement dit, la
variable aléatoire

C(Refzr, )L (Relap, N 0 —(Re(xy, )P .. (Re(zy, -)kr
est un polynéme en les variables aléatoires Re(z1,-),...,Re(zp, ).

On peut illustrer le calcul de la transformée de Wick d’un polynéme par quelques
exemples.
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Exemple 4.3.5. Soit z un vecteur de H. Alors,
D (Re(z,))” = (Re(z, )? — o

T

et
: (Re(z,-))? = (Re(x, ) — 302Re(x, )

Démonstration. En utilisant la Proposition 4.3.3] on peut écrire que
D (Re(z, )% = (Rex,-))? + aRe(z, ) + b ot a,b € R.

Par définition de la transformée de Wick, la variable aléatoire : (Re(x,-))? : est centrée et
orthogonale & la variable aléatoire fRe(x,-) dans I'espace L?(H, B, m). Ceci se traduit par
le systéme d’équations

o2 + a/ Re(z,z)dm(z) +b=0
H
/ (Re(z, 2))3 dm(2) + ao? + b/ Re(z, z) dm(z) = 0.
H H

Comme les variables aléatoires Re(x,-) et (Re(x,-))3 sont centrées, on trouve directement
que a =0 et b = —c2. De méme, on peut écrire que

D (Re(x,))? = (Re(w, ) + a(Rex, -))? + bRe(z, ) + ¢ ou a,b,ceR.

Maintenant, la variable aléatoire : (Re(z,-))? : est centrée et orthogonale a Me(z,-) et
a (Re(x,-))? dans L?(H,B,m). De plus, les variables gaussiennes Re(x,-), (Re(x,-)) et
(Re(x,-)) sont centrées et d’aprés la Proposition on sait que

/7{(9%@, 2\ dm(z) = 30,
On en tire alors le systéme d’équations :

act+c=0
304 +bol =0
3acs + col = 0.

On en déduit aisément que a = ¢ = 0 et que b = —302. O

Plus précisément, la proposition suivante permet de donner une formule générale pour
calculer la transformée de Wick d’un polynéme en la variable aléatoire Re(x, ).

Proposition 4.3.6. Pour tout entier naturel k, on désigne par Hy, le k™€ polynéme d’Her-
mite défini par
k t2/2 d —t2/2 p
Hi(t) = (—1)% s pour tout nombre réel t.
Alors, pour tout vecteur x de H, on a

: (Re(z, ))F .= 0¥ H, (mdx’ '>>. (4.8)

Oz
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Démonstration. D’aprés la Proposition [£.3.3] il existe un polynéme unitaire Q a coeffi-
cients réels tel que

F (Re(z, )" = Qu(Re(a, ).

Par définition de la transformée de Wick, : (Je(z,-))* : est orthogonal dans L?(H, B, m)
aux espaces G/, 0 < j < k — 1. En particulier, pour tout entier j € {0,...,k — 1}, on a

/H (Re(z, NP 1 (2)(Relx, 2)) dm(z) =0,

c’est-a-dire

/H Qr(Re(z, 2)) (Re(z, 2)) dm(z) = 0.

On utilise maintenant le fait que la variable aléatoire Re(z, ) a pour densité la fonction
Yo, €t on obtient

/ Qk(axs)sje_82/2 ds =0
R

pour tout entier j € {0,...,k—1}. Orlasuite (Hy)¢>o des polynémes d’Hermite est 'unique
suite de polynémes unitaires qui orthogonalise les polynomes t* dans Iespace pondéré
L?(R, e=s*/2 ds). On a donc montré que Hy, = Qulg=) 4y encore que Qp = oF Hk( ) On

ok O

en déduit finalement que

L (Relz, ) = Qp(Re(z, ) = oF Hk<9%e<x, .>)‘

Og

O

Pour pouvoir exhiber une base orthogonale de I'espace : G¥ :, on a besoin de calculer
la corrélation entre deux polynéomes homogénes de degré k en les variables Qe ey, -).

Lemme 4.3.7. Pour tous k-uplets (z1,...,x) et (y1,...,yx) de vecteurs de H, on a

/H cRe(xy, ) ... Re(xg, ) () : Re(yr, ) ... Re(yg, -) = () dm(z)

= Z <9%2<$1, '>7 9Cie<y'r(1)7 >>L2(m) s <9‘ie<:pk, '>7 %dy'r(k)v '>>L2(m)'
TESE

Démonstration. Ce résultat est une conséquence de I'isométrie (4.5)) entre les espaces
( (GF -)Lz(%&m)) et (gg, (-, ~>®). En effet, en notant Z I'intégrale ci-dessus, on obtient

Z = (Sym(Re(z1,-) @ -+ ® Re(wy, -)), Sym (Re(y1, -) @ - - - @ Re(yg, ->)>®

= k! <Sym(9{e(x1, DR @ Re(xy, ->),Sym(9%e<y1, DR @ Relyg, '>)>®7
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o la derniére égalité provient de (4.4). On utilise maintenant I'expression (4.3) de la
fonction Sym, ce qui donne finalement, par définition du produit scalaire (-, -)g,

1
=4 > (Re(woqy, ) @+ @ Re(@o(ry, ), Re(yr(r), ) @ -+ @ Re(Wrys )y
geSy,
TEGk

k' Z %e 9Cie<y'r() >>L2(m : <9%e o(k)> > ERe<3/7'(k)>'>>L2(m)

geBy,
TESE

= Z <m€<ﬂ§1, '>v ‘(’Re<yw(1)a >>L2(m) S <9%2<l‘k7 '>a SRe<yw(k)7 >>L2(m)

weBS

O

Le calcul précédent nous permet de déterminer une base orthogonale de chacun des
espaces : GF -

Proposition 4.3.8. Pour tout entier naturel k non nul, une base orthogonale de [’espace
( L Gh '>L2('H’B’m)) est donnée par la suite

(:Relejy, ) ... Re(ej,, ) )jlg--éjk’ (4.9)

ot (j1,-..,Jk) parcourt l’ensemble des k-uplets d’entiers relatifs non nuls tels que j; <
- < k-

Démonstration. Comme l'espace : GF : est engendré par les éléments de la suite (£.9)),

la seule chose a vérifier est que cette suite est orthogonale dans l’espace L%(”H,B,m).

Soient alors deux k-uplets distincts (j1,. .., jk), (¢1,...,¢) d’entiers relatifs non nuls tels
que j1 < - < jp et £ < -+ < {. Comme la suite (Re(ey,-))sez+ est orthogonale dans

L%(H,B,m) (d’aprés la Proposition , on a
(Re(ejy, ), Reer, ), '>>L2(m) A Relej,, ), Re(er, ;s '>>L2(m) =0
pour toute permutation 7 € S;. On conclut la preuve en appliquant le Lemme O

Afin d’exprimer une fonction de : G* : dans la base orthogonale , il est nécessaire
encore de calculer la variance (relativement a la mesure m) des éléments constitutifs de cette
base. Pour pouvoir faire ce calcul, nous devons simplifier ’expression de la transformée de
Wick de : Re(ej,,-) ... Relej,, ) : pour tout k-uplet d’entiers relatifs non nuls (ji,. .., j).
Ceci est 'objet du lemme suivant.

Lemme 4.3.9. Pour tout r-uplet d’entiers relatifs non nuls deuz o deux distincts (j1,. .., jr)
et pour tout r-uplet d’entiers naturels non nuls (¢1,...,4;), on a

F(Reegy, ) (Refey,, ) = (iﬁd% ) e{ej, ) :

SN O}
:Ha Hgt< ;j:")) (4.10)
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Démonstration. L’égalité (4.10) est une conséquence immédiate de la Proposition m
D’apreés la formule de polarisation , le lemme sera prouvé si on montre que pour tous
vecteurs = et y de H tels que les variables aléatoires gaussiennes Re(z, ) et Re(y, -) sont
indépendantes et pour tous entiers naturels k et £ non nuls, on a ’égalité

c(Re(x, NP (Rely, )b = (Re(x, ))F o0 Rely, )’ (4.11)

En effet, il suffira d’appliquer ensuite I'identité multilinéaire (4.7)) (pour p = fo + - -+ £,.)
au produit
Re(ejy, ) ... Re(ejy, ) ... Re(ej,,-) ... Relej,, ),

{5 fois ¢, fois

ce qui nous donnera, en utilisant la linéarité de la transformée de Wick et 'hypothése

d’indépendance ,
F(Reeg, ) (Refe,, ) =0 (Refey, ) (Refey, ) (Refey, )

Un raisonnement par récurrence permettra alors de conclure la preuve. Nous devons donc
démontrer 'égalité lorsque = et y sont des vecteurs de H (non nuls) tels que les
variables aléatoires gaussiennes Re(x,-) et Re(y,-) sont indépendantes. Par définition
de la transformée de Wick, on ne change par la valeur de la transformée de Wick de
(Re(z, )k (Re(y, )¢ si on remplace G par un autre espace gaussien réel qui contient les
variables aléatoires Re(z, -) et Re(y, -) (voir la Remarque [4.3.4). Donc si on considére I’es-
pace gaussien réel
Goy = {sRe(z, ) + tRe(y, ) ; s,t € R}

et si on note gg,y I’espace des polyndomes homogeénes de degré j en les variables Re(x, -) et

Re(y, ), on a aussi
L (Re(z, ) (Re(y, )" = (Re(, ) (Refy, )" = Pyl(Re(z, )" (Rey, ))")
ou P,ffz désigne la projection orthogonale sur la fermeture dans L?(#, B, m) de 'espace
vect[Gl i <0< j<k+L—1].
Autrement dit, P,f’y est la projection orthogonale sur 'espace

vect [(Re(z, N Re(y, ) 0<i4+j<k+0— 1].

F(Re(z, )" (Rely, )" = (Relz, ) (Re(y, )" — Q(Re(z, ), Rely, )

ou

Q(Re(x, ), Rely, ) - = Re(z, ) Pe((Rely,))*) + Pe((Relz, ))F) (Rely, ))*
— Pi((Relz, )" Pe((Re(y, ) ).
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Par définition de Py et Py, Q(Re(z,-),Re(y,-)) est un polynéome de degré inférieur ou
égal & k + ¢ — 1 en les variables Re(z,-) et Re(y, -). Autrement dit, Q(Re(x, -), Re(y, -))
appartient & I'image de P;,. Par conséquent, si on montre que : (Re(z, )" :: (Re(y,-))" :

est orthogonal & I'image de P,ffg, on aura montré que

Pty (Re(z, ) (Re(y, ))") = Q(Re(, ), Re(y, -)),

ce qui entrainera 1’égalité . Or, pour tous les entiers naturels ¢ et j tels que 7 + j <
k4 £ — 1, on a nécessairement 1 < k — 1 ou j < £ — 1. Par exemple, supposons que i <
k—1. En utilisant le fait que les variables aléatoires Re(z, -) et Re(y, -) sont indépendantes
et la Proposition , on voit que les variables aléatoires : (Re(x,-))¥ : (Re(x,-))" et
: (Rely, )" : (Me(y,-))? sont aussi indépendantes. Par conséquent,

(@ (Rez, )P0 (Re(y, )" 1, (Re(a, '>)i(me<ya’>)j>L2(H,B,m)
=+ (R, )" 5 (Relw, )Y pagy 5,y (ReCy D)5 Ry, 0)) 20 5.m)
=0

car le premier produit scalaire est nul par définition de la transformée de Wick : (Re(z, -))* :
(puisque i < k). Ceci achéve la preuve du Lemme m O

En utilisant le Lemme nous pouvons calculer la variance des éléments constitutifs

de la base (4.9).

Proposition 4.3.10. Pour tout k-uplet d’entiers relatifs non nuls deux & deuz distincts
(J1,---,Jr) et pour tout k-uplet d’entiers naturels non nuls (¢1,...,4.), on a

vary, [ (Re(ej,, N .. (Relej,, )] =0l Llod o2

Démonstration. En appliquant le Lemme [£.3.9] on voit que
var, [+ (Re(ejy, ). (Re(es, ) 1] = vary, [+ (Reley,, )™ oot (Reley,, ) 0 ]

Or on sait d’aprés la Proposition m que pour tout t € {1,...,7}, le produit de Wick
: (Re(ej,, )" : s'écrit sous la forme f;(Me(ej,, ) ol f; est une fonction mesurable. Comme
les variables aléatoires gaussiennes Re(ej,,-), ..., Re(ej,, ) sont indépendantes (puisque les
entiers ji,...,J, sont deux a deux distincts), on en déduit que les transformations de
Wick : (Re(ej,, )4 5, ..., 0 (Re(ej,, -))o : sont des variables aléatoires indépendantes. Par
conséquent,

T

vary, [+ (Re(ej,, )" .. (Reej,, N7 ] =[] varm[: (Relej,, )« ]
t=1

ou la derniere égalité découle directement du Lemme [£.3.7] O
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On peut déduire des Propositions et 4.3.10 Pexpression de toute fonction de : G :
dans la base (4.9)).

Corollaire 4.3.11. Une fonction fi, de Uespace : GF : s’écrit de maniére unique sous la
forme
k
fo= > P Re(e, ) Rele, ) (4.12)
(1o ) E(Z7)F
J1<SJk

(%)

ot les nombres réels a sont déterminés par la formule

J1seesdk
® (fi,: Relejy, ) ... Reejy, ) : >L2(H787m) (413)
Ut = varp, [ : Re(ejy, ) ... Re(ej,, ) | '
et sont tels que la série
2
k! Z ‘ ajy .. 7]k‘ g1 9k (4'14)

J1< Sk

soit convergente.

Démonstration. D’aprés la Proposition [4.3.8] u la suite (4.9) est une base orthogonale de
‘eg . gk . (k

I’espace : G* :, d’ou l'existence des nombres réels a’ vérifiant (| et - 11
reste maintenant a traduire le fait que la fonction f, appartienne & l’espace L2 &(H,B,m)

en calculant la norme de fj dans cet espace. Comme la suite (4.9)) est orthogonale dans

L (H,B,m), on a

2 2
kaHL2(H,B,m) = ]1, ,]k‘ / me e]l?' 'me<ejk’ > : (z)) dm(z)'
.71< <.7k
Soit (j1,...,Jk) un k-uplet d’entiers relatifs non nuls tel que j; < -+ < ji. Il existe des
entiers naturels non nuls r et £, ..., /¢, tels que 1 +--- + £, = k et des entiers relatifs non
nuls i1,...,%, tels que i3 < --- <1, et

cRelesy, ) - Relej,, ) = (Relesy, N ... (Reles,, ) .
D’apreés la Proposition on obtient
2
/H (: (Reles,, )™ . (Reles,, )7 (2)) dm(z) = 0ol 4107 L o?hr
Comme f1 + -4+ £, =k, on a toujours 1 < fq!...¢.! < k! et donc

(k) 2 2 2 2 2
Z ‘a]17y]k‘ O-jl : ”O-jk‘ S ||kaL2(HyB’m) S k! Z ‘ ]ly 7]k} -71 ”‘O-jk’
J1<<Jjk J1<-<Jjk

ce qui termine la preuve du corollaire. O
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4.4 Calcul des corrélations Z,(f, g)

Partant de deux fonctions f et g de L%R{(H,B,m), on peut les développer selon leur
chaos de Wiener (4.1)), ¢’est-a-dire

f=> fc et g=) g avec fi=Pguf et g =Pguyg
k>0 >0

d’ou l'on tire

(k,0)EN2
Ainsi, le calcul des corrélations Z,,(f, g) se rameéne au calcul des corrélations Z,, ( fx, g¢) pour
fr€:GF et gpe: Gl

4.4.1 Calcul de Z,(fx,9:) pour k # ¢

Dans un premier temps, on s’intéresse au calcul des corrélations entre deux fonctions
fr et g, appartenant a deux espaces différents : G* : et : G¢ : respectivement, c’est-a-dire
pour k # £. On commence par montrer le fait suivant.

Fait 4.4.1. Pour tout vecteur x de H, on a

c(Re(z, N o TN = (Re(T* ", ))F - . (4.16)
Démonstration. On sait d’aprés la Proposition [£.3.6] qu’il existe un polynéme unitaire Q
a coefficients réels tel que : (Re(z,-))* := Qr(Re(x,-)). On a alors, pour tout vecteur z de
H,

c(Relz, ))F: (T72) = Qr(Re(x, T"2)) = Qr(Re(T*"x, 2))
= Qr(Re(T™"z,-))(2)

et donc

(e, )" 0T = Qu(Re(T™x, ) = o Hk<W>

Og
d’aprés la Proposition En utilisant le fait que la mesure m est T-invariante, on voit
facilement que 02 = 02, Finalement, on déduit de ([{.8) que

T =

c(Relz, ))F o T = (Re(T™ "z, )k .

En utilisant le Fait on montre facilement le résultat suivant.

Proposition 4.4.2. Pour tous vecteurs x et y de H et pour tous entiers naturels non nuls

distincts k et £, on a
/H C(Re(z, NF: (T"2) : (Re(y, )" : (2)dm(z) =0

pour tout entier naturel n.
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Démonstration. Ce résultat découle directement de (4.16)) et du fait que les espaces : G/ :
soient deux a deux orthogonaux. O

On déduit de la Proposition [£.4.2]le cas général.

Corollaire 4.4.3. Pour toutes fonctions f, €: G* : et go €: G* : avec k # ¢, on a
Zn(fr,s ge) = 0 pour tout entier naturel n.

Démonstration. Soient k et ¢ des entiers naturels distincts. D’apreés la décomposition (4.12)),
il suffit de vérifier que pour tous les uplets (ji,...,Jjk) et (m1,...,my) d’entiers relatifs non
nuls tels que j;1 < - - <gjpetmy <--- <my,ona

/ tRefej, ) .. Ree,, ) o (T"x) : Re(emy, ) ... Re(em,, ) : (z)dm(z) =0
H

pour tout entier naturel n. On utilise ici I'identité multilinéaire (4.7]) : d’aprés celle-ci,
chacun des produits Re(e;,,-) ... Re(ej, , ) est égal &

k
%Z(—l)kﬂ Z (Refej,, +---+ej, >)k (4.17)
r=1

P1<<pr

Comme la transformation de Wick est une application linéaire, la Proposition [£.4.2] permet
de terminer la preuve. O

Le Corollaire permet de poursuivre le calcul des corrélations (4.15]). On obtient

+oo +o0o
9) =Y Tu(frs98) = Y Tu( i 1) (4.18)
k=0 k=1

ou la somme commence & 1 puisque les fonctions fy et gg sont des fonctions constantes et
donc

Zn(fo,90) = /foTﬂCgo ) dm(x /fodm/ go dm
= fogo — fogo =0
Il nous reste maintenant a calculer les corrélations pour des fonctions fj et g, appartenant
au méme espace : Gk ..
4.4.2 Calcul de Z,(fx, 9x)

Grace aux expressions ({.6)) et (£.12)) de nos fonctions appartenant aux espaces : G :,
on peut fournir une expression exploitable des corrélations entre ces fonctions. Le calcul
de ces corrélations utilise le lemme suivant.

Lemme 4.4.4. Pour tout k-uplet (ji,...,Jx) d’entiers relatifs non nuls, on a
cRe(ejy, ) ... Re(ej,, ) 0T = Re(T™ e, -) ... Re(T™ ey, )

pour tout entier naturel n.
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Démonstration. La preuve de cette égalité est une conséquence immédiate de l'identité
multilinéaire (4.17)), du Fait et de la linéarité de la transformée de Wick. O

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la formule sur les corrélations sui-

vante.

Proposition 4.4.5. Pour tous k-uplets (ji,...,Jk) et (¢1,...,L) d’entiers relatifs non
nuls, on a

/H tRe(ejy, ) .. Relej,, ) (T"x) : Releq,, ) ... Re(eg,, ) : () dm(z)

_ 2 2 mn mn
=0y, ...0p, Z Reejy, T ) - - Refejy, T )
TESE

pour tout entier naturel n.

Démonstration. D’aprés le Lemme [4.4.4] on peut écrire, en notant Z 'intégrale ci-dessus,
que

1= / cRe(T™ ey, ) . Re(T™ e, , )« () : Reery, ) ... Re(ey,, ) : (x) dm(x).
H

Sion remplace x1, ..., 2 par T""e;,, ..., T "¢, et y1,...,yr par ey, ..., ¢, dans la preuve
du Lemme on obtient, en utilisant 'isométrie (4.5)) entre les espaces

( : gk 5 <'a '>L2(H,B,m)) et (g(]%a <'> '>®)v

7= Z (Re(T*"ej,, -, Reler, ), -)>L2(m) o ARe(T ey, ), Reer, -)>L2(m).
TESE

On sait maintenant d’aprés le Lemme que pour tous les entiers naturels non nuls i et
j, on a 'égalité

1 *n
L2(m) = §%e<RT €i,ej).

Or on sait que pour tout entier relatif £ non nul, le vecteur ey est un vecteur propre de

(Re(T™"e;,-), Re(ej,-))

l'opérateur de covariance R associé & la valeur propre 20?. Comme R est un opérateur
auto-adjoint, on en déduit donc que

1
(Re(T"e;, ), Re (e, -)) = iﬂ%e(T*”ei,Reﬁ = Uf-i)fie(ei,T"eﬁ,

L2(m)

ce qui conclut la preuve de la proposition. O



Chapitre 5

Espaces de fonctions réguliéres

On a vu dans le chapitre 3 qu’il n’existe pas de vitesse de mélange globale dans ’espace
L*(H,B,m) (Théoréme. Il est donc naturel de s’intéresser a la vitesse de convergence
vers zéro des corrélations Z,(f, g) pour des fonctions f et g appartenant a des sous-espaces
de fonctions réguliéres de L%(?—l, B, m). Dans ce chapitre, nous cherchons des espaces de
fonctions réguliéres X et ) (contenus dans L]%(’H,, B,m)) pour lesquels nous pourrons don-
ner une vitesse de convergence vers zéro des corrélations Z,(f, g) lorsque f et g sont des
éléments de X’ et ) respectivement.

5.1 L’espace X

Avant de définir le premier espace de fonctions réguliéres avec lequel nous allons tra-
vailler pour l'estimation de la vitesse de mélange, nous devons introduire certains objets
nécessaires pour définir notre espace. Si p est un entier naturel non nul, nous notons B, (#)
I’espace des formes p-linéaires continues sur I'espace H a valeurs réelles. Nous considérons
dans la suite des fonctions f : H — R différentiables au sens de Gateaux en tout point x
de H. Rappelons que si f est une fonction définie sur un ouvert U d’un espace de Banach
FE & valeurs dans un espace de Banach F', on dit que f est Gateaux différentiable en un
point zg € U s’il existe une application linéaire bornée L € B(E, F') telle que

Tu— limf(on +tu) — f(x0)
t—0 t

(5.1)

pour tout vecteur u € E. L’application L est alors appelée la différentielle de Gateaux de
la fonction f au point xg et on la note D f(x¢) : E — F. Si la limite existe unifor-
mément pour u dans la sphére unité de F, alors f est dite Fréchet différentiable en g et
L = Df(xg) est la différentielle de Fréchet de f au point zg (pour plus d’informations sur
ces notions de différentiabilité, voir [§]). Signalons de plus que si la fonction f est Gateaux
différentiable dans un voisinage de z¢ et si 'application € E — D f(z) est continue en
xo, alors la fonction f est Fréchet différentiable en x (voir par exemple [8, Proposition 4.2]).
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Dans notre contexte, f : H —> R désigne une fonction définie sur H & valeurs réelles.
On suppose que f est différentiable en tout point de H. Sa différentielle (de Gateaux) est
notée

Df:H — B(H)

On dit que f est de classe C! si elle est Gateaux différentiable en tout point  de H et si la
différentielle de Gateaux D f de f est continue. On définit par récurrence les différentielles
de Gateaux d’ordres supérieurs D* f de f. Si k est un entier naturel non nul, on dit que f
est de classe C* si 'application

DFYf e — Bi1(H)
x— DFLf(z)

est Gateaux différentiable en tout point 2 de H et si sa différentielle D(D*1f) = DFf (la
kéme différentielle de f) est continue. On dit aussi que f est de classe C* (ou infiniment
différentiable) si elle est de classe C* pour tout entier naturel k. Dans la suite, nous allons
considérer des fonctions f : H — R de classe C* (& priori au sens de Géateaux). D’apres
le paragraphe précédent, les deux notions de différentiabilité (au sens de Gateaux et au
sens de Fréchet) coincident ici puisque les différentielles (de Gateaux) D f sont continues.
Nous parlerons donc tout simplement de fonction de classe C* (ou fonction infiniment
différentiable) sans préciser la notion de différentiabilité utilisée.

On considére ici une fonction infiniment différentiable sur ‘H a valeurs réelles f : H —
R et vérifiant la condition d’intégrabilité suivante :

/ HDkf(x)H dm(z) < 400 pour tout entier naturel k. (5.2)
H
Rappelons que la norme || - || d’une forme k-linéaire continue By est définie par

HBk” = sup |Bk(x1,,a:k)| (53)

[z [|<1,. | [<1

Tout d’abord, on met en relation la régularité de notre fonction avec ’expression de ses
coefficients de Fourier.

5.1.1 Reégularité et coefficients de Fourier

On sait d’aprés (4.1) que 'on peut décomposer f suivant son chaos de Wiener sous la
forme f =" k>0 [k ou fi est la projection orthogonale de la fonction f sur 'espace : Gk ..
On sait aussi, grace au Corollaire |4.3.11] que la fonction fi peut s’écrire sous la forme

k
fe = Z agly)---,jk cRe(ejy, ) .. Reey,, ) o

<<k
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(%)

ol les nombres réels a sont donnés par la formule

J15edke
(k) (Frrt Relegis) - Relejn) ) Loy p.m)
Qs e — < NRele: .- Rele; .-):
varp, [+ Re(ejy, ) ... Re(ej,, )« |

et sont tels que
E: (k) 2 9 2
|a | Ujl...ajk<—}—oo.

J1yesdk
J1<<Jk

Dans un premier temps, on va étudier les coefficients ayf)jk qui apparaissent dans le
développement précédent.

Lemme 5.1.1. Pour tout r € N*, pour tout r-uplet d’entiers relatifs (j1,...,Jr) deux a
deuz distincts tels que |ji| < -+ < |jr| et pour tout r-uplet d’entiers naturels non nuls
(b1,...,0,) tel que by +---+ €, =k, on a

(k) _ 1 Dk . . . Vd
ajl,...,jl,...,jr,...,j,,« A /’H F@) (et e),) dm(z).
£y fois £ fois 4y fois £, fois

Démonstration. On sait déja d’aprés la Proposition que

vary, [+ (Relej,, )% ... (Relej,, )] =0l 4o o

LI Ir

On va maintenant calculer le coeflicient

<f7 : (%e@jw '>)£1 s (me<ejr> '>)£r : >L2(7-[,B,m)

en utilisant des intégrations par parties par rapport & la mesure m sur H. Plus précisé-
ment, nous allons décomposer notre mesure gaussienne m en un produit fini de mesures
gaussiennes, de maniére a utiliser une formule d’intégration par parties usuelle (c’est-a-
dire on on intégre sur la droite réelle). On considére les sous-espaces Hi = vect [ej; 1<
j < |nl], Ha = vectlej; [l < 7 < ljal], - Hr = vect[ejs [jroa| < 5 < [Gi]] et
Hry1 = vect lej; 7 > |jr|]. Comme (ef)s>1 est une base hilbertienne de I'espace de
Hilbert séparable H, on a la décomposition suivante de H :

r+1

"=
t=1

et la mesure m s’écrit

r+1
m = ® my,
t=1
oit my est la loi de probabilité du vecteur gaussien ({e1,-),...,{ej;|,")), m2 est la loi de
probabilité du vecteur gaussien ({e|j,|+1,"),- -+, (€[ja[>*));- - ->Mr+1 est la loi de probabilité
de ({ej,"));>|j,|- Pour plus de clarté, nous allons faire nos calculs pour ji, ..., j. strictement

positifs de sorte que ¢, = ej,,...,¢;, = e;.. Les calculs sont les mémes lorsque un (ou
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plusieurs) indice(s) est (sont) négatif(s) car pour tout entier naturel £ non nul, les variables
aléatoires réelles Re(ey, -) et Tm(es, ) sont de méme loi gaussienne (voir la Remarque [5.1.2]
pour un exemple de calcul dans le cas ot I'un des indices est négatif). On suppose donc ici
que les entiers jy, ..., j, sont strictement positifs et tels que j; < --- < j,. Comme

<f7: (%e<€jl7 '>)£1 s (%dejw‘ ET : >L2 (H,B,m)

/f Reles, N0 ... Reles,, 1) : (x) dm(),

on déduit de la décomposition précédente de 'espace H (et de la décomposition de la
mesure m) que ce produit scalaire est égal a

/ / P (Refejy, ) (Reley,, ) s (@) dma(@1) - dmypi (2r41)
Hi Hri1
/ /  Reley,, )0 (21) .t (Releg,, N0 < (@) dma(a1) ... dmoss (r51),
Hi Hrt1

ot la derniére égalité provient du Lemme On fixe maintenant (za,...,2,41) € Ha X
- X Hyy1 et on calcule I'intégrale

H f(@) s (Re(ejy, ) : (1) dma(21)
1
que 'on note Z. Tout d’abord, on peut écrire que
I= [ flz1+0): (Relej, N : (21) dma(ar),

Ha

ot on a posé ¢ = xg + -+ + p41. Or, d’apres la Proposition [£.3.6] on sait que
SR ..
el )" = o iy (R ).
Oj1

Alors, comme m; est la loi de probabilité du vecteur gaussien ((eg,-),...,{ej,,)), on en
déduit que

Jji—1
I=o! /2 ( D tees i Zt esttj e, + g) Hy, < )
R241 Jl

X d(Vo, ® Yoy )(t1,t1) - 'd(70j1 ®70j1)(tj17tj1)‘

Jji—1
On fixe (tl,...,tjl_l,tll,...,t;-l_l,t;l) € R%1~! et on pose w = Z tses +zZt es + ¢.

L’intégrale que 'on doit désormais calculer est la suivante :

7= | fttes +w>Hel( !

O

) e, 0
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En effectuant le changement de variables ¢ = o, s, on voit que

t —t2 /202 dt
J:/ te;, +w)H <>e i —
]Rf( J1 ) 41 o i, o
_g2/9 ds
:/IRJC(Uﬁseﬁ +w)Hy, (s)e /2\/%.

On utilise maintenant 1’expression du polynéme Hy, (voir Proposition |4.3.6) et en intégrant
par parties on obtient

d 2y ds
J = —1121/ 0j 8¢, +w e /2
( ) ]Rf( J1°%J1 )dsgl \/ﬂ
=l / D" f(oj,sej, +w)(ej,, - .- ,ejl)e_52/2 s
) R S——— \/27['
{1 fois
_ 0 / —t2/202. dt
=0 D f(te;,, +w)(es,..., e )e i—
Al Y () L)
{1 fois

(ot la derniére égalité provient du changement de variables t = 0, 5). On en déduit donc
que

Jji—1 J1
7= 0]2151 /RQ. th( Z tses —|—iZtses +tjej + C) (€j1s---1€51)
71 s=1

s=1

X d(%ﬁ ® 701)(t17 tl) s d(’YUjl ® P)/O'jl)(t]i?tjl)'
Finalement, le coefficient

<f7 : (%e<€j1, >)£1 ctt (g{e<e‘jr7 >)ZT : >L2(H7B,m)
20
Ji

est égal &

T

/7{1 o /Hr+1 Dglf(x)(ejlv R ejl) H : (me<€jt’ '>)£t : (xt) dml(xl) s dmr+1(x7”+1)'

t=2

Ensuite, on utilise la méme méthode pour calculer
DO f(@)(ejys--req)  (Relejy, ) : (22) dmo(a2)
et on trouve que cette intégrale vaut

¢
O'j2~22 5 DAY F(2) (€415 1 €1y Chay - €55) dMa(22).
? ¢1 fois EQ‘ffOiS
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A la i®m€ gtape (1 <14 <), on trouve par cette méthode que le coefficient

<f7 : (%dejn '>)Z1 s (%2<€ji, >)Zz : >L2(’H,B,m)

5.4)
201 2¢; (
o505,
est égal &
Oyttt
/ T € 1 €7 N A N OB
Hy Hri1 —— ~———
Zl fois ¢; fois

x H (Melej,, N = (x) dma(xy) ... dmp g1 (@,11).

Pour conclure la preuve, comme ¢; + --- + £, = k, on voit que le coefficient (5.4 (pour
i =r) est égal &

/ e DFf(@)(ejys s eiises ey )dmy(ar) ... dmy 1 (2r41)
Ha Hrt1
{1 fois 4, fois
c’est-a-dire a
/ Dkf(:):)(ejl, €y €y €5, ) dM(),
H
{1 fois ¢, fois
ce qui achéve la preuve du Lemme [5.1.0] O

On explique dans la remarque suivante pourquoi les calculs sont similaires lorsque I'un
des indices j, est négatif.

Remarque 5.1.2. Supposons par exemple que l'indice j; soit strictement négatif. En
reprenant la preuve du Lemme (et avec les mémes notations), on voit que 'on veut
calculer l'intégrale
fl@) = (Refegy, ) s () dma(x),
Hi
ot on a fixé (ra,...,xpr41) € Hoa X -+ X Hypp1 et ol & = 21 + 22 + -+ - + Zr41. Si on note ¢
le vecteur 2 + - -+ 4+ 241, on a aussi

= Fl@1+¢) - (Re(eyy, )+ () dma ().

Or on sait d’aprés la Proposition [£.3.6] que
)4 l
 Gteley )" = ot

Maintenant, m; est la loi de probabilité du vecteur gaussien ({e1, ), ..., (e—j,,-)) et comme

051
J1 est strictement négatif, e;, = ie_;, (et donc MRe(e;,, ) = IJm(e_;,,-)). Par conséquent,

—J1 —71—1 /
t
Z_O’fi /R—%l <Zt esti Z t ses it” 116J1+C>H€1< >

Oj1

X d(701 ® '701)(t1a tl) T d(’)/ff_jl ® Yo_j, )(t—jl ) t—jl)'
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—Jj1 —j1—1
On fixe (t1,... ,t_jl,tll, e ,t/_jl_l) € R21~1 et on pose w := Ztses +1 Z t;es +C.
s=1 s=1

L’intégrale que l'on doit désormais calculer est la suivante :

J = /R flite_j, +w)Hy, <t> dvo_;, (t).

041

En effectuant le changement de variables ¢ = o, s, on voit que

. U\ 2y dl
j:/fzte- +w)H, <>e I —
R ( J1 ) 1 Uj1 Ujl\/%
. _s2/9 ds
= [ flionsens, )i (s)e

En utilisant maintenant I’expression du polynéme Hy, (voir Proposition [4.3.6) et en inté-
grant par parties, on obtient

dah 2 ds
J = —1£1/ 10, 86_; +w e =5 /2
( ) ]Rf( J1 J1 )dsgl \/ﬂ
_ 0 DY o se s o e )e—si/2 s
_ajll/RDlf(wjlse_]l+w)(ze_]1,...,ze_j1)e s Nors
{1 fois
_ b 0 p(s : : —t?/207% dt
=0 D ite_; +w)(ie_;,,...,1e_; )e i —
) R ) e P =
£1 fois

ou la derniére égalité provient du changement de variables ¢t = o, s. Par conséquent,

dt
oj V2T .

!

J = O-lil / Dflf(tejl + U.))(ejl, ) ejl)eitz/mj?l
R S————r

¢ fois

Le calcul se poursuit alors de la méme maniére que dans la preuve du Lemme [5.1.1}

Remarque 5.1.3. Dans la suite, nous notons / D f(x) dm(x) la forme k-linéaire conti-
H

nue définie par

/Dkf(x)dm(:v)(xl,...,:vk) ;:/ DE (@) (xn,. o) dm(z)
H H

pour tous vecteurs x1,...,x; de H. Ainsi, avec les notations du Lemme [5.1.1] on a aussi
(k) 1 k
a. . . . = —— D f(x)dm(a:)(ejl,...,ejl,...,ejr,...,eﬁ).
Ty s JlesJry o5 Jr €1|€T' H ~——— ~——
{y foi £, foi
£y fois £y fois 1 lois r 101S

Afin d’estimer la vitesse de mélange, nous aurons besoin de décomposer d’une autre

maniére notre fonction f;, dans la base (&.9) de : G* :.
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5.1.2 Une nouvelle décomposition des fonctions f, ¢: G¥ :

On va écrire différemment nos fonctions fi, qui apparaissent dans I’écriture (4.12). Plus
précisément, on a la proposition suivante qui est une conséquence immédiate du Corollaire

E3.1T

Proposition 5.1.4. Soit f;, un élément de Uespace : GF :. Il existe une suite de nombres
(k)

uzk) (31 y--eyig ) E(Z*

o= Yl R, Rele, ) (5.5)

(i1 5o yig ) E(Z*)E

réels (a X telle que

et telle que la série

Y (k) 12,52 2
k! ‘ail,n-,ik‘ N

(i1,00yi ) EZF

soit convergente.

La différence avec la premiére décomposition (4.12)) est que chaque transformée de
Wick : Re(e;,,-) ... Re(e;,,-) : apparait plusieurs fois. Plus précisément, chaque nouveau

coefficient agf) i, se calcule en fonction de 'ancien coefficient agkgl) i (e) (défini dans
([4.13))), ot o est une permutation du groupe symétrique &y, telle que iyqy < -+ < dg ).
Le résultat suivant permet de calculer les nouveaux coefficients agf)lk en fonction des
anciens coefficients a®
jl"“?]k-

Proposition 5.1.5. Pour tout k-uplet (i1, ...,1i) d’entiers relatifs non nuls, il existe des
entiers r, j1,...,Jr et l1,..., 0, tels que {1 entiers de l’ensemble {i1,..., i} sont égauz a
Ji,- .-, by entiers de l’ensemble {i1, ..., i} sont égaux a j,, ot j; < -+ < jp et b1+ -+, =

k. Avec cette notation,

(k) ST S .
Qi — k! ajl, e Tl drs e I (5'6)
£y foi £ foi
1 fois r fois

Démonstration. Le calcul des coefficients découle directement du Lemme En effet, le

. k , . k N !
nouveau coeflicient ozl( ) ;. est égal au coefficient a® . . - divisé par 3 L2 /mE
Toeesthe Tl ey Il Jry ey Jr Teeeekrs
—_— Y
£ fois Ly fois

O

La nouvelle décomposition (5.5)) de nos fonctions fj fait apparaitre naturellement une
forme k-linéaire symétrique qui sera déterminante dans l’estimation de la vitesse de mé-
lange.

5.1.3 La forme multilinéaire B, associée a f;

Tout d’abord, nous introduisons la définition suivante.
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Définition 5.1.6. Une suite de nombres réels (v, i, )(i,...ip)e(z-)x est dite symétrique
si pour toute permutation o de &y et pour tout k-uplet (i1,...,i;) d’entiers relatifs non

= Oq,...0

nuls, on a a; .

(1)--to (k)
On a alors la propriété immédiate suivante.
Proposition 5.1.7. La suite de nombres réels (a(k)

u,--.,z‘k)(il,...,ik)e(z*)k qui apparait dans la
décomposition (5.5)) est symétrique.

La raison pour laquelle nous préférons considérer la décomposition de nos fonc-
tions fi est que la symétrie des coefficients qui apparaissent dans cette décomposition nous
permet de définir formellement une application de plusieurs variables symétrique naturel-
lement associée & fy.

Définition 5.1.8. Soient k un entier naturel et fj, un élément de : G¥ :. Lorsque la série
(k) (1) (k)
Z Qi esinTin - Ty,
(1,1 ) €(Z%)F

converge pour tous vecteurs (1, ... z*) de £y (Z*,R), on définit la forme k-linéaire symé-
trique By, associée a fj, par

Bfk : KQ(Z*,R) X X KQ(Z*7R)
k
(CRIENC .

R (5.7)

k 1 k
SN o el el

(11,0 ) E(Z*)F

Ll

Nos espaces de fonctions régulieres seront définis de telle sorte que les applications By,
soient des formes multilinéaires bornées. Rappelons que si elle est bien définie, la forme
k-linéaire By, est dite bornée (ou, de facon équivalente, continue) s’il existe une constante

C > 0 telle que pour tous les vecteurs (1'511))1162*’ e (xl(;]:))z‘kez* de l2(Z*,R), on ait
Z O‘z(f)z;exz(ll) . %UZ) <C Hi(l)HQ Hx(k)Hz‘
(i1,enyi ) E(ZF)F

Dans ce cas, on notera ||By,|| la norme de la forme k-linéaire bornée By, , c’est-a-dire

® L0 ®)]

01,0 11 ik

HBka = sup

lzMI<1,...,||lz )] <1

o

(115,05 ) E(Z*)E
Remarque 5.1.9. Lorsque I'application By, est bien définie, autrement dit si la série

3 ol k)
Utk 21 "7 T
(01,0511 ) E(Z* )

converge pour tous vecteurs 2R de l5(Z*,R), alors on peut montrer facilement en
utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus que la forme k-linéaire By, est automatiquement
bornée.
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Nous donnons ici un exemple important de classe de fonctions f de L%&(H, B, m) pour
lesquelles les applications By, définissent bien des formes k-linéaires bornées. Le résultat
que nous démontrons ci-dessous montre qu’il existe un lien important entre la forme k-
linéaire By, associée a la fonction fi et la fonction infiniment différentiable f satisfaisant
la condition d’intégrabilité . Nous introduisons la fonction ¥ définie par

9 L(ZR) — H

(@)jezs Y xjej,
jezr

ol (ej);>1 est la base hilbertienne de H avec laquelle nous travaillons. Autrement dit,

“+o0o
D(x) =) (x; +iz_j)e;
j=1
pour tout x € l3(Z*,R). En particulier, ¥ est un opérateur unitaire.
Théoréme 5.1.10. Soit f : H — R une fonction infiniment différentiable vérifiant la
condition d’intégrabilité

/ HDkf(x)H dm(z) < 400 pour tout entier naturel k. (5.8)
H

Pour tout entier naturel k non nul, la forme k-linéaire By, est bien définie et on a la
représentation sutvante :

By (zV,.. . 2®) = k1!/Hpkf(x)(ﬁ(xw),...,0(x<k>))dm(x)

pour tous vecteurs (M, ... 2®) de 05(Z*,R). En particulier, la forme k-linéaire By, est
bornée et )
1Bl = ;| [ D sy ama)|| 59
: H
Démonstration. On fixe un r-uplet d’entiers relatifs non nuls (ji, ..., J,) tel que j; < -+ <

Jr €t un r-uplet d’entiers naturels non nuls (¢1,...,4,) tel que ¢ +---+ ¢, = k. D’aprés le
Lemme et 'expression des nouveaux coefficients (5.6]), on a

[/ 1
(k-) o fl 7. ) k ) ) ) )
R TIRR T S S Ll AR /HD f(z)dm(z)(ejy, . sy €ynnsty,)

0 foi ¢, foi

£y fois Ly fois 1 Tois r 1OIS
1 k
:k:'/HD F) M) (€s s hyees s i)
¢, fois Zrzis

: (k)
Comme la suite (ailw-wik)(i1,A..,ik)€(Z*

k-uplet d’entiers relatifs non nuls (i1,...,7;), on a

) est symétrique, on peut en déduire que pour tout

(k) _ 1 k , .
R _k!/HD f(z)dm(z)(eip, .-, ¢ )-



5.1. L’ESPACE X 83

En utilisant maintenant la multilinéarité de By, , on en déduit que pour tous vecteurs

k *
2 = ( S))MEZ*’ T ’x(k) = (xgk))ikez* de EQ(Z ,R), on a
k 1 k
Bfk ($(1)’ o ’:E(k)) - Z az(h)...,ik x’El) o Z(k)
(i1,..vigs ) E(Z*)E
1 k
- E / Dk dm( )(%17 .. ezk) (1) . :El(k)
(i1,.. ,lk)G(Z*

_ /Dk’ Ydm(2)(0(zD), ..., 9 (z®)).

Cette derniere série d’égalité montre en particulier que By, est bien définie en tout k-
uplet (x(l), .. .,x(k)) de vecteurs de £5(Z*,R). L’expression de la norme de By, est une
conséquence du fait que ¢ : l2(Z*,R) — H est un opérateur unitaire. Ceci achéve la
preuve du Théoréme [5.1.10] 0

On peut maintenant définir un espace de fonctions réguliéres X qui nous sera utile dans
la suite. On donnera aussi quelques exemples de fonctions élémentaires appartenant & cet
espace.

5.1.4 Définition de espace X et exemples

On définit 'espace X' comme ’ensemble des fonctions f € L%(H,B,m) telles que les
applications By, définissent des formes k-linéaires bornées (ot By, est I'application
associée a la composante fi de f dans la décomposition de la fonction f suivant son chaos
de Wiener f =5, fx) et telles que la série

“+o00
> 1B P
k=0

soit convergente. On définit encore 1’application || - ||x : X — [0, +oo][ par
too 1/2
Fllx = (\!f!\%2(y,5,m) +Y HBka2> (5.10)
k=0

pour toute fonction f de X. On a alors les propriétés suivantes.

Proposition 5.1.11. (i) L’application ||-||x définie dans (5.10) est une norme sur l’espace
X.

(7i) L’espace vectoriel normé (X,|| - ||x) est un espace de Banach.
(7i1) Soit f : H — R une fonction infiniment différentiable telle que la série

ZHIH m(z)]|

k>0
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soit convergente. Alors la fonction f appartient & X et on peut réécrire la norme de f de
la fagcon suivante :

Dk:
||f||X:<||f||%a<H,Bm ZWH L ”)

(iv) L’inclusion X C L (H,B,m) est stricte.

Démonstration. (i) Le fait que || - ||x soit une norme sur X découle directement du fait
que || - |[ et || - | 2(3,8,m) soient des normes.

(i7) Montrons que (X, || - ||x) est un espace de Banach. Soit (fy,)n>1 une suite de Cauchy
de l'espace (X, || - ||x) o le chaos de Wiener de chaque fonction f,, s’écrit

fn = an,k
k>0

On sait que pour tout € > 0, il existe un entier n. > 1 tel que pour tous les entiers
m,n > ne, on ait

[[fm = fallx <&
On en déduit que

Hfm - anLg(%B’m) <e et Z HBfm,k — BfnkaQ < ¢ pour tous m,n > n.. (5.11)
k>0

En particulier, la suite (f5,)n>1 est une suite de Cauchy dans I’espace de Banach

(L& (H,B,m),|| - ||L2 #,B,m))- Ainsi, il existe une fonction f € LZ(H,B,m) (dont le chaos
de Wiener s’écrit f = > k>0 fr) telle que la suite ( fn)n>1 converge vers f dans ’espace
(L2 (H,B,m),|| - ||z H,B,m))' Ensuite, d’aprés la seconde inégalité de (5.11)), on a

HBfm,k — By, . H < € pour tous m,n > n. et pour tout entier naturel k.

Comme l'espace des formes k-linéaires continues (muni de la norme ([5.3))) est un espace
de Banach, on en déduit qu’il existe une forme k-linéaire symétrique continue By, telle que

lim ||By, , —Bk|| =0 (5.12)

n—-+o0o

pour tout entier naturel k. Si on écrit By comme dans (5.7]), on voit facilement que pour
tout entier naturel k, on a 'égalité B, = B o En effet, notons

B (x(l), . ,x(k)) = Z PR ORI

U1yt 21 1k
(i1,esi ) €(Z%)F
pour tous z(1, ... z() € (5(Z* R) et

n,k
fn,k - Z 0451,)71,6 : i){e<ei17 > s %e<eik7 > 5
(il,...,ik)e(Z*)k
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et encore
fr = Z ﬁz(lk)lk tRefes,, ) ... Reles,, )« .
(il,...,ik)E(Z*)k

D’apres (5.12]), on sait que

By, . (eiys- -y ei) ST Br(eiyy - sei),
ce qui entraine que
. (nk) (k)
nllﬁloo Qg iy = Qg (5.13)
pour tout k-uplet d’entiers relatifs non nuls (iq,...,4). D’autre part, comme (fy)n>1
converge vers f dans (L2(H,B,m), ||, ||z2(3.5,m)). on a

(fr,: Re(eiy, ) ... Reey,, ) : >L2(H7B7m) R <f,  Refeiy, ) .. Releg,, o) >L2(H7B7m)

pour tout k-uplet d’entiers relatifs non nuls (i1, ...,ix). Or, les espaces : GF : sont orthogo-
naux, donc en décomposant les fonctions f,, et f suivant leurs chaos de Wiener, il s’ensuit
que

<fn,k7 : me<ei17 > oo me@ik? > : >L2(’H,B,m) n—>—+>oo <fk7 : 9{8@@‘1, > o 'me<eik’ > : >L2(H737m)7

ce qui montre que
lim o™ =gk (5.14)

n—too ‘lilk 2150052k

On déduit de ([5.13)) et (5.14) que ozl(f) i = Bz(f) ;, pour tout k-uplet d’entiers relatifs non
nuls (i1,...,4x). Finalement, on a bien montré I'égalité By = Bfk' Maintenant, pour tout
entier n > n,, on a

+oo
1F = Falle = 17 = Fall Lo + 2 1Bs = By |
k=0

+o0

< lim [ fi = ol Lo+, lm Z 1B = Broill”
=0

< 262

Ceci montre que la fonction f appartient bien & 'espace X et que la suite (fy,)n>1 converge
vers f dans (X, ]| - ||x). Finalement, (X, || -||x) est un espace de Banach.

(7i1) Cette propriété est une conséquence immédiate de .

(7v) On considére une fonction f dans l’espace gaussien G, c’est-a-dire

f= Z apRe(er, -)

keZ*

ol (ax)k>1 est une suite de nombres réels telle que la série Y, ;. aios soit convergente.
Il est clair que, dans le chaos de Wiener de f, fi = f et fr = 0 pour tout entier naturel
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k différent de 1, d’ou 'on déduit que f appartient a 'espace X si et seulement si f; = f
définit une forme linéaire continue. Or il est clair que

1Bl = ll(ar) ez 2

et donc cette norme est finie si et seulement si (ag)rez+ est un élément de l5(Z*, R), ce qui
n’est pas toujours le cas. O

Donnons maintenant quelques exemples de fonctions qui appartiennent & I'espace X.

Exemple 5.1.12. Soit N un entier naturel non nul. Une fonction f € L2 (#H,B,m) de la
forme

f= gb(f)‘{e(e,N, Vs, Relen, )),

ot ¢ : R?N — R est une fonction mesurable a valeurs réelles, appartient a I'espace X.

Démonstration. L’ojectif de la preuve est de montrer que la norme || f|| ¥ peut étre controlée
par || f||z2(3,8,m)- Comme les seules variables aléatoires e(es, -) qui apparaissent dans la
fonction f sont les variables aléatoires Re(e_n,-),..., Re(en, ), le chaos de Wiener de f
s’écrit sous la forme

—+o00
f= Z Z ayf)Jk tRe(ej,, ) ... Relej,, ) -

k=0 (j1,....ik ) E{—N,...N}\{0})*

avec

k
Jk= Z O‘§‘1?...,jk tRefejy, o) .. Reey,, )
(G15esdi) E{—N,..,N\{0O})F

et la quantité
+oo
12008 = D sl [F234.8.m)
k=0

est finie. Nous allons dans un premier temps calculer explicitement la norme de f dans
Iespace L?(H, B, m). Pour tout entier naturel k, nous avons

k k
kaH%Q(H,B,m) = Z al(h).--,ikaé'l,)-n,jk
(i1esii) E{ =N, , N {O})*
(715d1) E{ =N, NP\ {O})*

X /H tRe(eiy, ). Re(e,, ) 1 (x) : Releyy, ) ... Re(ey,, ) () dm(x). (5.15)
Mais d’aprés la Proposition (appliquée pour n = 0), U'intégrale (5.15) est égale a

2 2
05, -0, Z Re(eiy, ej, ) - - Relei, e
TES

et on sait que pour tous entiers relatifs i et j, Re(e;, ¢;) est non nul égal & 1 si et seulement
si i = j. On en déduit que 'intégrale ([5.15) est non nulle si et seulement si il existe une
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permutation 7 de &, telle que iy = j () pour tout £ € {1,...,k}, on ait iy = j (4. En par-
ticulier, cette intégrale est non nulle si et seulement si les ensembles d’indices {iy, ..., it} et

(k)

{j1,. .., Jk} coincident (avec multiplicité). Comme les coefficients o; " ;

., sont symétriques,

on en déduit que

£l 22205y = 3 3 o [

(il7"'7ik)e({_N7'“7N}\{O})k (jl7~~-»jk)e({wa'vN}\{O})k
Utewdr}={i1, i

X / cRefe, ) ... Reley,, ) = (x) : Relejy, o) ... Re(eyy,, ) : (x) dm(x).
H

Fixons maintenant un k-uplet (i1, ...,4x) d’entiers relatifs appartenant & ’ensemble
{=N,...,N}\{0}. Il existe alors des entiers r € {1,...,k}, ¢1,...,¢, et p1,...,p, tels que

(it e iy = {01 1y s 0, (5.16)
p1 fois pr fois

avec p1 + -+ p = ket {1 < --- < {.. Daprés la Proposition [£.3.10], on voit alors que
pour ce k-uplet (i1,...,1),

/H (: Re(esy, ). .. Re(ey,, ) : (J:))Qdm(m) = vary, [ 1 (Re(eg,, )P ... (Releq,, )P 1|

— 2p1 2py
=pil...plogt ooy

Or, d’aprés le Lemme le nombre de k-uplets (j1,...,jk) vérifiant (5.16]) est égal
(avec nos notations) a - On en déduit alors que

r

!
pl!-~~p'r!
k 2
kaHQLQ(H,B,m) = k! Z |az(1)zk‘ Ui21 - 'Uz'Qk‘

Finalement, la norme de f dans I’espace L?(H,B,m) est égale &

+oo
k 2
1728y = D F! > ol [Po? . a2 (5.17)
k=0 (it,0ig)€({=N,..., N\{0})*

Par ailleurs, I'application k-linéaire By, est définie par

k 1 k
By, (:c(l), R x(k)) = Z az(l,)..-,ikxz(d) . xgk)
(i15e- i) E{—N,....,N}\{0})F

pour tous vecteurs (M), ..., 2®) de ¢ (Z*,R). Remarquons que comme la somme définissant
By, est finie, cette forme k-linéaire est bien définie et est bornée. En appliquant 'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on obtient

1/2
By, (21, 2®))| < ( > \az(f,)...,ik}z) 1] ]2
(1150 ) E{=N,.... NJ\{O})F

27
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d’ott 'on déduit que
1/2
k 2
(i1, sik) E({=N,... . NY\{O})F
Par conséquent,
400 400 ) 5
ZHBkaQ = Z Z ‘aih--‘,ik’
k=0 k=0 (i1,....i)E{—N,...,N}\{0})*

et il reste & voir que cette quantité peut étre controlée par || f[|r2(3,5,m) dont la valeur est

donnée dans (5.17). Or, si on note
¢ =min(o_n,...,0N)

alors on a 6% < 0y, ... 0y, pour tout k-uplet (i, ...,ix) € ({—=N,..., N} \{0})* et la suite
(k!6%%) k>0 tend vers +oo (car & > 0). Il existe donc une constante Cy > 0 telle que pour
tout entier naturel k, on ait ka2t > Cy. Nous obtenons donc

+o00 +oo ) 9
Y lIBaIP < Oy DR > [N
k=0 k=0 (il7...,ik)E({—N,...,N}\{O})k

+oo
B k) 2.2 9
<Cy' ) K > |sin| -,
k=0 (i1,....ir) €({=N,....N}\{0})*

< ON'1£1122034,8,m)-

Ceci montre donc bien que la fonction f appartient a I'espace X avec

||f”%{' < (1 C’Nl)”'j ||%2 H,B,m)*
- ( )
O

Avant de donner un deuxiéme exemple de classe de fonctions contenue dans X', on
rappelle la définition d’une fonction entiére de type exponentiel (pour plus d’informations
sur ces fonctions, voir le livre [9]).

Définition 5.1.13. Une fonction entiére ¢ : C — C est dite de type exponentiel s’il existe
des constantes strictement positives M et 7 telles que

|p(re?)] < Me™,  pour tous r > 0 et 6 € R. (5.18)

Si ¢ est de type exponentiel et si on note k la borne inférieure des nombres réels 7 > 0 tels
que ¢ vérifie ([5.18)), alors on dit que la fonction ¢ est de type exponentiel .



5.1. L’ESPACE X &9

Si ¢ : C — C est une fonction entiére, on peut la développer en série entiére sous la
forme
o) = Z’j 2 ouayeC. (5.19)
E>0
On peut caractériser les fonctions ¢ qui sont de type exponentiel en fonction des coefficients
a, (voir [9]).

Proposition 5.1.14. [9] Soit ¢ une fonction entiére (développée comme dans (5.19))) et k

un nombre réel positif. La fonction ¢ est de type exponentiel k si et seulement si
1/n

lim |a,|
n—-+0o

= K.

On a alors une nouvelle classe de fonctions réguliéres contenue dans l'espace X'.

Exemple 5.1.15. Soit ¢ : C — C une fonction de type exponentiel x tel que k <
(21|13 TUH))A. Alors la fonction f = Re(¢o||-|[*) appartient a X.

Démonstration. On sait qu’il existe des constantes 0 < x < 7 < (2||E|[7. TO,H)) Let

M > 0 telles que \(ﬁ(rew)’ < Me™ pour tous r > 0 et § € R. Dans un premier temps, on
doit vérifier que la fonction f appartient a L?(H, B, m). D’aprés I'inégalité précédente, il
suffit de montrer que la fonction el appartient a L?(H, B, m). D’aprés la Proposition
3.1.3, ({ex,))xr>1 est une suite de variables gaussiennes complexes indépendantes, donc on

—+00
/ 2rllal® g (o / (He2f kst )dm(az): H/ e2m(exn)l” gy ().
H k=1"H

Or, les variables gaussiennes PRe(ey, -) et Jm(eg, -) sont indépendantes et de méme loi donc

2
/ 62T|<ek,m)\2 dm(x) _ (/ 627(9%2(%3:))2 dm(x))
H H

pour tout entier naturel £ non nul. Comme la variable aléatoire JRe(ey, -) est gaussienne (vue
comme variable aléatoire sur I'espace probabilisé (H,B,m)), on peut calculer facilement
I'intégrale ci-dessus :

(2 _or 1/2
/627(%“6’“””2 dm(z) —/e (%i )i _dt = < 1 2) .
H R opV 2T 1 —droy,

Remarquons que l'intégrale ci-dessus est bien définie d’apreés la condition

< QIEIR 2 om) "

car HEH%Q(T’U’H) =2 4>1 of et puisque dans ce cas, on a

— — 27 > 0.
2
O
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Finalement,
+00 1
2[z|* 4 - -
e m(z) = . 5.20
/H (z) kl_[l 1-— 470’,3 ( )
Comme la série ) a,% est convergente, le produit infini ([5.20)) converge aussi et la fonc-
tion eIl appartient a L*(H,B,m).
Comme la fonction g = ¢ o||-||> : H — C est infiniment différentiable (car || - || est
infiniment différentiable et car ¢ est une fonction entiére), pour montrer que f appartient

est convergente. On développe la fonction ¢ comme dans (5.19)) et d’aprés la Proposition
il existe une constante C' > 0 telle que

a l'espace X il suffit de voir que la série

S| [ Prowrant)

k>1

lan] < C7™,  pour tout entier naturel n. (5.21)

Pour calculer les différentielles successives de g, on introduit la forme bilinéaire symétrique
A définie par
A: HxH — R

(u,v)  +— Z (Re(er, u)Reler, v) + Im(ey, u)Tmlex, v)).
k>1

Il est alors facile de voir que les différentielles de g peuvent s’écrirent sous la forme

n “+o0o

D¥g(x) (b1, . han) = 3 2"HSy(w, b, han) Y %Hx!\%
j=0 k=0 )
ou pour tout j € {0,...,n}, Saj(x, hi,..., hoy) est la somme de tous les termes de la forme

A(xv hil) s A(.CC, hin)A(hi2j+17 hi2j+2) S A(h’ianl? hi2n)7

avec {i1,...,02n} ={1,...,2n}, et

n “+oo
i a j+1
D Mg(x)(hy,. .. hans1) = Y 2" S5 0 (2, ha, o hangn) %Hﬂﬂﬂ%v
j=0 k=0 )
ou pour tout j € {0,...,n}, Spjr1(x, h1, ..., hont1) est la somme de tous les termes de la

forme

A(%, hi1) s A(x7 hi2j+1)A(hi2j+27 hi2j+3) s A(hi2n7 hi2n+1)7

avec {i1,...,ion+1} = {1,...,2n + 1}. Pour estimer |D"g(x)(h1,...,hy)|, on a besoin

de calculer le nombre de termes qui apparaissent dans les sommes Syj(z, h1,. .., hop)
et Sojt1(x, h1,. .., hopy1). Comme le nombre de partitions par paires d’'un ensemble a
(2p)!

2p éléments est égal a (voir le Lemme |A.2.2)), on en déduit qu’il y a exactement

2Pp!
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(23) % termes dans la somme Soj(x, h1,. .., hoy) €t (22?111) % dans la somme
Sajt+1(x, hi, ..., hany1). Maintenant, 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

[ A, v)| < 2[Jull[lv]]  pour tous u,v € H

et donc pour tous les vecteurs hq, ..., ho, de la boule unité fermée B de H, on a
2n\ (2(n —j))! n+j 2
‘SQj(1U7h17-..,h2n)| S <2]>2n](n])‘2 HxH .

Ainsi, d’apres I'inégalité ([5.21f) sur les coefficients a;, on a

+oo
D2 g(a) (... haw) Zzﬂﬂ( Pt R e DI

2n79(n — k=0
)™ (2l e
go@n)!(g et 223')! ) lel?

En utilisant la méme méthode, on a aussi

n 4 )n+j+1 || ||2j+1 R
2n+1 < ! ( 7 . x 7||z||
|D g(x)(hl,...,h2n+1)‘ C(2n+1).< EO =) 2j+1) .

<

On en déduit que

“+oo

Z 2n H D2"g(

n

2 TTH_] x||%
<c/ el (ZZ i_] I |]|) )dm(m)

n=0 j

+00 —j
_ Tlz|2 (4T\|$H) (4r)" .
=c e ( T 2)) <n§.<n—j>!>>d )

+oo e 2j
_ oot [ orlall? (Z (‘1(|2\])|P> dm(z),

et de méme,

+00 +oo j
1 n m(z AT 7'Hac||2 (47—Hx”)2]+1 mlz
Z(2n+1 H D2+1()d () <C4/H (; air | 4@

On en conclut donc qu'il existe une constante C' > 0 telle que

> 5|l [ prate) dma)

+oo

‘ < 064T/ T\|z||2+47\|z|\dm( )
H

SC’/ e2rllIl” dm(x).
H
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Comme 7 < (QHEH%Q(T’U’H))_I, I'intégrale

/ e2m121” dm(2)
H

est convergente (voir le début de la preuve), et cette estimation montre que la fonction f
appartient & 'espace X. O

Remarque 5.1.16. Nous n’avons pas cherché & optimiser la borne (2[|E|| 2 (TJ’H))_I ici.
Celle-ci est uniquement choisie de sorte que les intégrales soient convergentes.

5.2 L’espace Y

Nous introduisons maintenant la deuxiéme classe de fonctions réguliéres avec laquelle
nous allons travailler dans le chapitre [6]

5.2.1 Définition de ’espace )

On définit I'espace ) comme 'ensemble des fonctions g € L%(H,B, m) telles que les
applications B, définissent des formes k-linéaires bornées (ot By, est 'application ([5.7)
associée a la composante gi de g dans la décomposition de g suivant son chaos de Wiener :

9 =2 _1>09k) et telles que
sup k! || By, || < +o0.
k>0

On définit encore 'application || - ||y :— [0, 00| par
glly := llgllL23¢,8,m) + sup k! || B, ||
k>0

pour toute fonction g de Y.

Proposition 5.2.1. (i) L’application || - ||y définit une norme sur ’espace ).
(13) L’espace vectoriel normé (,|| - ||y) est un espace de Banach.
(7i1) L’espace Y est un sous-espace de X.

Démonstration. (i) Le fait que || - ||y soit une norme sur ) découle simplement du fait
que l'on ait des normes || - || et |[ - [[12(3,8,m) sur 'espace des formes multilinéaires et sur
Iespace L?(H,B,m).
(73) Montrons que I'espace vectoriel ) est complet pour la norme || - ||y. Soit (gn)n>1 une
suite de Cauchy dans (), ]| - ||y) ot le chaos de Wiener de chaque fonction g, s’écrit
gn = Z 9n k-
k>0

On sait que pour tout € > 0, il existe un entier n. tel que pour tous les entiers m,n > n.,
on ait

Hgm - gnHy <e
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On en déduit que

|| gm — gnHLQ(H,B,m) <e et il;}ﬂ) k! ||Bgm,k — Bgn,kH <€ pour tous m,n > n.. (5.22)

En particulier, il s’ensuit que la suite (gn)n>1 est une suite de Cauchy dans I’espace de
Banach (Lg(H,B,m),|| - ||12(2,8m)) donc il existe une fonction § € Lg(H,B,m) (dont
le chaos de Wiener s’écrit § = >~ Jk) telle que la suite (g,,)n>1 converge vers g dans
espace (L% (H,B,m),||- ”LQ(H,B,m)_)' Ensuite, d’aprés la seconde inégalité de (5.22), on a

€
1By, o = By il < o <€ pour tous m,n > n. et pour tout k > 1.

Comme l'espace des formes k-linéaires continues (muni de la norme ({5.3))) est un espace
de Banach, on en déduit qu’il existe une forme k-linéaire continue By telle que

lim_||B,,, Bl = 0.

n——4o00

Comme dans la preuve de la Proposition [5.1.11] on voit facilement que pour tout entier
naturel &k, on a I'égalité By, = B, . On en déduit alors que pour tout entier n > n,, on a

G — gnlly =119 — gnllr2(3,8,m) + Sup K| B — By k|
< lim Hgm - gnHLQ(’H,B,m) + nli)r_ir_look! HBgm,k - Bgn,kH

n—-4o0o

< 2e.

Ceci montre que la fonction g appartient bien a l’espace ) et que la suite (gp)n>1 converge
vers g dans (), || - ||y). Finalement, (Y, || - ||y) est un espace de Banach.
(7i1) Si g appartient a ), alors il existe une constante A > 0 telle que pour tout entier

naturel k, on ait ||By, || < A/k!. On en déduit que la série de terme général ||By, || est de

il
carré sommable et donc que la fonction g appartient & ’espace X. O

On conclut cette section en donnant quelques exemples de fonctions qui appartiennent
a l'espace V.

5.2.2 Exemples
Nous remarquons d’abord que les fonctions polynémiales sont bien des éléments de Y.
Exemple 5.2.2. Tout polynéme en les variables aléatoires QRe(ey, ) appartient a ).

Démonstration. En effet, si g est un polynome en les variables aléatoires PRe(eg, ), alors
il existe un entier naturel N tel que g appartienne & ’espace @ivzo : G* . et pour tout
k € {0,...,N}, la somme qui apparait dans l'application B, est finie. En particulier,
chacune de ces applications By, définit bien une forme k-linéaire bornée. De plus, la quan-
tité supy>q k! [|Bg, || = maxo<p<n k![|Bg,|| est finie. Par conséquent, g est un élément de
I’espace ). O
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Plus généralement, on a la classe d’exemples suivante.

Exemple 5.2.3. Soit f : H — R une fonction infiniment différentiable telle que
sup/ |D*g(z)|| dm(z) < +oo0. (5.23)
k>0 JH

Alors g appartient a ’espace ).

Démonstration. Ceci est une conséquence du Théoréme [5.1.10] En effet, si g = >, <o g
désigne le chaos de Wiener de la fonction g, alors on sait d’aprés la condition d’intégrabilité
(5.23) et le Théoreme [5.1.10| que les applications B, définissent des formes k-linéaires

bornées. On en déduit alors que la quantité
sup k1B, | = sup [ (1D%g(a)| dm()
k>0 k>0 JH

est finie et donc que la fonction g appartient a I’espace ). O



Chapitre 6

Vitesse de mélange

On considére dans ce chapitre un opérateur linéaire borné T' sur l'espace de Hilbert
complexe séparable de dimension infinie H fortement mélangeant par rapport a la mesure
gaussienne m sur ‘H (construite dans le chapitre [2) et dont les vecteurs propres associés
aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de T-vecteurs propres
E : T — H qui est o-engendrant. On rappelle qu’on fait ’hypothése que ce champ de
T-vecteurs propres E est une fonction a-hélderienne, c’est-a-dire qu’il existe une constante
C(E) > 0 telle que pour tous A\, u € T, on ait

|EON) — E(p)|| < C(B) X — p|*.

On a vu dans le chapitre 3 qu’il n’y avait pas de vitesse de mélange globale dans I'es-
pace L?(H,B,m) (Théoréme . Une question naturelle est donc de trouver des classes
de fonctions réguliéres de L%(H, B, m) pour lesquelles on a une vitesse de mélange. Plus
précisément, 'objectif est de montrer que si f est une fonction de ’espace X et si g est
une fonction de I'espace Y, alors la suite des corrélations (Z,(f, g))n>1 converge vers zéro
a la vitesse n~¢. Dans un premier temps, on va étudier la vitesse de mélange pour des
fonctions trés particuliéres. Nous allons en effet étudier la vitesse de convergence vers zéro
des corrélations Z,(f, g) lorsque f et g sont des fonctions de L2(H, B, m) d’« un nombre
fini de variables », c’est & dire de la forme

f - (Z)(%Q(Q_N, '>7 s ,%€<€N, >) et g = Qb(g{e@—]\f’ '>7 s ,%€<€N, >)
Autrement dit, les fonctions f et g sont des fonctions en les variables Re(e_n,),...,
Re(e_1,-), Reley,-),..., Relen, ). Rappelons encore que la suite (ey)pcz+ associée a la
base hilbertienne (es);>1 de H est définie par, pour tout entier naturel £ non nul,

ey = ey et ¢e_p =1ey

de sorte que Rele_y,-) = Tm(ey, -).
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6.1 Fonctions d’un nombre fini de variables et vitesse de mé-
lange

Ce premier résultat sur la vitesse de mélange ne requiert pas de régularité sur les
fonctions considérées.

Théoréme 6.1.1. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est fortement
mélangeant par rapport & la mesure gaussienne m sur H. On suppose que les vecteurs
propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de
T-vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant et a-holderien (o o € (0,1]). Soient
N un entier naturel non nul et

f= d)(i)‘ie(e,N, Yy, Relen, >), g= 1/1(9%(@% Dy, Relen, ))

des fonctions a valeurs réelles qui appartiennent a [’espace L%(’H, B, m). Alors il existe une
constante D > 0 (qui dépend seulement de N et de o1,...,0N) telle que

Dy
T (f. 9)| < P |22 3,8,m) 11911 L2 (24,8,m)
pour tout entier naturel n non nul.

Démonstration. Comme les fonctions f et g ne dépendent que des variables aléatoires
Re(e_n, ), ..., Re(en, ), on peut calculer le chaos de Wiener de ces fonctions en travaillant
dans 'espace gaussien

Gn = vect[Re(e_p, ), ..., Relen, )] CG.

Nous pouvons ainsi développer la fonction f de la fagon suivante :
F= Y iy (Relen )Y (Reen, )Y
(i,N,...,’iN)EN2N

ol

. 21 . 2
1 ogmm = Do s Pionl o™ inl oY < oo,
(i N yeenyin ) ENZN

En fait, le chaos de Wiener de f s’écrit f =) =0 fi, ol pour tout entier naturel k,
Ju= Do iy (Releon, )N L (Relen, )N
(i,N,A..,iN)GNQN
i_N+-Fin=k
De méme,

g= Z Ginoin - Re(en, D)V L (Relen, )V
(j*N:"'vjN)ENQN
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ol
2 . 25— . 25
HgHQLQ(H,B,m) = Z 19j x| TN O oY < oo
(J—N,-nJnN)ENZN

On écrit maintenant 1’expression des corrélations Z,,(f, g) entre f et g. Par définition, cette
corrélation vaut

T.(f,g) = /H F(T"2)g(w) dim(z) — /H f dm /H gdm

et donc Z,(f, g) est égale a

> > > fiiprsin G nromrin

(k,O)EN*)2 (i_p,....in)ENZN (j_,...,iN)ENZN
i-N+tin=k  jont+tin=(

X In( + (Re(e_n, )=~ ... (Relen, )™ 11 (Rele_n, )7V ... (Relen, )V 1) (6.1)

ou la somme sur k et £ commence & 1 car les variables aléatoires

: (Rele—n, )N ... (Relen, )™ : sont centrées et car les fonctions fy o et go.. o sont
des fonctions constantes. On sait d’aprés le Corollaire m que la corrélation est nulle
lorsque k et £ sont des entiers naturels non nuls distincts. D’aprés le Lemme [£.3.7], lorsque
i-N+ - +iny=jJ_N+ -+ JN =k, la corrélation

Zo(: (Re(e—n, )N ... (Relen, )™ 11 (Re(e_n, )7V ... (Relen, )V 1)

est égale &

Z <%Q<T*”27N7 ‘>7 9{6<UT(1), ‘>>L2(m) T <‘§R6<T*ne*N7 '>’ 2Re<v"'(l¥N)’ >>L2(m)
TESE

X <me<T*ne*N+17 '>’ 9{e<v7'(i—N+1)’ '>>L2(m) T <%6<T*ne*N+17 '>7 9%e<v‘r(i71\r+i71\r+1)7 '>>L2(m)
XX <%Q<T*HQN7 '>7 S)%e<’ufr(z;1\r—|—'"-1—2'1\771-1-1)7 >>L2(m) s <me<T*n2N7 '>7 me<UT(N)7 >>L2(m)

ol v1,. ..,V sont les vecteurs de H tels que v =ve = -+ =v; \ =e_N,Vj_y41 =" =

Vj_ a1 = C—NA4ly oy Uj_nytotjy_4+1 = *°+ = U = ey. En utilisant le Lemme et la
Proposition [2.3.2 on voit alors que

T, ( (Re(e_n, )N . (Relen, )™ o (Ree_n, )N .. (Relen, )N - )|

est inférieure ou égale a
C(E, a)"

nka

k!
Par conséquent,

X kIO ’f
T.(.0) < 3 AL ( > \fiN,...,z»NO ( Y e r) .
( )ENN

k=1 PN yein ) ENZY (G=N»dN
i_N+otin=k J_N+t+Iin=k
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Maintenant il existe une constante C'y > 0 telle que pour tous entiers naturels i_n, ..., in
tels que i_y + -+ 4+ iy = k, on ait C&k < a:@v...o}\’y (il suffit de prendre Cy =

max (o7,...,05")). On en déduit que

k N iN

Yo Ui SCF D fininle Y oW
(i7N7~“)7:N)€N2N (17N712N)€N2N
i_N+tin=k i-N+tin=k

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

. . y ; (A IN

E N iN Z ‘fz_N,...7zN| ZfN!...lNlaiN S ON
|f747N,,ZN|0-_N ---GN —_— Z ' Z '

(i_Neryin ) ENZN (i N oonsin)ENZN —N:...IN-

i-Ntetin=k i_N+tin=k

1/2
O e = BRI
PNy L2(H,B,m)

(A-N i) ENZN
i_Nn+tin=k
(2N)k

o 1 22 (20,8,m)

IN

ol la derniére égalité provient du Lemme En faisant la méme chose pour la somme
correspondant a la fonction g, on a aussi

P . (ZN)k
> 9i_n i |07 oW < \/THQHLQ(H,B,m)'

(]7N77‘7N)€N2N
J-Nttin=k

En combinant les estimations précédentes, on trouve finalement que, si n est assez grand,

*2” [2C(E, 2)C% N*

Z.(f. 9)| < ( o ) [ f 1| £23,8,m) 11911 L2(24,8,m)-

k=1
Pour finir, il existe une constante Dy > 0 telle que pour tout entier naturel n non nul, on
ait
Dy
1T (f. 9)| < nTHfHLQ(’H,B,m) 1911 £2(2,8,m)>

ce qui conclut la preuve. O

Nous allons maintenant nous intéresser a la vitesse de convergence vers zéro des corré-
lations Z,,(f, g) lorsque f et g sont la méme fonction trés particuliére x — ||x||%.

6.2 Estimations des corrélations Z,(|| - [|%, || - ||?)

On présente ici un exemple important d’estimation des corrélations en travaillant avec
une fonction réguliére trés particuliére. Celle-ci sera fondamentale pour démontrer notre
théoréme général sur la vitesse de mélange (Théoréme . La méthode de calcul est
basée de fagon cruciale sur la formule de Parseval.
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Proposition 6.2.1. Soit T' € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est fortement
mélangeant par rapport & la mesure gaussienne m sur H. On suppose que les vecteurs
propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de
vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant et a-hdélderien (ou o € (0,1]). Pour
tout entier naturel n non nul, on a

C(E)27T2a
0<Tu(ll- 1P 11 1%) < =5 I1BlIZ2m00)-

Démonstration. Rappelons que la corrélation Z,, (|| - ||%, ]| - ||*) est définie par

L1 11 1P) = [ 7l el do) (/ |2 drm(z) )

ce qui donne, en développant la fonction || - ||?,

(Il - P11 1P) = Z /Iek,T" V2 [{ee, )2 dm(x) (/wdm )
(k,0)€

Pour tout entier naturel k& non nul, |(eg,-)|? = (Relex,-))? + (Im(eg, -))? et les variables
aléatoires Re(eg, ) et IJm(eg, -) sont (indépendantes et) de méme loi gaussienne de variance
o2. On a donc

“+oo
/ ||z dm(z) =2) o (6.2)
H k=1
On calcule maintenant l'intégrale
| Nen )P fer o) dmio)
H

en décomposant les fonctions dans 'intégrale suivant leurs parties réelle et imaginaire. Pour
tout vecteur z de H, on sait d’aprés ’Exemple que

(Re(z,))? = (Re(z, ) : + 02
On déduit de cette égalité que l'intégrale
| @eter. )2 (Re(er, ) dm(a)
est égale &
/H L (Re(Ter, )« (2) + (Refer,)? : (2) dm(x) + ofo]

car les variables aléatoires : (Re(z,-))? : sont centrées. Maintenant, en utilisant I'isométrie
(4.5) entre les espaces ( : G2 :,<~,‘>L2(H737m)) et (G2,(-,-)o) (et plus particulierement

I’Exemple [4.2.2)) on voit que
2
/ (Reler, T"2))? (Reler, 2))2 dm () ( / Re(T™ ey, 2)Reler, ) dm (x )) + ool
H
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Le Lemme [3.1.2] nous donne enfin
n 2 2 1 *M 2 2 2
[ @telen 170))? (Reler,a) P dm(z) = 5 (Re(RTen, )P + ot
H
De plus, comme Jm(ey, -) = Re(iey, ), on déduit de (6.3]) que
n 2~ 2 1 *1 . 2 2 2
/H(Eﬁe(ek,T x))* (Ime, z))* dm(z) = 5(9‘{6(RT ek, i€ep))” + 05,07
1
= S (Im(RT""ex, 1)) + ofof.
En utilisant la méme méthode, on voit facilement que
n 2 2 1 ~ * 2 2 _2
/ (Jm{e, T"x))" (Reer, ) dm(z) = §(Jm<RT ek, €0))” + oj0;
H

et

/H(Jm<ek, T"x))? (Gm(eq, 2))? dm(z) = %(Eﬁe(RT*”ek, e))? + ol

En utilisant (6.3)), (6.4]), (6.5) et (6.6)), on obtient
[ Kens T oo, ) dmiz) = (BT, o) + Ao,
H
D’apres I'égalité (6.2)), il vient

- IP 1P = >0 (BT ep,en) .

(k,0)e(N*)?

(6.4)

(6.7)

A ce stade, on utilise la représentation intégrale (2.3) de (RT*"ey,ep). Pour tous entiers

naturels non nuls & et £, on a

(RT*"ey, &) = /T (e, EO))er, BQV) do()) = <ek, /T N {ee, EO)YE(N) da()\)>,

et d’aprés la formule de Parseval,

+o0 2

(Il 111 -1 “(ee, EQ))E(X) do(X)

=

On a donc besoin d’estimer le coefficient de Fourier

Cn = /T N {eq, EO)YE(N) do(\).

La méthode est la méme que celle de la preuve de la Proposition[2.3.2): en notant 0, := 0+7,

on peut écrire que

1

2 - .
Cn = = /O e[ {er, B(e) = B E(e) + (er, E(e)) (B(e") — B(e")) | 5—

2

df
o



6.2. ESTIMATIONS DES CORRELATIONS Z, (|| - ||| - ||?) 101

En utilisant maintenant I'inégalité (a + b)? < 2(a? + b?) (valable pour tous a,b € R), on
trouve que
2/[enl]* < Ay + Ay

ol on a posé

2m : Lo do |2
t=|| [T e B — B ) 5
0 271'
et
r . o do |2
to=|| [ B () - Be™) 5
0

On estime ensuite les quantités A; et Ao séparément. D’aprés l'inégalité de Cauchy-

Schwarz, on a

2
s ([ Ven BE®) ~ B 92 ) 181

De plus, en appliquant aussi 'inégalité de Cauchy-Schwarz a la quantité As et en utilisant
le fait que le champ de T-vecteurs propres E est une fonction a-hélderienne (avec constante
de Hoélder C'(E)), on obtient

2 db

2 < [ en B 15069) - 5|
2 > 0 €t c ¢ € 27

- C(E)27r2a /27r ’<6€7E(6i9")>}2 GLQ
0

- n2e o7

La formule de Parseval nous donne alors

WA o 2dd  C(E)?%
0TIl B0 12) < 5 ([ B - B g2+ CE Bl

C( E)2 ,R_2a
< WPl
car la fonction F est a-holderienne (avec constante de Holder C'(E)). O
Ce résultat montre que la suite des corrélations (Z, (|| - [|%,]| - [[*)),~, converge vers

zéro & la vitesse n~2¢. En utilisant (6.7)), on peut réécrire la Proposition de la fagon

suivante.

Corollaire 6.2.2. Sous les hypothéses de la Proposition[6.2.1), on a

C(B)n
Za4|rT”e 12 < CO T i

pour tout entier naturel n non nul.
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Démonstration. On a déja vu (voir par exemple la preuve de la Proposition 4.4.5)) que pour
tous entiers naturels k et ¢ non nuls, (RT*"e, e;) = 207 (ey,, T"e;). D’apreés D'égalité ,
il vient

Ll 0-1P) = D (BT ™er,eq)f?

(k,0)e(N*)?

—+o00 —+o00
=y ( |(RT*"e, eg>\2>
1

/=1 k=
“+oo
=4) o} ||T"el|?
=1

C(E,a)?

2
< n2e HE| ’LQ (T,o0,H)?

ot la derniére inégalité provient de la Proposition Ceci achéve la preuve du Corollaire
6.2.2] O

6.3 Estimations complémentaires

Pour démontrer le résultat principal sur la vitesse de mélange (Théoréme [6.4.2), on
a besoin d’estimer certaines quantités comme les moments d’ordres pairs d’une mesure
gaussienne. Nous établissons dans cette section les estimations requises.

6.3.1 Estimation de la série ., o7 |[T"ex||”

, . . . P 4 n 2

On a montré en particulier dans le Corollaire que la quantité » ;- oy [[T"e||
converge vers zéro quand n tend vers +00. Le but du prochain lemme est de montrer que
si on remplace U,‘i par a,% dans cette série, alors la série correspondante est convergente et
uniformément bornée en n.

Lemme 6.3.1. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est fortement mélan-
geant par rapport a la mesure gaussienne m sur H. On suppose que les vecteurs propres de T’
associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de vecteurs propres
E : T — H qui est o-engendrant. Pour tout entier naturel n, la série >~ o2 |[T"eg||?
est convergente. Plus précisément, on a la majoration -

2
= 5 iom 2 WL mem
> okl T"ex|? < —— (6.8)
k=1

pour tout entier naturel n.

Démonstration. Comme Rej = 20,%%, I’équation d’entrelacement T'K = KV nous donne

202, = TK K*ep = KV"K*ej — / N Ten B EN) do (M),
T
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Pour tout entier naturel k£ non nul, on note wy, la fonction de L?(T, o) définie par

ey
AR

En utilisant la formule de Parseval dans (#, (-,-)), on voit que

—+o00 —+o00 TSt 2
202 e, |2 = Z n (ks E(N)) o
2k:1 I exl pt /11‘)\ orV2 BQ)do(y)

2

:g i:f ( / Anwk<x><ep,E<A>>da<A>)ep

= >
p)E(N*)2

(k

2

/1r>\an()\)<€p’E()\)> do(\)

Or, d’aprés le Corollaire la suite (ch) x>y st orthonormale dans l'espace L*(T, o).
Ainsi, si on note ®,,, la fonction de L?(T, o) définie par @, ,(A) = A\"(e,, E()\)), 'inégalité
de Bessel appliquée dans 1’espace L?(T, o) montre que

“+o0
k=1

2
n 2
<[Pl o = /T N (epy EQ)[? do()

/ Wk (X))@ p(A) do(X)
T

- / (e EQV)| do(N).
T

I1 ne reste plus qu’a sommer sur les entiers naturels p non nuls (et a appliquer la formule
de Parseval dans (#, (-, -))). O

6.3.2 Estimation des moments d’ordres pairs de la mesure gaussienne m

Comme la mesure m est une mesure gaussienne, on sait que ses moments sont finis. On
en donne ici une estimation. Comme d’habitude, on suppose ici que les vecteurs propres de
T € B(H) associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un unique champ
de vecteurs propres E : T — H.

Proposition 6.3.2. Pour tout entier naturel k non nul, on a ’estimation

/H 212 dim(z) < kLB 070

Démonstration. Nous commengons par traiter le cas ot kK = 1, ce qui nous sera utile pour
le cas général. On sait d’aprés le Corollaire que la variance de la variable aléatoire
(e, ) par rapport a la mesure m (et de (e, E(-)) par rapport a la mesure o) est égale a
20,% et donc

+oo
/H ]2 dm(z) = 23" 0% = || Bl 20,00
j=1
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Soit maintenant un entier naturel £ non nul. On peut écrire que

a}%ma}: €, .e-x2mx
/Huudw Z /r (ejur )2 dim(z)

(]17 7]k

et on veut estimer les intégrales

/|<ej1,x>|2...|<ejk,x>|2dm<x>.
H

Chacune de ces intégrales peut s’écrire sous la forme

/ e )2 . [{es,, 2) % dmi(z)
H

our € {l,....k}, y,....4, € N“avec b1 +---+ 4, = ket i; < -+ < ip. D'aprés la
Proposition [3.1.5] on sait que

[ y.2) 2 dm(a) = 12

pour tout vecteur y de H et pour tout entier naturel i. Comme les variables aléatoires
(e, ) sont indépendantes (d’aprés la Proposition |3.1.3), on a

[ el )P dimfa) ( [ e ame)

H E|2ét 2&
=1
k _2¢0 20,
= (H@t!>2 oo,
t=1

ot la derniére égalité provient du fait que ¢; + - -- + ¢, = k. En utilisant 'ingalité ! j! <
(i 4+ j)! (valable pour tous entiers naturels 7, j), on en déduit que

/H\(eil,xﬂyl...\(eir,x>|2&dm(:ﬁ)§k!2kai2f1... o2

D’aprés le début de la preuve, il vient

+oo k
Auxu%dmmsmff > ai---o?k=k!<220?> = KU EI|ZS .00
j=1

(J15-k) E(N*)F

ce qui démontre la Proposition [6.3.2] O

En utilisant ’estimation des moments de la mesure gaussienne m de la Proposition
on peut montrer que si f est un élément de L% (H,B,m) (dont le chaos de Wie-
ner s’écrit f = Y-, fx et ou chaque fonction f, s’écrit comme dans (B.5))) tel que les
applications By, définissent des formes multilinéaires bornées, alors la série

Z |0‘£f)zk ‘2‘71‘21 . -UiQk,l (6.9)

(150 yig ) E(Z*)E
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est convergente pour tout entier naturel £ non nul. C’est en particulier le cas si f est une
fonction infiniment différentiable sur A (voir le début du chapitre [5)) vérifiant la condition
(5.2)), c’est-a-dire telle que I'intégrale

[ 19 @) dm)
H
est convergente pour tout entier naturel k.

Remarque 6.3.3. On sait d’aprés la Proposition que si f € LE(H,B,m), alors la
série
(k) |2 2 2 2
Z ‘az‘l,---,ik’ Tiy + -+ Tig_1 Ty
(i1,ensi ) E(ZF )P

est convergente (ceci est la traduction du fait que fx € L(H,B,m)). Avec une hypothése
de bornitude sur les formes multilinéaires By, associées aux composantes f; de la fonction
f, on peut montrer que la série converge aussi.

Proposition 6.3.4. Soit f € L&(H,B,m) ou chaque fonction fy, s’écrit comme dans (5.5)
et telle que chaque application By, définisse une forme k-linéaire bornée. Alors la série

(k) 2 9 2
Z ‘ailv"'vik’ Tiy -+ Oy

(1,50 ) €(Z% )R

est convergente pour tout entier naturel k non nul. Plus précisément, on a l’estimation

k 2 2(k—1
oo ol Pt ok <IBIPIENN (6.10)

T1yeenyiks i1 Tg—1 2(T,0,H)
(91,-,1% ) E(Z7) R

pour tout entier naturel k non nul.

Démonstration. Pour démontrer cette estimation, on introduit la quantité

2
Spi= > /H< 3 agf’)”_,ik:%e(eil,->...%e<eik1,->:(x)> dm(z). (6.11)

i €L” (31 5yip—1) €(Z*)k~1

Dans un premier temps, nous estimons la somme Sy (nous verrons au passage que la somme
qui apparait dans 'intégrale (6.11]) est bien définie). Nous la calculerons ensuite explicite-
ment.

> Estimation de la somme S;.
On rappelle que pour tout entier naturel j non nul et pour toute fonction ¢ de G/, la trans-
formée de Wick de g est définie par : g := g—"P;(g), ot P; désigne la projection orthogonale



106 CHAPITRE 6. VITESSE DE MELANGE

72 .
sur vect = (B [G"; 0 <i < j—1]. Comme les fonctions Re(e;,,-) ... Re(e;, ,,-) appar-
tiennent a gk_l, on a

2
Sk = Z (Idgk—l - ’Pkfl) ( Z agf’)‘“’ik 9{2<ei1, > e %e(eik_l, >>
N=7At (i1, yig_1)E(Z*)k—1 L2(H,B,m)
2
k
< Z Z az(1,)..-,ik Re(e;, ) ... Reles, )
k€L 1| (iy,... ig_1)E(Z*)E—1 L2(H,B,m)

car la norme opérateur de Idgi—1 — Pr_1 est égale a 1. On utilise maintenant le fait que
la forme k-linéaire By, est bornée. Pour tout vecteur x de H et pour tout y = (y;)iez+ €
0o(Z*,R), on a

k _
S o Relen,,2) . Refei, o)y | < Bl el Iyl (6.12)

(il,...,ik)G(Z*)k

En particulier, ceci nous dit que la forme linéaire réelle

¢y L(ZFR) —> R
y — By, (Re(ei, 2))iczs, - - ., (Reles, 2))icze, y).

est bornée (de norme inférieure ou égale a ||By, ||||z[|*~!) et la norme de ¢, est égale a

2\ 1/2

k

I|éal| = ( 3 ( 3 ) %e(eil,x)...iﬁe(eikl,m)) ) . (6.13)
iKEL* \ (i1,... ip_1)E(Z*)k—1

Ainsi, en prenant la borne supérieure sur les vecteurs y de ¢3(Z*,R) dont la norme est
inférieure ou égale a 1 dans 'inégalité (6.12)), on voit que

k—
l16all < 1Byl [|][*
et donc, d’apres (6.13)),
2
k fe—
> ( > e %e<ei1,x>..w<eikl,x>> < 1187, 12 llal 2.
1, EL* (21 5eees ik_l)E(Z*)k71
Par conséquent,

2
/ [ Z < Z al(f?ﬂk i)f{e<ei17x> o 'me<eik17x>> ] dm(x)
H

WWELT N\ (i1, i —1)E(Z*)R1

< 1By, 1 /H 2] 25D dim(a),
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c’est-a-dire

>

i EL*

2

k
Z az(l,)...,ik 9{2<2i1, > o 'iRe(eik—l’ >
k—1)€

(I (z*)k—1 L2(H,B,m)

< 1By, 12 /H 2] 25D dm(z).

D’aprés le début de la preuve, on a
_ 2(k—1
St < 1By, |° /H 2l PV dim(a) < (k= DB P IE S, (614)

ol la derniére inégalité provient de la Proposition Remarquons que cette premiére
étape de la preuve nous a permis de voir que la somme qui apparait dans l'intégrale
est convergente m-presque siirement, ce qui assure l'existence de Si. La deuxiéme partie
de la preuve consiste & calculer explicitement la somme S.

> Calcul de la somme Sj,.
On commence par développer la somme Si. On a

_ (k) (k)
Sk = Z Z Qi esin—1yik Yt db—1,ik

WEL™ (i1, ip—1)E(Z%)F 1
(J1semrdu—1)E(ZF)F1

X /H tRe(eiy, ) ... Re(es, 4, -) : () : Relejy, ) ... Relej,_,, )« (z)dm(x). (6.15)
D’aprés la Proposition m (appliquée pour n = 0), U'intégrale (6.15) est égale a
0321 e 032';@,1 Z Re(ei, ej7(1)> - Refe, ejT<k71)>'
TEGKL_1

Or on sait que pour tous entiers relatifs non nuls i et j, fRe(e;, ¢;) est non nul égal a 1

si et seulement si ¢ = j. On en déduit que Uintégrale (6.15]) est non nulle si et seulement

si il existe une permutation 7 de &y telle que iy = j;(;) pour tout £ € {1,...,k — 1},

i¢. = Jre)- En particulier, cette intégrale est non nulle si et seulement si les ensembles

d’indices {i1,...,ik—1} et {j1,...,Jk—1} coincident (avec multiplicité). Par conséquent, en

utilisant le fait que la suite (oz-k , ) est symétrique, la somme Sy se réécrit
W15yt ) (i1 i) E(Z7)F Y que, k

Sk = Z Z Z ‘az(i)...,ik,l,ik‘z

TREL" (i1,0yif—1)E(Z*)*L (f1,efi—1)E(Z)F 7L
{71ssdke—11={i1, ik -1}

X /H cRe(esy, ) .. Reles, )« ()  Relejy, ) ... Relej,_,, )« (z) dm(z).

Fixons maintenant un (k — 1)-uplet d’entiers relatifs non nuls (i1, ...,4,—1). Il existe alors
des entiers r € {1,...,k — 1}, ¢1,...,4, et p1,...,p, tels que

iy = {0l e ), 6.16
{i1 k—-1) =10 1 } (6.16)

p1 fois pr fois
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avec p1+---+p.=k—1et {1 <--- <. Dapres la Proposition 4.3.10, on voit alors que
pour ce (k — 1)-uplet (i1,...,7k_1),

/H (:Refesy, ) ... Reley, ) (ac))2 dm(z) = varp, [+ (Re(eq,, )P ... (Releq,, )P 1]

— 2py 2pr
=pl...ploy oo

r

Or, d’apreés le Lemme [A.2.6| le nombre de (k — 1)-uplets (j1,...,jrk—1) vérifiant (6.16]) est

égal (avec nos notations) a p(ff;):!- On en déduit alors que

k 2
Se=(k-Dt > o PeR P (6.17)
(i15e-yig ) E(Z*)E
et le résultat découle de (6.14]) et (6.17) en simplifiant par (k — 1)!. O

6.4 Le résultat

A Taide des estimations obtenues dans les sections précédentes, on peut démontrer le
résulat principal sur la vitesse de mélange (Théoréme . On rappelle que T est un
opérateur linéaire borné sur I'espace de Hilbert H fortement mélangeant par rapport a la
mesure gaussienne m et dont les vecteurs propres associés aux valeurs propres de module 1
sont paramétrés par un champ de vecteurs propres E qui est g-engendrant et a-hdlderien
(avec constante de Holder C'(E)). Tout d’abord, on s’intéresse a la convergence vers zéro
des corrélations pour des fonctions réguliéres appartenant a un espace : GF :.

Théoréme 6.4.1. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est fortement
meélangeant par rapport & la mesure gaussienne m sur H. On suppose que les vecteurs
propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de
vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant et a-héolderien (o o € (0,1]). Soient
fr, gr des éléments de Uespace : GF : telles que les formes k-linéaires associées By, et By,
sont bornées. Alors on a [’estimation

C(E,«)

nOé

IENTS e .30) 1B 1 1Bg |

|Zo(frr gr)| < k! L2(T.0H)

pour tout entier naturel n non nul.

Démonstration. Comme d’habitude, on écrit les fonctions fi et gx comme dans (5.5)) (avec
des coeflicients B](-f)._ j, bour la fonction gi). Comme les variables aléatoires fi et g sont
centrées, on a

k k
Zn(frs9k) = Z 0[2(1,)---7’516 53(1,)---7%
(i1,0-,0% ) E(Z*)F
1 k) E(Z7)F

(4
></  Reles,, ) Reler, ) (T7) : Reles,,) . Relese, ) : (2)dmlx).  (6.18)
H
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L’intégrale (6.18]) a été calculée dans la Proposition On en déduit que Z,(fx, gx) est
égale a

(k) (k) 2 2 Coqmy o gmy,
Z Z Qi i, 5j17--~7jk Ty -+ Oy, %e(e“,T e37(1)> T me<ezk’T eJT(M)'
TESK (i1,...,ik)E(Z*)*

Comme la suite de nombres réels (B](f) jk) (o) (24 est symétrique, il vient

Ln(frs 9x) = K! Z 11, ik 631, Jk Jl T UJQ'k me<ei17Tnej1> cee %e<e’ik’ Tnejk>

(81,08 ) E(Z*)F
(J1 i) E(Z*)F

k k n
=k > 65.1’)“% o3 .00 > 0‘51,) L Reei, Ty ) oo Re ey, Teyy )
(J15eesdk ) E(Z* ) (31,0515 ) E(Z) R

et donc |In( I, gk)‘ est inférieure ou égale a

k! Z ‘6]1, ,Jk| Jl"'0]2k

(J1,e-ndk)E(Z*)E

k mn
Z al(lv) e %6(6“,71 eJ1> me<eiva ejk> .
(P10 ) E(Z* )P

Or la forme k-linéaire By, est bornée donc {In( frs gk)‘ est inférieure ou égale a
k
<7 R SR P £ ROt [ P [ A
(J1seesi ) E(Z*)F
c’est-a-dire a
k
Bl > (180 slos oy ) (oa T el o T el o2 1T, ).
(J152Jk)E(ZF )R

On applique ensuite I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ce qui nous donne

1/2 (k—1)/2
|Zo(fr 98)| Sk!HBka< S B LS foi) (Za?\IT"ejH2>
(

1sendk) €(Z7)F JEL

1/2
()

JET*
Rappelons maintenant que ¢y = ey et e_y = iey pour tout entier naturel £ non nul. Ainsi,

||T™¢;|| = ||T™e—;|| pour tout entier j strictement négatif. On déduit du Corollaire
que

C(E,a)?
Z o [[T"e]* = 2 Z o} [T ej|* < THEHLQ (T,0,H)
JEL* JEN*
et d’aprés le Lemme [6.3.1

DT elP =2 oF [IT"el1* < IEllT2r 020
jez* jEN
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Ensuite, la Proposition [6.3.4] fournit la majoration

(k) 2 2 2 2 2(k—1)
Z( k\ﬂh,...,jk\ o2 0 < IBo P 0
(J1se-d)E(Z*)

Finalement, on conclut que

C(E,«)

nOé

BTS2 .30) 1B 1 1Bg, I

T (frr gi)| < ! L2(T,0,H)

Avec ce résultat sur la vitesse de mélange dans chaque espace : GF :, on peut démontrer
le théoréme principal sur la vitesse de mélange pour des fonctions régulieres de L2 (H, B, m).
Plus précisément, on s’intéresse a la convergence vers zéro des corrélations Z,(f, g) entre
une fonction f de ’espace X’ et une fonction g de I'espace V.

Théoréme 6.4.2. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est fortement
mélangeant par rapport & la mesure gaussienne m sur H. On suppose que les vecteurs
propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de
vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant et a-hélderien (ou o € (0,1]). Alors il
existe une constante D(E) > 0 telle que pour tous f € X et g € Y, on ail

D(E)

nOL

Z.(f,9)| <

112 Mglly

pour tout entier naturel n non nul.

Démonstration. On considére les chaos de Wiener des fonctions f € X et g € ), c’est-a-

dire f = > 0 fk €t g = > ys09e- On sait d’aprés le Corollaire que Zp,(fr,g¢) = 0
si k et £ sont des entiers naturels distincts. De plus, comme fy et go sont des fonctions
constantes, Z,,(fo, go) = 0. On en déduit que

+o00o
k=1

Comme les fonctions fi, et g, appartiennent au méme espace : G¥ :, on peut appliquer le
Théoréme Rappelons qu’on peut supposer, quitte a prendre la constante de Holder
C(E) plus petite, que ||E|[12(1,4%) < 1. L'inégalité triangulaire et le Théoréme nous
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donnent alors

+00
9)| < Z|In(fk:,gk)\
(Zk‘ B2 8 30 1By u%u)

C(E,a) 2%—1
< na(ig%k' HngH) (ZHEHLz T0,H) 1Bl

k>1

(E N 1/2
HgHy<Z 12115 1?(,%)> [1£1x-

Le résultat est alors démontré avec la constante

1/2
D(E) = (ZHEH%@%M) |
[l

Le théoréme précédent s’applique aux exemples de fonctions qu’on a trouvés dans le
chapitre [5] En particulier, on a le corollaire suivant.

Corollaire 6.4.3. Soit T € B(H) un opérateur linéaire borné sur H qui est fortement
mélangeant par rapport & la mesure gaussienne m sur H. On suppose que les vecteurs
propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont paramétrés par un champ de
vecteurs propres E : T — H qui est o-engendrant et a-hélderien (ot a € (0,1]). Alors
pour toute fonction ¢ : C — C de type exponentiel k < (2||EHL2(T707H))_1 et pour tout
polynome p en les variables Ree;, ), on a

D(E

o @e (o0 11 12),0)] < 2L jove(6 011 112)[ |, lelly

pour tout entier naturel n non nul, ot la constante D(E) est celle du Théoréme .

6.5 Cas d’une famille finie ou infinie dénombrable de champs
de T-vecteurs propres (E;);c;

Lorsque les vecteurs propres associés aux valeurs propres de module 1 de 'opérateur T
sont o-engendrants et paramétrés par une famille finie ou infinie dénombrable de champs
de vecteurs propres (F;);cr qui sont tous a-hoélderiens pour un certain a € (0, 1], la conclu-
sion du Théoréme [6.4.2] reste vraie. En effet, on a des estimations analogues a celles des
Propositions[6.2.1]et [6.3.2 et du Lemme[6.3.1] Il s’agit en fait de remplacer dans les énonceés
de ces résultats la norme ||E|[12(t 5,3) par la quantité

Z G| Eill72(1.0.1)

icl
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et la constante de Holder C'(E) par la quantité
Z Q?C(Ei)Qa
i€l

ou C(E;) désigne la constante de Holder de E;. Par exemple, dans la Proposition on
obtiendrait I’estimation

Dicr i C(B;)%)m>
0< In(” : H27 H ’ HZ) < ( <l n2a ) ZQ?HEZ'H%2(T,@H) )

el

Les mémes calculs conduisent alors au Théoréme [6.4.2] sur la vitesse de mélange dans les
espaces X et ) lorsque les vecteurs propres associés aux valeurs propres de module 1 de T’
sont (o-engendrants et) paramétrés par une famille finie ou infinie dénombrable de champs
de T-vecteurs propres (E;)c;.
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Chapitre 7

Suites de Jamison

Ce chapitre consiste a introduire les suites de Jamison (Définition et & dégager
les problémes qui feront I’objet des chapitres suivants. Nous rappelons quelques résultats
importants sur les suites de Jamison et nous expliquons les idées générales de certaines
preuves qui seront réutilisées dans la suite. L’un des objectifs sera de transposer les résultats
sur les suites de Jamison au cadre des semi-groupes d’opérateurs fortement continus (voir
chapitre[J). On réfere aux articles [29), [30], [2], [1] et [14] pour plus de détails sur les suites

de Jamison.

7.1 Introduction

Si T est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach, rappelons que son spectre

ponctuel unimodulaire désigne I’ensemble
op(T)NT = {X € T; ker(T — ) # {0} }

des valeurs propres de T' de module 1.

Dans toute la suite, on considére un espace de Banach complexe séparable X de di-
mension infinie et un opérateur linéaire borné 7' sur X. Un résultat de B. Jamison [19]
montre que le comportement de la suite (||7"||)n>0 des normes des itérés de T est lié a la
taille de son spectre ponctuel unimodulaire.

Théoréme 7.1.1. [19] Si T est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach
compleze séparable X tel que sup,,>q ||T"|| < +o0, alors l’ensemble o,(T) N'T est au plus
dénombrable.

La séparabilité est essentielle dans cette étude. En effet, si A est un ensemble non
dénombrable, alors on peut construire un opérateur diagonal unitaire sur ¢3(A) dont le
spectre ponctuel est non dénombrable.

Dans le méme esprit, on peut mentionner le résultat suivant de Nikolskii relatif au cadre
hilbertien.
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Théoréme 7.1.2. [27] Soient H un espace de Hilbert complexe séparable et T un opérateur
linéaire borné sur H. Si l’ensemble o,(T)NT est de mesure de Lebesgue strictement positive,

172

alors la série <o |[|T™ est convergente.

Dans ce contexte, on peut s’intéresser a la taille du spectre ponctuel unimodulaire d’un
opérateur qui est & puissances bornées par rapport a une suite d’entiers naturels.

Définition 7.1.3. [30] Soit X un espace de Banach complexe séparable. Soient (ny)r>o0
une suite d’entiers naturels strictement croissante et 7' € B(X) un opérateur linéaire
borné sur X. On dit que T est a puissances bornées par rapport & la suite (ng)g>o si
supysq | [T < 4o0.

Remarquons que la condition supy> ||T"*|| < 400 entraine que le spectre o(T') de T'
est contenu dans le disque unité fermé. Les opérateurs a puissances bornées par rapport a
une suite d’entiers naturels ont d’abord été étudiés par Ransford [29] puis par Ransford et
Roginskaya [30]. Ils ont montré que la condition d’étre & puissances bornées n’entrainait
pas nécessairement que le spectre ponctuel unimodulaire soit au plus dénombrable. Ceci
dépend en effet de la suite d’entiers (ng)g>0 et notamment de sa croissance et de ses
propriétés arithmétiques. Les suites (ng)r>o pour lesquelles la conclusion du Théoréme
[1.0] est vraie sont appelées suites de Jamison.

Définition 7.1.4. 2] Soit (ny)k>0 une suite d’entiers naturels strictement croissante. On
dit que (ng)g>o est une suite de Jamison si pour tout espace de Banach complexe sépa-
rable X et pour tout opérateur linéaire borné T" sur X, 'ensemble 0, (T") N T est au plus
dénombrable dés que T est & puissances bornées par rapport a la suite (ng)g>0-

Avec cette terminologie, le Théoréme[7.1.1 nous dit que la suite de terme général nj, = k
est une suite de Jamison. Plus généralement, Ransford et Roginskaya [30] ont démontré

qu’une suite d’entiers strictement croissante (ny)g>o vérifiant sup;sg (nflzl) < 400 est

une suite de Jamison. Par contre, la suite ny = 22" nen est pas une. Ils ont en effet
construit un opérateur a puissances bornées par rapport a (ng)gy>0 sur un sous-espace
séparable de ¢ (N) (muni d’une nouvelle norme dépendant de 'opérateur) et ayant un
spectre ponctuel unimodulaire non dénombrable. En fait, il a été prouvé dans [2] que si

limyg 400 nflzl = 400, alors (ng),>0 n’est pas une suite de Jamison. Pour plus d’exemples

et de contre-exemples sur les suites de Jamison, on renvoie le lecteur aux articles [2] et [I].

7.2 Caractérisation des suites de Jamison

Les suites de Jamison ont été complétement caractérisées par C. Badea et S. Grivaux
dans [1]. Remarquons qu’on peut toujours supposer que ng = 1 dans cette étude. On peut
alors associer a la suite (ny)g>0 un distance sur T définie par :

() (A, ) = sup [A™ — pi"k|
k>0

pour tous A\, u € T.
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Théoréme 7.2.1. ([I, Théoréme 2.8|) Soit (ny)r>0 une suite strictement croissante d’en-
tiers avec ng = 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la suite (ng)r>0 est une suite de Jamison ;

(2) il existe e > 0 tel que pour tout X € T\ {1}, on ait supg>q [\ — 1] > € ;

(3) pour tout sous-ensemble non dénombrable K de T, 'espace métrique (K, d,,)) n’est
pas séparable.

La condition (2) du Théoréme signifie que deux points distincts du cercle T sont
toujours e-séparés pour la distance d,, ). Cette condition permet de voir facilement si une

suite d’entiers (ng)r>0 est une suite de Jamison. Par exemple, il est facile de voir que si la

Nk+1 )
ng /k>0

suite ( est bornée, alors (ny)r>0 est une suite de Jamison ([I, Exemple 2.3]).

Le point difficile de la preuve du Théoréme est de montrer que s’il existe un sous-
ensemble non dénombrable K de T tel que I'espace métrique (K, d(,,)) est séparable, alors
(ng)k>0 n'est pas une suite de Jamison. Autrement dit, il s’agit de construire un espace de
Banach séparable et un opérateur linéaire borné 1" sur X & puissances bornées par rapport
a la suite (ng)x>0 tel que 'ensemble o, (7") NT soit non dénombrable. Dans la preuve (voir
[1, Théoréme 2.1]), C. Badea et S. Grivaux partent de l'espace de Hilbert

’ ’2 1/2
.
H—{(%‘)jzo;lﬂfl!— (Zj2i1> <+OO}

320

et ils considérent I'opérateur de décalage S sur cet espace défini par Seg = 0 et Se, =
en—1 si m > 1 (ou (en)n>0 désigne la base canonique usuelle de H). Pour tout A € T,
ex = (A, A%, 03, ...) est un vecteur propre de S associé & la valeur propre A. Si on renorme

), &

on montre facilement que l'opérateur S est & puissances bornées par rapport a la suite

I’espace H avec la norme

H(S"’“é — DNz

— —(J+1)
X T )
||| [|[[, sup 2 sup
=0 =0

ko,....k;

(ni)k>0 sur U'espace Hy := {z € H ; ||z]|« < 400}. Ils montrent ensuite que I'espace
HE = vect [e,\; A€ K]

est séparable en utilisant la séparabilité de I’espace métrique (K, d(y,))-

Dans la construction précédente, I’espace de départ H est un espace de Hilbert mais le
nouvel espace (HX,||-||s) n’a plus de structure hilbertienne. Les auteurs se sont naturel-
lement posés la question suivante.

Question 7.2.2. [2] Lorsque (ny)r>0 n’est pas une suite de Jamison, existe-t-il un opé-
rateur linéaire borné T sur un espace de Hilbert séparable H & puissances bornées par
rapport a cette suite et tel que o,(7") N'T soit non dénombrable ?
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On trouve une réponse partielle a cette question dans [2].

Théoréme 7.2.3. (|2, Théoréme 3.1|) Soit (ny)r>0 une suite strictement croissante d’en-

tiers naturels non nuls telle que la série

e

n
>0 \Tk+1

soit convergente. Alors il existe un opérateur linéaire borné T sur un espace de Hilbert
séparable H & puissances bornées par rapport a la suite (ng)r>o et tel que op(T) N'T soit
non dénombrable.

La réponse a la Question a été donnée par T. Eisner et S. Grivaux dans [14]. Les
suites (ng)r>0 d’entiers naturels pour lesquelles on peut faire la construction sur un espace
de Hilbert séparable sont appelées les suites Jamison hilbertiennes (Définition . On
présente dans la prochaine section le résultat (relatif aux suites Jamison hilbertiennes)
ainsi que les grandes lignes de la preuve, ce qui nous servira pour démontrer le résultat

principal du chapitre |8 (Théoréme [8.3.1)).

7.3 Suites Jamison hilbertiennes

Les suites Jamison hilbertiennes sont celles qui font 'objet de la Question [7.2.2]

Définition 7.3.1. Une suite d’entiers naturels strictement croissante (nj)r>o est dite
Jamison hilbertienne si pour tout espace de Hilbert complexe séparable H et pour tout
opérateur linéaire borné 7" sur H qui est & puissances bornées par rapport a la suite (ng) >0,
I'ensemble 0,(T) N T est au plus dénombrable.

Il est clair que toute suite de Jamison est une suite Jamison hilbertienne. En 2011, T.
Eisner et S. Grivaux ont démontré dans [14] que la réciproque est vraie. Rappelons que si T'
est un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert séparable H et si o est une mesure
de probabilité sur T (pas nécessairement la mesure de Lebesgue normalisée), alors on dit
que les vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de module 1 sont o-engendrants
si pour tout sous-ensemble o-mesurable A de T tel que o(A) = 1, les sous-espaces propres
ker(T'— A) (A € A) engendrent un sous-espace dense de H. On dira aussi que les vecteurs
propres de T' associés aux valeurs propres de module 1 sont parfaitement engendrants s’il
existe une mesure de probabilité continue o sur T pour laquelle ces vecteurs propres sont
o-engendrants.

Théoréme 7.3.2. (|14, Théoréme 2.1]) Soit (ng)r>0 une suite d’entiers naturels stricte-
ment croissante (avec ng = 1) telle que pour tout € > 0, il existe A € T \ {1} tel que

sup [A"F — 1] <.
k>0
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Soit 6 > 0. Il existe un opérateur linéaire borné T sur l'espace de Hilbert {o(N) tel que
les vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de module 1 soient parfaitement
engendrants et tel que

sup [|T"*|| <14 0.

k>0

En particulier, le spectre ponctuel unimodulaire de T est non dénombrable.

On montrera dans le chapitre 8] que ce résultat reste vrai si on remplace I'espace ¢5(N)
par un espace de Banach séparable admettant une décomposition de Schauder incondition-
nelle (Définition . Dans cette optique, on va maintenant présenter les idées générales
de la preuve du Théoréme (voir [14] pour plus de détails). On commence par présenter
la construction de 'opérateur T

7.3.1 Construction de 'opérateur T’

On se place sur l'espace de Hilbert ¢2(N) (noté H) ou la base canonique est notée
(én)n>1. L'opérateur T' € B(H) est défini comme la somme d’un opérateur diagonal unitaire
D et d’'un opérateur de décalage pondéré B dont la construction dépend de deux suites
(An)n>1 et (wn)n>1 qui sont choisies dans la preuve de sorte que les conditions du Théoréme
soient satisfaites. On introduit pour cela une fonction j : N\ {0,1} — N* vérifiant
les conditions suivantes :

(i) pour tout n > 2, j(n) < n;
(ii) pour tout k > 1, 'ensemble {n > 2; j(n) = k} est infini (autrement dit, la
fonction j prend toutes les valeurs entiéres non nulles une infinité de fois).

On définit maintenant les opérateurs D et B.

> Définition de ’opérateur D.

On consideére 'opérateur diagonal (unitaire) sur H défini par De,, = A\, e, pour tout entier
n > 1, out (Ap)n>1 est une suite de nombres complexes de module 1 deux a deux distincts
(& choisir dans la preuve). Alors, D est un opérateur linéaire borné sur H et pour tout
entier naturel n, 'opérateur D" est de norme 1.

> Définition de 1’opérateur B.
On définit I'opérateur de décalage pondéré B par Be; = 0 et pour tout entier n > 2
Be,, = a,_1e,_1, ol les poids «;, sont définis par

a1 = w1|)\2 — )‘j(2)| (72)

et pour tout n > 2,

[Ant1 = Ajma|

Q= Wy, 7.3
’)‘n - )\j(n)‘ ( )

Remarquons que les poids «, sont bien définis. En effet, comme j(n) < n, les nombres
complexes A, et Aj,) sont distincts. Sous réserve que l'opérateur B soit borné sur H, on
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peut écrire que pour tout vecteur x = ), <, xre, de H,

Bz = g Qg Tht1€k-
k>1

On définit enfin 'opérateur T'= D + B. La premieére étape de la preuve consiste a trouver
des conditions pour que T soit un opérateur borné sur H.

7.3.2 L’opérateur 7T est borné sur H

On explique briévement la construction des poids A, qui rend l'opérateur T" borné
sur H. Comme D est borné sur H, il suffit de trouver une condition pour que B soit un
opérateur borné. Si y > 0 est fixé, alors ||B|| < 7y si ay, < 7y pour tout entier naturel n non
nul, c¢’est-a-dire

An = Ajn)

wid2 = Aoyl v et wp <~  pour tout n > 3. (7.4)

An=1 = Aj(n-1)
On se donne une suite arbitraire de poids strictement positifs (wy),>1 et on construit une
suite de nombres complexes de module 1 deux & deux distincts (A, )n>1 de sorte que les
conditions soient vérifiées. La construction est la suivante :

e on commence par choisir un nombre complexe A\; € T arbitraire (par exemple A\; = 1);

e on a j(2) =1 (voir condition (¢) sur la fonction j). On choisit Ag € T tel que

A2 — M| < ua
w1

avec Ao # A1 ;
e ensuite, j(3) € {1,2}. On choisit A3 € T « proche » de \j(3) de sorte que

v
As — A | < L e — A
A3 = Aja)| < o -1he = Aol

avec \3 & {1, \2};

e a l'étape n > 2 :si Ay,..., A\p—1 ont été construits, on choisit A, € T « proche » de Aj,,
(on a j(n) € {1,...,n— 1} d’aprés la condition () sur la fonction j) de sorte que
‘)‘n - )‘](n)’ < g ‘)‘n—l - Aj(nfl)‘
Wn—1

avec A & {A\1,..., A\n—1}.

La suite de la preuve consiste a choisir convenablement les suites (Ap)p>1 et (wp)n>1
de sorte que le spectre ponctuel unimodulaire de T' soit non dénombrable et de sorte que
T soit & puissances bornées par rapport a la suite (ng)g>o.
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7.3.3 Rendre 0,(7) N T non dénombrable

Tout d’abord, on calcule les vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de
module 1. Si . =), xxei est un vecteur de H et A € T, alors un simple calcul montre
que I’équation algébrique T'x = \x est vraie si et seulement si

A=Xk—1) ... (A=Xp)

T = T pour tout k > 2.
qpp—1...001

Si on note u(™ le vecteur de H défini par

13 On = M) n = A)
k=1

K1 ...01

alors on voit que ker(T" — \,) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur u(™ :
ker(T' — \,) = vect [u(”)]. Le résultat suivant donne alors une condition suffisante pour que
op(T) N'T soit non dénombrable.

Lemme 7.3.3. ([14, Théoréme 2.3|) Soient X un espace de Banach complexe séparable de
dimension infinie et T un opérateur linéaire borné sur X . On suppose qu’il existe une suite
(u(”))nzl de vecteurs de X telle que :

(a) pour tout n > 1, u™ est un vecteur propre de T associé a une valeur propre A, de
module 1 ot les Ay sont deux a deux distinctes ;

(b) vect [u(”) ;n > 1] est dense dans X ;

(c) pour tout n > 1 et pour tout € > 0, il existe un entier m # n tel que

Jut™ — u®]| < e,

Alors les vecteurs propres de T' sont parfaitement engendrants. En particulier, op(T) N'T
est non dénombrable.

On peut voir facilement que les conditions (a) et (b) sur la suite (u(™),>; du Lemme
sont satisfaites. La condition (c) est une conséquence du résultat suivant et du fait
que la fonction j visite chaque entier naturel non nul fixé infiniement souvent (condition
(i) sur la fonction j).

Lemme 7.3.4. ([14, Lemme 2.4|) En choisissant convenablement les coefficients wy, et Ay,
on a pour tout entier n > 2,

[Ju — WG| < 27,

Moralement, I'idée de cette preuve consiste a prendre w,_; « grand » & la n®™¢ étape
puis A, « proche » de Aj(,). On explique maintenant 'idée de la preuve du fait que 7' soit
a puissances bornées par rapport a la suite (ng)r>0.
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7.3.4 Rendre 7' a puissances bornées par rapport a la suite (ng)i>o

La réelle difficulté de la preuve du Théoréme est de trouver des conditions sur les
An de sorte que T soit & puissances bornées par rapport a la suite (ng)g>o. L'idée est de
montrer que ||T™ — D" || < §. On introduit quelques notations qui seront réutilisées dans
le chapitre [8| Pour tous les entiers k,£ > 1 et n > 1, soit

tg?g) = (ex, T"ey)

le coefficient situé sur la k°™¢ rangée et £°™¢ colonne dans la représentation matricielle
de T™. On note d’abord que si k& > /¢, alors t,(;’le) = 0 (tous les coefficients en dessous de
la diagonale principale sont nuls dans la représentation matricielle de 7). De méme, si
£ —Fk > n, alors t](:g = 0 (les coefficients qui ne se trouvent pas sur les n premiéres sur-

diagonales de la matrice de T™ sont nuls). De plus, il est clair que t,gnlz = A} pour tout

entier £ > 1. Enfin, les coefficients téng) pour 1 < ¢ — k <n se calculent par récurrence.

Lemme 7.3.5. (|14, Lemme 2.6]) Pour tous les entiers naturels k et £ tels que 1 < {—k <
n, on a
t,(:g = 0yp_10yp_9...0 Z )\ﬁ . )\%Z.

Jrttie=n—(l—k)

Ces quantités interviennent naturellement dans l'estimation des normes ||T"» — D"»||.
En effet, si z =) ,-, 2¢eq, alors

/—1
AR W DTN B DRTAVED o (N ol

>1 k>1 >1 £>2 k=max(1,0—nyp)

et donc, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/—1
[Eaca P N N 7 2 (7.5)

£>2 k=max(1,0—nyp)
Le but est donc d’estimer, pour tout £ > 2 et pour tout p > 1, la quantité

{—1

S (7.6)

k=max(1,0—ny;)

Pour tous les entiers naturels k,¢,n > 1 tels que 1 < ¢ — k < n, on note s,(cne) la quantité

si) = 3 AN (7.7)
Jktetje=n—(¢—k)

de sorte que d’aprés le Lemme

(n) (n) A= Ao (n)
t, ) =Qp_1...Q 8, ) =Wp_1...Wk Sy -
k., k.l |/\k . )\](k)‘ k0

On mentionne le résultat technique suivant qui est le coeur de la preuve du Théoréme[7.3:2]
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Lemme 7.3.6. [14] En choisissant les Ay, suffisamment proches des Aj(n)s On a pour tout
entier p > 0 et pour tout £ > 2,

-1 2
Ao — A
Z w%fl s wl% ’|/\ )\](g) “2 }sl(cnfp) ‘2 < 622_5'
k=max(1,—ny) k 7 (k)
En utilisant I'estimation (7.5 et le Lemme on trouve que ||T"» — D" || < § pour
tout entier naturel p, ce qui montre que T' est & puissances bornées par rapport a (ng) k>0
avec l'estimation sup,~q |[T77[| <1+ 4.

Remarque 7.3.7. En recopiant la preuve du Lemme (voir [14]), on peut montrer de
la méme maniére que, si p est un nombre réel supérieur ou égal & 1, on a en choisissant les
An suffisamment proches des A, :

-1
A — Ao [P
Z wy_ .. wh % S,gng) ‘p <527t
k=max(1,0—ng) |>\k N )\j(k)‘ 7

pour tous les entiers ¢ > 0 et £ > 2. Cette estimation nous sera utile pour démontrer notre
résultat sur les espaces Jamison universels (Théoréme (8.3.1)).

Dans le chapitre suivant, on généralise 1'étude de la Question [7.2.2]

Question 7.3.8. Si (ng)r>0 n'est pas une suite de Jamison, sur quels espaces de Ba-
nach complexes séparables X peut-on construire un opérateur 7" a puissances bornées par
rapport a cette suite et ayant un spectre ponctuel unimodulaire non dénombrable ?

Lorsque (ng)g>0 n'est pas une suite de Jamison, les espaces de Banach complexes
séparables sur lesquels ont peut construire un opérateur linéaire borné & puissances bornées
par rapport a (ny)x>0 avec un spectre ponctuel unimodulaire non dénombrable sont appelés
espaces Jamison universels (Déﬁnition. Dans le Chapitre on étudie ces espaces et on
trouve une large classe d’espaces de Banach séparables qui ont cette propriété (Théoréme
. Dans le chapitre @ on s’intéresse aux suites de Jamison pour les semi-groupes
fortement continus, appelées suites R-Jamison (Définition . On donne un analogue
du Théoréme qui caractérise les suites R;-Jamison (Théoréme . On étudie aussi

les espaces Jamison universels pour les semi-groupes.

7.4 Dimension de Hausdorff de 0,(7)NT

Il est aussi naturel de s’intéresser a la taille du spectre ponctuel unimodulaire au sens
de la dimension de Hausdorff. En effet, Ransford et Roginskaya [30] ont montré que si T’
est un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach séparable & puissances bornées
par rapport & une suite d’entiers naturels strictement croissante, alors le spectre ponctuel
unimodulaire est de mesure de Lebesgue nulle ([30, Théoréme 1.1]). De plus, ils ont montré
que le fait qu’un opérateur soit & puissances bornées imposait certaines restrictions sur la
dimension de Hausdorff de son spectre ponctuel unimodulaire.
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Théoréme 7.4.1. (|30, Théoréme 1.3]) Soient X un espace de Banach complexe séparable
et T un opérateur linéaire borné sur X a puissances bornées par rapport a une suite d’entiers
naturels strictement croissante (ny)i>o telle que

.. n ..
P :=liminf L > 1 et Q = liminf n,i,/k < +00.
k—+oco0 Ng k——+o00

Alors Uensemble o,(T) N'T est de dimension de Hausdorff inférieure ou égale a 1 —
(log P/log Q).

Ce résultat a été complété dans [I] ou I'on dispose d’un critére pour qu’un opérateur
& puissances bornées par rapport a une suite d’entiers naturels strictement croissante ait
un « large » spectre ponctuel unimodulaire. L’idée de la preuve du résultat ci-dessous est
essentiellement la méme que celle de [I, Théoréme 2.8].

Théoréme 7.4.2. ([T, Corollaire 3.3]) Soit (ng)r>0 une suite strictement croissante d’en-
tiers naturels (avec ng = 1). Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe un espace de Banach complexe séparable X et un opérateur linéaire borné T sur
X a puissances bornées par rapport a la suite (ng)g>o tel que 0,(T) N'T soit de dimension
de Hausdorff égale a1 ;

(2) il existe un sous-ensemble K de T de dimension de Hausdorff égale a 1 tel que l’espace
métrique (K, d(y,)) soit séparable.

Le Théoréme [7.4.2] a pour conséquence le résultat suivant qui donne un critére portant
sur la croissance de la suite (ny)r>0 pour qu’il existe un opérateur admettant un spectre
ponctuel unimodulaire de dimension de Hausdorff maximale égale a 1.

Théoréme 7.4.3. ([I, Théoréme 3.4|) Soit (ng)r>0 une suite strictement croissante d’en-
n

.
rable X et un opérateur linéaire borné T sur X a puissances bornées par rapport a la suite

tiers (avec ng = 1) telle que — +o00. Il existe un espace de Banach complexe sépa-

(nk)k>0 tel que 0, (T) N'T soit de dimension de Hausdorff égale a 1.

On renvoie a [I] pour plus de détails sur la construction du sous-ensemble K de T de

dimension de Hausdorff égale a 1 pour lequel 'espace métrique (K, d(nk)) est séparable

nk+1)
ng / k>0

analogue dans le cadre des semi-groupes fortement continus (Corollaire [9.4.3)).

lorsque la suite ( tend vers +o00. Dans le chapitre |9, on démontrera un résultat



Chapitre 8

Espaces Jamison universels

L’objet de ce chapitre est d’étudier les espaces de Banach complexes séparables X qui
ont la propriété suivante : dés que (ny)r>o est une suite d’entiers naturels strictement
croissante qui n’est pas une suite de Jamison, alors il existe un opérateur linéaire borné sur
I'espace X qui est borné par rapport a la suite (ny)x>0 et dont le spectre ponctuel unimodu-
laire est non dénombrable (voir Question. On donnera notamment une généralisation
du Théoréme en montrant que tout espace de Banach complexe séparable qui posséde
une décomposition de Schauder inconditionnelle (Déﬁnition est un espace qui vérifie
cette propriété.

8.1 Définitions et exemples

On commence par définir la notion de suite de Jamison par rapport a un espace de
Banach séparable fizé.

Définition 8.1.1. Soit X un espace de Banach complexe séparable. Une suite d’entiers
naturels strictement croissante (ng),>o est dite X-Jamison si pour tout opérateur linéaire
borné T sur X & puissances bornées par rapport a la suite (ny)r>0, 'ensemble o,(T) N T
est au plus dénombrable.

On définit maintenant la notion principale de ce chapitre qui fait référence a la Question

3.8

Définition 8.1.2. Un espace de Banach complexe séparable X est un espace Jamison
universel si toute suite X-Jamison est une suite de Jamison.

Autrement dit, un espace de Banach complexe séparable X est un espace Jamison uni-
versel si & chaque fois que (ny)r>0 n’est pas une suite de Jamison, il existe un opérateur
linéaire borné sur X & puissances bornées par rapport a cette suite dont le spectre ponc-
tuel unimodulaire est non dénombrable. Le chapitre précédent permet de donner quelques

exemples d’espaces Jamison universels.
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Exemple 8.1.3. D’aprés le Théoréme les espaces de Hilbert complexes séparables
sont des espaces Jamison universels. Plus généralement, en combinant la preuve du Théo-
réme et la Remarque on voit facilement que pour tout p € [1,+o0], 'espace

£,(N) est un espace Jamison universel.

Le but est de généraliser le résultat en montrant que tout espace de Banach complexe
séparable admettant une décomposition de Schauder inconditionnelle est un espace Jamison
universel.

8.2 Espaces de Banach admettant une décomposition de Schau-
der inconditionnelle

On introduit ici une large classe d’espaces de Banach séparables qui feront 'objet du
résultat principal (Théoréme [8.3.1)).

Définition 8.2.1. Un espace de Banach complexe séparable X de dimension infinie admet
une décomposition de Schauder inconditionnelle s’il existe une suite infinie dénombrable
(X¢)e>1 de sous-espaces fermés non nuls de X telle que tout vecteur x de X s’écrive de
maniére unique sous la forme d’une série inconditionnellement convergente :

T = Z Tp, o xy € X, pour tout entier naturel £ non nul.
>1

On peut donner quelques exemples d’espaces de Banach admettant une décomposi-
tion de Schauder inconditionnelle. Tout d’abord, la notion de décomposition de Schauder
inconditionnelle généralise celle de base inconditionnelle.

Exemple 8.2.2. Un espace de Banach qui a une base inconditionnelle admet une décom-
position de Schauder inconditionnelle.

On rappelle ici que l'espace de fonctions continues C([0,1]) est universel au sens ou
C([0,1]) contient une copie de tout espace de Banach séparable.

Exemple 8.2.3. Un espace de Banach séparable X contenant une copie complémentée
d’un espace admettant une décomposition de Schauder inconditionnelle a une décomposi-
tion de Schauder inconditionnelle. En particulier, si X contient une copie de cy(N), alors
X admet une décomposition de Schauder inconditionnelle. Par exemple, I'espace C(]0, 1])
des fonctions continues sur [0, 1] admet une décomposition de Schauder inconditionnelle.

Démonstration. Le fait que X admette une décomposition de Schauder inconditionnelle
découle directement de la Définition Ensuite, si X contient une copie de ¢p(N), un
résultat de Sobczyk nous dit que cette copie est complémentée dans X. Enfin, comme
I'espace C([0,1]) est universel, il contient une copie de ¢o(N). O
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Supposons que 'espace de Banach X admette une décomposition de Schauder incondi-
tionnelle que 'on note (Xy)¢>1. Soit (I)x>1 une partition de N*, ot les ensembles I}, sont
finis ou infinis. Pour tout entier naturel k£, on note

Ys :zvect< U Xg).

Lely,

Alors, (Yy)r>1 est aussi une décomposition de Schauder inconditionnelle de X. Par consé-
quent, on peut supposer dans la suite que chaque espace Xy est de dimension infinie, ce qui
nous permettra de définir sans confusion un opérateur de décalage sur un espace admettant
une telle décomposition.

Pour pouvoir définir des opérateurs de décalage sur un espace de Banach séparable
admettant une décomposition de Schauder inconditionnelle, on a besoin d’introduire la
notion de systéme biorthogonal. On note 0; ; le symbole de Kronecker (c’est-a-dire d; j = 1
sii=jetd;; =0 sinon).

Définition 8.2.4. (|25 Définition 1.f.1.]) Soit Z un espace de Banach complexe séparable
de dimension infinie et pour tout entier naturel ¢ non nul, soient z; et z; des éléments
de Z et Z* respectivement. On dit que la double suite ((2;)i>1,(2})i>1) est un systéme
biorthogonal de Z si pour tous les entiers i,j > 1, on a (2}, z;) = J; ;.

Le résultat fondamental suivant assure ’existence d’un tel systéme dans un espace de
Banach complexe séparable de dimension infinie quelconque.

Théoréme 8.2.5. (|25, Théoréme 1.£.4]) Soit Z un espace de Banach compleze séparable
de dimension infinie. Il existe un systéme biorthogonal ((zi)izl, (z;‘)izl) dans Z (ot z; € Z
et zf € Z*) tel que :

(1) supysy llall 21| < +00 ;

(2) vect|z;; © > 1] est un sous-espace dense de Z ;

(3) pour tout vecteur z de Z, si (z},z) = 0 pour tout entier naturel i non nul, alors z = 0.

Pour plus d’informations sur les systémes biorthogonaux, on renvoie le lecteur au livre

23].

8.3 Le résultat

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de ce chapitre qui donne un
élément de réponse a la Question [7.3.8]

Théoréme 8.3.1. Soit X un espace de Banach complexe séparable admettant une décom-
position de Schauder inconditionnelle. Alors X est un espace Jamison universel.
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Démonstration. On se donne une suite (ny)g>o d’entiers naturels non nuls strictement
croissante (avec ng = 1) qui n’est pas une suite de Jamison. L’objectif est de construire un
opérateur linéaire borné 7" sur X a puissances bornées par rapport a la suite (ny)r>o dont
le spectre ponctuel unimodulaire est non dénombrable. On va se ramener a la preuve de [14]
Théoréme 2.1] en utilisant le fait que I'espace X admet une décomposition de Schauder
inconditionnelle. On sait qu’il existe une suite (X;)¢>1 de sous-espaces fermés de X de
dimension infinie telle que pour tout vecteur z de X, il existe une unique suite de vecteurs
(x¢)¢>1 (ot z¢ appartient & X, pour tout entier naturel £ non nul) telle que x = ) ,~ @y,
ol la série converge inconditionnellement. En particulier, on a la décomposition -

X=X,

>1

D’aprés le Théoréme [8.2.5] on peut considérer dans chaque espace X, un systéme biortho-
gonal ((i¢)i>1, (2] ,)i>1) tel que

||#5,]| = 1 pour tout i > 1 et My := sup ||z} || < +oo. (8.1)
i>1

Remarquons que pour tout entier naturel ¢ non nul, M, > 1 (puisque <$;Z,in’g> =1et
||z;e]] = 1). On commence par définir 'opérateur 7' et on montre qu'il est borné sur X.
On étudiera ensuite les vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de module 1
puis on estimera les normes ||T™ — D"»||.

> Définition de ’opérateur 7.

Comme dans la preuve de [14, Théoréme 2.1|, T' va étre la somme d’un opérateur de
multiplication et d’un opérateur de décalage pondéré. On considére une suite (Ap)n>1 de
nombres complexes deux a deux distincts de module 1 (que I'on choisira dans la suite). On
peut définir Popérateur de multiplication D : X — X associé a la suite (A,)p>1 par

p(Sar) = Tooen
£>1 >1
pour tout vecteur x = >, x¢ de X. Comme la décomposition X = &, X, est incon-

ditionnelle, D est bien défini et est a puissances bornées.

On veut maintenant définir un opérateur de décalage sur X a l’aide du systéme bior-
thogonal ((z¢)i>1, (37214)@'21)- Comme

X = Xg@vect< UXp>,
p#£L

on peut étendre la forme linéaire z7, a X en posant z;, = 0 sur Vec‘c(Up;ﬁZ Xp). On
considére encore une double suite ((wj¢)i>1)¢>1 de nombres réels strictement positifs (a
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choisir dans la preuve) et on définit opérateur B : X — X en posant (sous réserve de

convergence),
Bzr = Z Z<xz£a$>ai,€—1$i,€—l pour tout vecteur z de X,
>2 i>1
ol, par analogie avec et ([7.3)),
;1 = w;1|Aa — Aj2)  pour tout i > 1 (8.2)
et

[Aer1 = Ajes)l

BYE N pour tous ¢ >1et £ > 2 (8.3)
£ Aj(0)

Qi = Wiy

ol les nombres réels w;, > 0 vont étre choisis dans la suite. Ici, la fonction j est définie
de la méme maniére que dans la preuve de [14, Théoréme 2.1|. Autrement dit, la fonction
J : N\ {0,1} — N* vérifie les conditions suivantes :

(1) pour tout n > 2, j(n) < n;

(73) pour tout k > 1, 'ensemble {n > 2; j(n) = k} est infini.

On commence par choisir les poids «; ¢ pour que B définisse un opérateur borné sur X.

> L’opérateur T est borné.
On spécifie ici les poids w; ¢. On pose, pour tous i,/ > 1,

(8.4)

_ W
Wi = 2ng+1 ’
ot les coefficients wy sont des nombres réels strictement positifs (& choisir dans la preuve).
Comme D est borné, il suffit de montrer que 'opérateur B est borné sur X. Pour cela, on
donne une condition sur les nombres complexes Ay pour que B soit un opérateur nucléaire,
c’est-a-dire pour que la série

N = Z Z i o—1 ||zi0—1]| ||95Z£||
0>2 i>1

soit convergente D’aprés nos conditions ) et . ) et les définitions de nos poids (|8
et (8.3]), on voit que

N =" aiellz}enll

>1 i>1
“+oo

Aer1 = N4l
SU]l’AQ— ‘+Z ’;Z ;"1) .

On voit alors que si (wy)¢>1 est une suite arbitraire de nombres réels strictement positifs,
on peut choisir A; suffisamment proche de A;y) pour chaque entier naturel £ pour que la
série

3 [Aer1 = Al

= M=l
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soit convergente. Par exemple, a I’étape £, on peut choisir Ay € T tel que

[Ae—1 = Aj—1)]
M — Xipy] <
Ae= Al = =0~
avec Ag ¢ {A1,...,Ar—1}. L'opérateur B est alors un opérateur nucléaire et donc en parti-

culier un opérateur borné.

> Le spectre ponctuel unimodulaire de 7" est non dénombrable.
Considérons le sous-espace fermé

X = M[xw; £> 1]

de X. On sait que Bx11 = 0 et Bxyy = g ¢—121¢-1 pour tout £ > 1, ce qui prouve que
I’espace X7 est T-invariant. On peut donc considérer la restriction de I'opérateur T' & cet
espace :

T1:X1—>X1
r+— Tix :=T.

On remarque aussi que comme la décomposition X = @,~; X/ est inconditionnelle, la suite
(21,0)e>1 est une base inconditionnelle de I'espace X1.Siz= Y ¢>1 Ce1 e est un vecteur de
X; et si A € T, on voit que Tiz = Az si et seulement si

A =Ag—1) - (A= A1)

= a pour tout k > 2.
Q1 k—1...01,1

(n)

Ainsi, si on note u; * le vecteur de X; défini par

An — N An — A1
ul™ —:B11+Z 041z11 (11 )xu,

alors on voit que ker(7; — \,) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur ugn) :
ker(Th — \p,) = vect [ugn)] Le fait de choisir Ay « suffisamment proche » de A, pour tout
entier £ > 2 permet d’appliquer le Lemme En réécrivant la preuve de [14, Proposition
2.5], on trouve que les vecteurs propres de T associés aux valeurs propres de module 1
sont parfaitement engendrants et donc, en particulier, I'ensemble o, (77)NT est non dénom-
brable. Comme o,(T1) N'T C 0,(T) N'T, le spectre ponctuel unimodulaire de 'opérateur T
est non dénombrable également.

> Estimation des normes ||777||.
On utilise les mémes idées que dans la preuve du Théoréme En l'occurrence, on veut
estimer les normes ||T™ — D"||. Pour tous les entiers naturels non nuls k, £, et n, on pose

tey) = (27, T"zi0).
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On remarque que (comme pour les coefficients t,(gng du chapitre , t,(j’gn) =0dés quek >/

ou f—k > n. De plus, t,(f’,?) = A7. Ensuite, le Lemme|7.3.5|nous donne I'expression de t,(j’gn)

lorsque 1 < /¢ —k < n.

Lemme 8.3.2. Pour tous les entiers k,£,i,n > 1 tels que 1 < {—k <n, on a

N , .
tl(ak )= QG106 -2 ... Q4 k Z )\if .. )\%3.
Jk+Fje=n—({—k)

Démonstration. Ceci vient du fait que pour ¢ > 1 fixé, opérateur B; défini sur I'espace
Y, = M[@-,g; £ > 1] par Bix; ¢ = By = a; 12501 si £ > 2 et Byx;1 = 0 est un
opérateur de décalage pondéré comme dans la preuve du Théoréme [7.3.2] En fait, comme
X = P>, X¢ est une décomposition de Schauder inconditionnelle, la suite (x;¢)r>1 est
une base inconditionnelle de Y; et donc tout vecteur z de Y; s'écrit (de maniére unique)

sous la forme x = 2421@;5, x)x; . Par conséquent,

Bix = E (T30, Ty 017501
>2

Ainsi, en fixant 'indice i, on peut appliquer le Lemme[7.3.5] ce qui nous donne I’expression

des coeflicients tg’zn) . O

On en vient maintenant a 'estimation des quantités ||7"» — D™||. Dans chaque espace Xy,

on considere le sous-espace X; engendré par les vecteurs Tip (12>1):
Xg = vect[:z:i’g; 7> 1].

Comme Xg contient les vecteurs ;¢ (i > 1), Xg est un sous-espace dense de X,. Par
conséquent, la somme directe Y := @, X, est dense dans X. Si on montre qu’il existe
une constante C' > 0 telle que pour tout y de I'espace Y, on ait ||(T™ — D" )y|| < C||y||
pour tout entier naturel p, alors par continuité des opérateurs 7™ — D™ on aura bien
montré que ||T" — D™ || < C pour tout entier naturel p. On fixe un élément y de Y. Pour
tout entier entier naturel £ non nul, il existe un entier ¢, > 1 tel que
iy
ve=> (x}ey)wie,

i=1

ot yy est la composante du vecteur y dans I'espace X;. Tout d’abord, on a

+oo e +oo g l
Ty =3 2 (@enT wie=3 3 (wiey) Y (olnT w0z
(=1 i=1 (=1 i=1 k=max(1,0—n)
+oo 1y V4

= Z Z@C;ea Y) Z tﬁf)xi,k-

(=1 i=1 k=max(1,6—n)
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De plus,
+oo ig +oo iy ]
D"y = Z Y Z@?;g, Y)Tip = Z Z(xf,ea ?J)tgén)%,z-
=1 =1 (=1 i=1
On en déduit donc que
+oo iy /—1
(Tn - Dn)y = Z Z(ZEZE’ y> Z 75](;;)551 k-
(=2 i=1 k=max(1,4—n)

D’apreés la condition (8.1]), on obtient

+o0 i -1 )
I — Dy < ||y|\ZZ||x;ig||< ) \t?ﬁf\)
)

(=2 i=1 k:max(l,ﬁ—n

<||y||ZMg<§j S )|t;i;>\>.

=1 k=max(1,4—n

Or, d’aprés le Lemme [8.3.2] les coefficients t,(c’ n) pour 1 < /¢ — k < n sont donnés par

@, (n)
by = Qip-10G0-2...0G kS ),

ou les coefficients 8}(:2 ont été définis dans le chapitre (voir ([7.7))). D’apreés les expressions
(8.3) et (8.4) de nos coefficients a; ¢ (et wj ), il vient

t(z n) _ Wy Wp—2 . .. Wk ) [Ae = Ayl O
2-RIM My ... My | M — Nyl ™°

Comme M; > 1 pour tout £ > 1, on a

‘t(m } Wy—1We—2 ... Wi [Ae = Ajeo . ‘S(n)|_
2(t=R)i M, Ao = Njl R

En remarquant que Zlgigig 21 l=k) <1 (car £ — k > 1), on trouve que pour tout vecteur
y de Y et pour tout entier naturel p, on a

+ -1 [Ae = Njo)l
) ) 3 (6) (np)
N D D s wa L
=2 k=max(1,0—nyp) ’

et donc par densité,

1
A
||[T"" — D™ || < Z Z W1 ... Wk - |’/\:_M ‘sg?lf’)} pour tout p > 0.

£=2 k=max(1,0—nyp) (k)‘

Il s’agit alors d’estimer, pour tous les entiers p > 0 et £ > 2, la quantité

Z Wp—1...Wg * |)\k_ ‘ (np){

k=max(1,0—np)
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ce qui est le coeur de la preuve de [14, Théoréme 2.1|. Plus précisément, cette estimation
est 'objet de la Remarque (pour p = 1). Ainsi, en choisissant A\, suffisamment proche
de Aj(p), on peut s’arranger pour que pour tous les entiers p > 0 et £ > 2, on ait

o
Zl Wo_1 ... Wy - |i‘: : iﬂ@” y ](:;)\ < 21t
k=max(1,0—ny) 3 (k)
Ceci permet de conclure que pour tout entier naturel p,
s~ D < 1,
ce qui achéve la preuve du théoréme. O

Remarque 8.3.3. Une idée naturelle pour démontrer le Théoréme serait de consi-
dérer dans chaque composante Xy de la décomposition de Schauder inconditionnelle X =
@D/~ X¢ de X un vecteur non nul z,, de maniére a travailler avec un sous-espace fermé
Y = M[u; l> 1] qui admet (x¢),>1 comme base inconditionnelle. On construirait alors
sur Y un opérateur linéaire borné T': Y — Y & puissances bornées par rapport a la suite
(ng)k>0 et dont le spectre ponctuel unimodulaire est non dénombrable (en réécrivant la
preuve de [14, Théoréme 2.1]). Le probléme est qu’'on ne peut & priori pas étendre T a
I’espace X. Il est donc nécessaire de considérer un systéme biorthogonal dans chaque com-
posante Xy et de construire 'opérateur 7' € B(X) a l'aide de ces systémes biorthogonaux.

L’Exemple[8.2.3| va nous permettre de donner de nouveaux exemples d’espaces Jamison
universels.

8.4 Exemples

On donne maintenant quelques exemples et contre-exemples d’espaces Jamison univer-
sels.

8.4.1 L’espace de James

On rappelle ici la définition de I'espace de James usuel.

Définition 8.4.1. L’espace de James J est I’ensemble des suites z = (z,)n>1 de I'espace
cp(N) telles que

||x]| 7 := sup {\mpl — P4 T, — xpk‘Q} < +o0,

ou la borne supérieure est prise sur tous les k-uplets (p1, ..., pr) d’entiers naturels non nuls
tels que p; < -+ < pg.
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On rappelle que la base canonique (e, )p>1 de ¢o(N) est une base de Schauder de J qui
n’est pas inconditionnelle (on renvoie au livre [I7] pour plus d’informations sur I'espace de
James). Pour montrer que ’espace de James est un espace Jamison universel, on introduit

le sous-espace suivant :

jQZ{xej;azgkzopourtoutkz1}.
On démontre alors les deux faits bien connus suivants.
Fait 8.4.2. Le sous-espace Jo de J est isomorphe a f2(N).

Démonstration. Un vecteur x de Jp s’écrit sous la forme x = ), Tart1€2641 €t pour
tout entier naturel k,

|z — 22?4 |0 — 232 + -+ + |20k — Top1 |2 < ||$|!%,
c’est-a-dire

k
> lwgjal* < 2l
7=0

ce qui montre que x appartient a f2(N) et que ||z||2 < ||z||7. Inversement, si z € ¢5(N)
s'écrit sous la forme x = )7, - ¥ap+ 1€k, alors pour tout k-uplet (p1,...,px) € N* tel que

p1 < <Dk

k—1 k
T2p1+1 — x2p2+1‘2 + -+ ‘xQPk—l‘i‘l - prk-i-l‘Q < 2(2 ‘prj-i-l‘Q + Z ‘$2pj+1‘2>
P =2
< 4ljal[3-

et donc z € Js et ||z||7 < 2||x||2. Finalement, les espaces J» et £2(N) sont isomorphes. [

D’aprés le Fait [8.4.2 'espace de James J contient une copie de ’espace £2(N). Il s’agit
maintenant de montrer que cette copie est complémentée dans 7.

Fait 8.4.3. J5 est complémenté dans J .

Démonstration. On doit trouver une projection P € B(J) dont I'image est J2. On consi-
dére l'opérateur P : J — J défini par

+o0
Pr = (Toki1 — Topya)eskit
k=0
pour tout z = Y o xpe, € J. Il est clair que x € J> si et seulement si Pz = z,

ce qui montre que l'image de P est Jo et que P? = P. Montrons maintenant que P
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est un opérateur borné sur J. Si x = ), -, Tne, est un vecteur de J, alors pour tous
p1 <---<pg,ona

E

-1

‘mszJrl - x2pj+2_(x2pj+1+1 - x2pj+1+2) ‘2
1

.
Il

k—1 k—1
<2( “+ ?
= ‘xQPj-H - x2pj+1+1‘ + |x2pj+2 - x2pj+1+2|

j=1 j=1
< 4|z

Ainsi, la projection P est bornée (et [|P|| < 2). Finalement, J2 est complémenté dans

J. O

Les Faits et ainsi que I'Exemple montrent que I'espace de James admet

une décomposition de Schauder inconditionnelle. On a donc la proposition suivante.

Proposition 8.4.4. L’espace de James J est un espace Jamison universel.

8.4.2 Espaces de Banach contenant une copie de ¢y(N)

On a vu dans 'Exemple que tout espace de Banach complexe séparable contenant
¢p(N) admet une décomposition de Schauder inconditionnelle. Il en découle directement le
résultat suivant.

Proposition 8.4.5. Tout espace de Banach complexe séparable contenant une copie de
co(N) est un espace Jamison universel.

En particulier, I’espace C[0,1] (qui est universel) est un espace Jamison universel.
En fait, on sait d’aprés 'Exemple que tout espace de Banach complexe séparable
contenant une copie complémentée d’un espace admettant une décomposition de Schauder
inconditionnelle est un espace Jamison universel.

Remarque 8.4.6. Dans le cas ot ’espace de Banach X se décompose comme une somme
directe X = Y@ Z ou Y est un espace de Banach séparable admettant une décomposition de
Schauder inconditionnelle (par exemple Y = £,(N), 1 < p < 400, ou Y = ¢y(N)), on peut
montrer directement que X est un espace Jamison universel (sans parler de décomposition
de Schauder inconditionnelle de X). En effet, si (ng)r>0 n’est pas une suite de Jamison,
alors on sait qu’il existe un opérateur borné T sur ’espace Y & puissances bornées par
rapport a la suite (ny)i>0 et dont le spectre ponctuel unimodulaire est non dénombrable
(d’apres le Théoréme . L’opérateur T := T'®0p(z) est alors un opérateur a puissances
bornées par rapport a la suite (ng)g>o (puisque ||T7*|| = ||T™*|| pour tout entier naturel
k) dont le spectre ponctuel unimodulaire, qui est égal au spectre ponctuel unimodulaire
de T', est non dénombrable.
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8.4.3 Espaces héréditairement indécomposables

En 1996, W.T. Gowers [18] a montré avec sa célébre dichotomie concernant la structure
des espaces de Banach que la notion de base inconditionnelle dans un espace de Banach
est fortement opposée a celle d’étre un espace héréditairement indécomposable (Défini-
tion . Plus précisément, il a montré que si X est un espace de Banach, alors soit il
contient une suite basique inconditionnelle, soit il contient un sous-espace héréditairement
indécomposable. Ces deux propriétés sont aussi en opposition du point de vue des espaces
Jamison universels. On commence par rappeler la définition d’un espace héréditairement
indécomposable.

Définition 8.4.7. Un espace de Banach X de dimension infinie est dit décomposable
s’il existe deux sous-espaces vectoriels fermés Y et Z de X de dimension infinie tels que
X =Y @® Z. On dit que X est héréditairement indécomposable s’il ne contient pas de
sous-espace vectoriel fermé décomposable de dimension infinie.

La proposition suivante, qui décrit les opérateurs sur les espaces héréditairement in-
décomposables, montre qu'un tel espace ne peut jamais étre un espace Jamison universel
(voir [26]).

Proposition 8.4.8. Si X est un espace de Banach héréditairement indécomposable, alors
tout opérateur linéaire borné sur X est de la forme Adx +.5 ot A est un nombre complexe
et ou S est un opérateur strictement singulier. En particulier, le spectre de tout opérateur
T € B(X) est au plus dénombrable.

On en déduit directement le résultat suivant.

Proposition 8.4.9. Un espace de Banach héréditairement indécomposable n’est pas Jami-
son universel.

On a étudié ici la propriété d’étre un espace Jamison universel dans deux cas fortement
opposés du point de vue de la dichotomie de Gowers. Il s’agirait maintenant de s’intéresser
a la situation intermédiaire otli, par exemple, X est un espace de Banach contenant une
copie (non complémentée) d’'un espace admettant une base inconditionnelle.



Chapitre 9

Suites R;-Jamison

Le but de ce chapitre est d’adapter les résultats de [I] au cadre des semi-groupes
fortement continus d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach. On caractérisera
notamment les suites de Jamison pour les semi-groupes fortement continus (Théoréme
. On s’intéressera également a la taille du spectre ponctuel du générateur d’un tel
semi-groupe en donnant un analogue du Théoréme dans ce cadre. Dans tout ce
chapitre, X désigne un espace de Banach complexe séparable de dimension infinie.

9.1 Suites de Jamison pour les Cy-semi-groupes

Avant de définir les suites de Jamison pour les semi-groupes, on commence par rappeler
la définition d’un Cp-semi-groupe (voir le livre [I5] pour plus de détails).

Définition 9.1.1. Une famille d’opérateurs linéaires bornés (73):>0 sur un espace de Ba-
nach X est appelée un Cy-semi-groupe (ou un semi-groupe fortement continu) sur X si les
conditions suivantes sont vérifiées :
(1) TO = IdX N
(2) pour tous s,t > 0, Tyys = TiTs;
(3) pour tout x € X, lim ||Tyz — z|| = 0.

t—0t

Remarque 9.1.2. Si (7}):>0 est un Cp-semi-groupe sur un espace de Banach X, alors la
famille {||Ttx|| ;0<t < 1} est bornée pour tout vecteur x de X. D’aprés le principe de la
borne uniforme, I’ensemble {Tt; telo, 1]} est borné.

Le générateur infinitésimal d'un Cp-semi-groupe (7});>0 d’opérateurs linéaires bornés
sur un espace de Banach X est l'application A : D(A) — X définie par

Tx —
D(A) := {x € X; lim " exis‘ce}7
t—0t+ 1
. T —x
Az = lim ——— (x € D(A)).

t—0t
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Rappelons que 0, (T}) \ {0} = exp(to,(A)) pour tout ¢ > 0 (voir par exemple [15, Chapitre
4]), ce qui entraine que
op(T1) NT = exp(op(A) NiR).

On introduit d’abord la notion de semi-groupe borné par rapport & une suite de nombres
réels positifs.

Définition 9.1.3. Soit X un espace de Banach complexe séparable. Soient (t;)r>o une
suite de nombres réels positifs strictement croissante et (73 )+>0 un semi-groupe d’opérateurs
linéaires bornés sur X. On dit que le semi-groupe (1;):>0 est borné par rapport a la suite
(tk) k>0 si supgo |[Th, || < +oc.

Remarquons que si la suite (t;)r>0 est bornée, alors tout semi-groupe fortement continu
sur un espace de Banach X est borné par rapport a la suite (¢;)r>0. Dans la suite, on
s'intéressera donc aux suites de nombres réels positifs (¢)r>0 strictement croissantes qui
tendent vers +o00. De plus, on pourra toujours supposer que o = 1. On définit maintenant
I’analogue des suites de Jamison pour les semi-groupes fortement continus.

Définition 9.1.4. Soit (tx)r>0 une suite de nombres réels positifs strictement croissante
qui tend vers 4+o00. On dit que (t;)r>0 est une suite Ry -Jamison si pour tout espace de
Banach complexe séparable X et pour tout Cp-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés
(Ti)¢>0 sur X (de générateur infinitésimal noté A), I'ensemble o,(A) N iR est au plus
dénombrable dés que (7}):>0 est borné par rapport a la suite (£x)g>0-

Les suites Ry-Jamison ont déja été étudiées dans [29], [30] et [2] et la plupart des

résultats sur les suites de Jamison se transposent aisément au cadre des semi-groupes

tit1 )
ty / k>0

est une suite Ry -Jamison (|30, Théoréme 4.1]). On souhaite ici caractériser les suites R -

fortement continus. Par exemple, si la suite ( est bornée, alors la suite (¢;)r>0

Jamison. Pour cela, on utilisera la caractérisation des suites de Jamison ([I, Théoréme 2.1])
et plus particuliérement les idées de la preuve de [I, Théoréme 2.8| qui ont été rappelées
dans le chapitre [7]

9.2 Caractérisation des suites R, -Jamison

Avant d’énoncer le résultat principal de ce chapitre, on a besoin d’introduire la distance
d’un nombre réel a l’entier le plus proche. Pour tout nombre réel 6, on note ||6]| la distance
de 8 a I'ensemble des entiers relatifs, c’est-a-dire :

16]] := dist(6,Z) = inf {|6 — n|; n € Z}.
Rappelons, sans preuve, quelques propriétés élémentaires de cette fonction.

Proposition 9.2.1. (i) La fonction || - || est paire.
(i1) Pour tous nombres réels 0, ¢, |0 + ¢|| < |10]| + ||#]|.
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(i1i) Si 0 € [—1,1], alors ||0]| = |0].
(1v) 1l existe des constantes Cy et Cy strictement positives telles que pour tout nombre réel
0, on ait

Collfl] < €2 — 1| < Cull0]].

La caractérisation des suites Ry-Jamison s’énonce en terme de la fonction || - ||. Le but
est de démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 9.2.2. Soit (t)r>0 une suite de nombres réels strictement croissante telle que
to =1 et t, — +00. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la suite (ty)g>0 est une suite Ry -Jamison ;

(2) il existe e > 0 tel que pour tout 6 € ]0,1], on ait

sup |[tx0]]| > e.
k>0

Pour démontrer ce résultat, on va s’appuyer sur la caractérisation des suites de Jamison
([, Théoréme 2.8]). On s’intéresse donc dans un premier temps aux suites d’entiers R,-
Jamison et nous faisons le lien avec les suites de Jamison (Théoréme [9.2.3)). Nous verrons
ensuite comment la caractérisation des suites d’entiers Ry -Jamison permet d’obtenir la
caractérisation des suites de nombres réels R -Jamison.

9.2.1 Suites d’entiers R,-Jamison

On se donne une suite (ny)x>o strictement croissante d’entiers naturels telle que ng = 1.
Rappelons qu’on lui associe une distance d,,) sur T définie par :

pour tous A\, u € T, dn,) (A, p) = sup ‘)\"’“ — u"k .
E>0

Nous allons maintenant démontrer le résultat suivant.

Théoréme 9.2.3. Soit (ng)r>0 une suite d’entiers naturels strictement croissante telle
que ng = 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) la suite (ng)r>0 est une suite Ry -Jamison ;
(2) la suite (ng)k>0 est une suite de Jamison ;
(3) il existe € > 0 tel que deux points distincts de T sont toujours e-séparés pour la distance
d(ny) *

pour tous \ # L, diny (A, 1) > €

Démonstration. On sait déja d’aprés le Théoréme que les assertions (2) et (3) sont
équivalentes. On commence par montrer que (3) = (1). Soient X un espace de Banach
complexe séparable et (73)¢>0 un Cp-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X tel
que M := supg>q ||Th,|| < +oc. On note A le générateur infinitésimal du semi-groupe
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(T})¢>0- Soient alors in et i€ des valeurs propres de A (avec n,& € R) et ), x¢ des vecteurs

propres associés a ces valeurs propres avec ||z,|| = ||z¢|| = 1, c’est-a-dire
Az, = inzy,
Aa?g = ifl‘g.

On sait que pour tout entier naturel &k, on a

— Linng
Ty, xy = €M xy,

_ téng
T, e = e xe.

En utilisant 'inégalité triangulaire, on obtient
| e — " | — [[ay — || < || T (g — me)[| < M|y — ael. (9.1)
Posons \g = € pour tout nombre réel §. On déduit de (9.1]) que

SUPg >0 P\Zﬁg —1 -
M+1

|2y — el 2

On suppose maintenant qu’il existe un entier relatif ¢ tel que 7,& € [2¢m,2(¢ 4 1)7| et que
n # &. Dans ce cas, \y_¢ € T\ {1} et on sait que sup; ‘)\ng —1| > e d’apres hypothése.

On en déduit donc que
€

M1

Comme 'espace X est séparable, I'ensemble o,(A) N [2if7, 2i(¢ + 1)7] est au plus dénom-

|2y — zel| 2

brable. Par conséquent, ’ensemble

op(A) NiR = | (0p(A) N [2ibr, 2i(¢ + 1)7]),
LET

qui est une réunion dénombrable d’ensembles au plus dénombrables, est au plus dénom-
brable. Finalement, la suite (ng)r>o est une suite Ry-Jamison.

Montrons maintenant que (1) = (3) en raisonnant par contraposée. D’aprés le Théoréme
[72.3] il suffit de montrer que s’il existe un sous-ensemble non dénombrable K de T tel
que l'espace métrique (K, d,,)) est séparable, alors la suite (n;)x>0 n’est pas une suite
R -Jamison. On doit donc construire un espace de Banach complexe séparable X et un
Co-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés (S;)¢>o sur X, de générateur infinitésimal A,
borné par rapport a la suite (n)r>0 et tel que I'ensemble o,,(A) NiR soit non dénombrable.
On considére I'espace

0 1/2
X:{f:[O,—l—oo[—)Rmesurable;||f||:: </+ |1f5_t)t’22dt> <—|—oo}
0

et le semi-groupe de translation (St)¢>o sur X défini par

Sif(z) = flx+1t) (feX, t,z>0).
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On introduit un nouvel espace en posant X, := {f € X; || f||« < +oc}, ot la norme || - [,
est définie par

[ f[l+ := max <||f||, sup 4~ sup
>0 Ko,k >0

J
H(Snke - I)f‘ D )
=0

ol on a noté I opérateur identité sur ’espace X. On montre dans un premier temps que
le semi-groupe (St);>0 est borné par rapport a la suite (ng)g>0. On construira ensuite un
sous-espace séparable de X, sur lequel le semi-groupe (S¢)¢>0 est fortement continu et pour
lequel le générateur infinitésimal A est tel que I'ensemble o, (A)NiR n’est pas dénombrable.

> Le semi-groupe (S;);>0 est borné par rapport a la suite (nx);>o-

Pour f € X, et k € N, la norme ||.S,,, f||« est égale au maximum entre les deux quantités
J

[1(Sn,, = DSn, £

Sh et sup 4~ UTD gy
k P p
=0 =0

ko,....k; >0

On estime ces deux quantités séparément. Tout d’abord,

Sn fIl = 11f 4 (Sny, = DN A+ 11(Sny, = D S]]
1
< Ifll +4- 4 11(Sn, = DFI]
< 5[]

Ensuite, pour tout entier j € N et pour tout (j + 1)-uplet (ko,...,k;) € NNT! on a

J J
470 H(Snk‘[ —)Sn, fl| <4-47 S H My Sny, = I)fH
=0 =0
J

On en déduit donc que, pour tout entier naturel k,

Sn Sl < AL fIL + 11 f 1L = Sl

Autrement dit, la suite (||Sy,||«)x>0 est bornée et supy>q [|Sn, |« < 5.

> Valeurs propres du générateur infinitésimal.

On note A le générateur infinitésimal associé au semi-groupe de translation (S¢);>0 sur Xi.
Pour tout nombre réel i € [0,27[, on désigne par e, la fonction définie par e,(z) = ¢™®
(z € R). Remarquons que e, est un vecteur propre de A associé a la valeur propre in. En
effet, on a Sie, = emte77 et donc

t—0+ t—0t+ t

Sie, — mt 1
Aey = tim =0 ( lim € ):n
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De plus, e, appartient a Pespace X, car ||ey|| = /T et pour entier naturel j et tout
(j + 1)-uplet (ko, ..., k;) € N+

J J
[1(Sni, = Dew|| = (H | e — H) ﬁ = 2”1\/5
(=0 £=0
ce qui prouve que
s
lealls = /5

et donc en particulier que e, appartient a I'espace X,. Il nous reste encore a construire un
sous-espace séparable de X, sur lequel le générateur infinitésimal A est tel que ’ensemble
op(A) NiR reste non dénombrable et sur lequel le semi-groupe de translation (S;);>0 est

fortement continu.

> Rendre ’espace X, séparable.
A ce stade de la preuve, on utilise 'hypothése. On sait qu’il existe un sous-ensemble non
dénombrable K de T tel que 'espace métrique (K, d(nk)) est séparable. On considére I'en-
semble non dénombrable

I = {n € [0,2n[; " € K},

et on définit le sous-espace
XK .= vect 1+ lensn € Ik]

de X, muni de la norme ||-||.. On peut considérer le semi-groupe (S;):>0 sur cet espace (de
générateur infinitésimal encore noté A) et I’ensemble o,(A) N iR, qui contient Ik, est non
dénombrable. De plus, le semi-groupe (S;):>0 reste borné par rapport a la suite (ng)g>o0
(et supg>q||Sn,|l+ < 5). La séparabilité de I'espace XX est une conséquence du lemme
suivant.

Lemme 9.2.4. Le champ de vecteurs propres E : Iy — X, défini par E(n) = e, est
continu sur Ik .

Démonstration. Soient 1,& € [0,27[. On doit estimer la quantité ||e, — e¢||+ qui est égale &
j . J .
H (e“m’“l — 1)677 - H (615”’“4 - 1)65 :

=0 /=0

G+D) sup

ko,...,k; >0

mae { [|e, — ec||, sup 47
j=0

Pour tout entier naturel j et pour tout (j + 1)-uplet (ko,...,k;) € NN*1 on a

J J
T (e = 1)eg =TT (575 ~ 1)ec

=0 /=0

J
<lley — e¢l| H ‘ei”nke — 1|
=0
J J
[ -1 - [T -

=0 (=0

+ [leg]|
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ce qui nous donne

J J
H ”’"ke — e77 — H (eién’“é — l)eg < 2j+1|]e77 — egf|
£=0
—1d i
+ \/g [ (e —1) = T (e = 1)|.  (92)
/=0 =0
On souhaite estimer le terme . Pour cela, on introduit la quantité
. . J . j .
dj(e™,e®) = sup H (e — 1) — H (e®mke —1)).
Ko,k >0 | )7 =0
L’identité
J J J
H (einnkg _ 1) _ H (eif”k[ _ 1) _ (einnko _ eiftko) H ( inng, _ 1)
0=0 £=0 (=1
J J
+ 157%0 (H kaz _ H( USU) 1))
=1 (=1

fournit alors ’estimation
d; (ei”, eif) < 2jd(nk) (ei", e’f) +2d;_q (e”’, eig).
Une récurrence immédiate permet de conclure que, pour tout entier naturel j,
dj(e™, ) < (j + 1)27d ) (", ).

On déduit alors de ces estimations que

—(j T —(j in i
|len — e¢lls < max <‘|en_e§|‘vslig (2 (]H)Hen—egﬂ—i-\/g(j—i-lﬂ <J+2>d(nk)(e",e€))>,

)2

ce qui entraine l'existence d’une constante C' > 0 telle que pour tous 7, ¢ € [0, 27[, on ait
llen — eells < C(|ley — ecl| + d(nk)(ei",e’f)),

Soit maintenant € > 0. Il existe un nombre réel A. > 0 tel que

2
/+°° fen(t) —ect)” . /+°° 4o
A 1+t T Ja 14207

Ac |eimt _ gt 2 1/2 e
llen —eell < © /O T @) Hdmy(eTet) +el,

ce qui prouve que le champ de vecteurs propres E : n+—— e, est continu sur I. O

et donc
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On en déduit donc que I'espace (XX || - ||«) est séparable. Dans une derniére étape, on
montre que le semi-groupe (St)¢>0 est fortement continu sur I'espace XK,

>> Le semi-groupe (S;):>0 est fortement continu sur Xf.
On doit vérifier que pour tout élément f de XX on a lim,_,o+ ||Sef — f||+ = 0. Remar-
quons d’abord que c’est le cas pour les éléments de la forme e, (n € Ix). En effet, d'une

part
) +o00 ‘einx . eint _ eint‘Q
HSocen _GWH = 0 1+ ¢2 dt
m inx |2
=l 0
2 | ‘ x—07F

et d’autre part, pour tout entier naturel j et pour tout (j + 1)-uplet (ko,...,k;) € N1,

=y (T ),

=0

T . .
< 72]-"-1 iz _ |
: ﬁ 5

H(Snké —1)(Sz — I)ey

=0

H(Snke —I)(Sz — Iey

=0

Y

ce qui montre que

— 0

sup 40+ sup
z—0t

720 ko-onshij >0

et donc ||Sze, —ep|« converge vers 0 quand « tend vers 0 par valeurs supérieures. Ensuite,
on remarque que la famille {HS,EH*, 0 <z < 1} est bornée. En effet, si x € [0,1] et
f e XK on a dune part

+oo 2 —+o00 2 2
: (¢ + ) f+n)P 14+ ) :
Iserlf = [ a = [ AL A < s

et d’autre part, pour tout entier naturel j et pour tout (j + 1)-uplet (ko, ..., k;) € N TL

‘ = Sﬂ?(H(S”kl _I)f>

=0
ce qui montre finalement que ||S;||« < v/3 pour tout z € [0, 1]. Pour montrer que le semi-

<V3

I

J
H(Snké - I)f
£=0

J
[1(Sn,, = D)S:f
=0

groupe (St)¢>0 est fortement continu, on utilise un argument de densité et les remarques
précédentes : étant donnés € > 0 et f € XK il existe une combinaison linéaire finie des
vecteurs e, notée f. telle que ||f — fc||« < e. Pour tout nombre réel « € [0, 1], on a alors

HSxf_fH* = HSx(f_fs)+(Smfe_f6)_(f_fe)|’*
S (\/§+1)€+||S:Bfe_fe||*
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Or on a vu que ||Sz fe — fe||« converge vers 0 quand x tend vers 0 par valeurs supérieures,
et donc
1Sz f = fll« — 0.
r—0t

Autrement dit, le semi-groupe (St)¢>0 est fortement continu sur 'espace X K ce qui conclut
la preuve du Théoréme [9.2.3 O

Remarque 9.2.5. Pour démontrer le Théoréme[9.2.2] nous pouvons aussi écrire une preuve
directe (sans passer par les suites d’entiers) comme 'ont fait C. Badea et S. Grivaux [I]
pour démontrer leur théoréme caractérisant les suites de Jamison. La raison pour laquelle
nous préférons passer des suites de nombres réels aux suites d’entiers est que cette méthode
permet de faire le lien entre les suites de Jamison et les suites R, -Jamison. C’est ce que
nous allons voir dans le paragraphe suivant (Théoréme .

En combinant les Théorémes et [9.2:3] on peut démontrer la caractérisation des
suites R -Jamison (Théoréme (9.2.2)).

9.2.2 Lien avec les suites réelles R, -Jamison

On se donne une suite de nombres réels (t;)r>0 strictement croissante telle que ¢y = 1 et
tp, — +o00o. Pour tout entier naturel &k, on notera n; la partie entiére de t;. En particulier,
ng = 1. On commence par prouver le fait suivant.

Fait 9.2.6. Si (1})i>0 est un Co-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur un espace
de Banach X tel que supy>q ||y, || < +00, alors supyq ||T3,|| < +oo.

Démonstration. La preuve est une conséquence immédiate du fait que la famille {T s; S E
[0,1]} est bornée. En effet, pour tout entier naturel k, on a tj, = nj+{t} (ou {-} désigne la
fonction partie fractionnaire). En utilisant la propriété de multiplicativité du semi-groupe,
on obtient :

1Tl = [T T || < T[Ty | < sp 17501117,

et le résultat découle de 'hypothése. O

La caractérisation des suites R-Jamison (Théoréme [9.2.2)) est alors une conséquence
des deux lemmes suivants.

Lemme 9.2.7. (1) Si (tx)r>0 est une suite Ry-Jamison, alors (ng)k>0 est une suite R -
Jamason.
(2) Si (1, (nk + 1)>0) est une suite Ry -Jamison, alors (t)p>0 est une suite Ry-Jamison.

Démonstration. On commence par montrer (1). Supposons que la suite (tx)r>0 soit une
suite Ry-Jamison et soit (73):>0 un Cp-semi-groupe (de générateur infinitésimal noté A)
d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach complexe séparable X tel que
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supy>g || Tn,|| < 4o00. D’aprés le Fait on a aussi supg> ||t || < +0o. Comme (t)r>0
est une suite R;-Jamison, I'ensemble o,(A) N iR est au plus dénombrable, ce qui montre
que la suite (ng)r>0 est une suite R-Jamison. La propriété (2) se démontre de la méme
maniére : on suppose que (1, (ng + 1)k20) est une suite R -Jamison et on considére un
Co-semi-groupe (73)¢>0 (de générateur infinitésimal noté A) d’opérateurs linéaires bornés
sur un espace de Banach complexe séparable X tel que sup~g ||13,|| < +o0o. Par définition
de ng, on peut écrire ng + 1 = tx + €, ol €, €]0,1]. En utilisant la preuve du Fait
on voit facilement que supyg ||Tp,+1|| < +00. Comme (1, (1 + 1)k>0) est une suite R, -
Jamison, on en déduit que I’ensemble o,,(A) NiR est au plus dénombrable, ce qui montre
que la suite (tx)r>0 est une suite R -Jamison. O

Le deuxiéme lemme fait le lien entre les suites (ng)r>0 et (1, (ng + 1)k20) du point de
vue des suites de Jamison.

Lemme 9.2.8. La suite (ng)i>0 est une suite de Jamison si et seulement si la suite
(1, (ng + 1)k20) est une suite de Jamison.

Démonstration. On suppose que (ng)r>o est une suite de Jamison. D’aprés le Théoréme
il existe € > 0 tel que pour tout A € T \ {1}, on ait supgsq |[A™ — 1| > €. Soit
A e T\ {1} tel que ’)\ - 1’ < 5. Pour tout entier naturel k, on a

AL 1] = AN = 1) A= 1] > (A -1 _g

et donc
sup })\”’“‘H - 1‘ > <.
k>0 2

On en déduit alors que pour tout A € T\ {1},

max ’A—l’,sup‘)\””l—l’ ZE.
k>0 2

D’aprés le Théoréme la suite (1, (nk + 1)k20) est une suite de Jamison. Inversement,
supposons que la suite (1, (n+1) kzzo) soit une suite de Jamison. Il est facile de voir que
tout opérateur borné sur un espace de Banach qui est & puissances bornées par rapport a
la suite (ng)r>0 est aussi a puissances bornées par rapport a la suite (1, (ng + 1)k20), ce
qui montre que (ny)x>o est aussi une suite de Jamison. O

En combinant les Théorémes et et les Lemmes et on obtient le

résultat suivant.

Théoréme 9.2.9. Soit (t)r>0 une suite de nombres réels strictement croissante telle que
to =1 et t, — +00. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la suite (ty)k>0 est une suite Ry -Jamison ;

(2) la suite (|tg])r>0 est une suite de Jamison ;

(3) il existe € > 0 tel que pour tout X € T\ {1}, on ait supy> })\Ltkj - 1| > €.
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Démonstration. 1’équivalence entre les assertions (2) et (3) est le contenu du Théoréme
Ensuite, si (t;)r>0 est une suite R -Jamison, alors en appliquant consécutivement
le Lemme et le Théoréme on trouve que (|tx|)k>0 est une suite de Jamison,
ce qui prouve I'implication (1) = (2). Inversement, si (|tx])r>0 est une suite de Jamison,
alors (1, ([tx] + 1)k>0) est une suite de Jamison d’aprés le Lemme m En appliquant
maintenant le Théoréme a la suite (1, (|te] + 1)k20)7 on voit que cette suite est R -
Jamison. Il ne reste plus qu’a appliquer le Lemme qui nous dit que la suite (tx)g>0
est R -Jamison, ce qui montre que (2) = (1). O

Le Théoréme [9.2.2] est alors une conséquence du Théoréme [9.2.9] et de la proposition
suivante.

Proposition 9.2.10. Soit (tx)r>0 une suite de nombres réels strictement croissante telle
que to =1 et tp, —> 400. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) il existe € > 0 tel que pour tout X € T \ {1}, on ait sup ‘)\Lt"’J - 1‘ >€;

k>0

(i4) il existe € > 0 tel que pour tout 6 € |0, %], on ait su}) |[tx0]] > €.
k>0

Démonstration. Supposons que (i) ne soit pas vérifiée et soit € > 0. Par hypothése, il existe
A€ T\ {1} tel que pour tout entier naturel k, |)\Lth - 1} < % (ou la constante Co est
celle de la Proposition . On peut écrire A = €™ avec 6 € ]0, %} Pour tout entier

naturel k£, on a alors
|/\Lth — 1‘ €
<

T <y
En particulier, pour & = 0, on obtient 0 < 6 < ¢/2 (puisque ¢y = 1). Maintenant, en notant

Lt J0l] <

{r} la partie fractionnaire d’un nombre réel r (c’est-a-dire {r} = r — |r]), on peut écrire
que ti0 = |t ]0 + {tx}0. Par conséquent,

€ €
1tk011 < 1Lt 011 + [HER}Oll < [[[te0]| + 0 < 5 + 5 =

ce qui contredit I’assertion (i7). L’autre implication se démontre en utilisant exactement la

méme méthode. O

9.3 Espaces Jamison universels pour les Cjj-semi-groupes

Les résultats démontrés dans le chapitre [§] s’adaptent facilement au cadre des semi-
groupes fortement continus. On commence par introduire la terminologie dans le contexte

des semi-groupes.

Définition 9.3.1. Soit X un espace de Banach complexe séparable. Une suite de nombres
réels positifs strictement croissante (qui tend vers +o00) est dite X-Jamison pour les semi-
groupes fortement continus si pour tout Cp-semi-groupe (1})¢>0 d’opérateurs linéaires bor-
nés sur X (de générateur infinitésimal A) borné par rapport a la suite (ng)g>0, l'ensemble
op(A) NiR est au plus dénombrable.
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On peut définir la notion d’espace Ri-Jamison universel.

Définition 9.3.2. Un espace de Banach complexe séparable X est un espace R -Jamison
universel si toute suite X-Jamison pour les semi-groupes fortement continus est une suite
R -Jamison.

On dispose alors de I’analogue du Théoreéme [8.3.1] pour les semi-groupes.

Théoréme 9.3.3. Soit X un espace de Banach complexe séparable admettant une décom-
position de Schauder inconditionnelle. Alors X est un espace R -Jamison universel.

Démonstration. On se donne une suite (t;)r>0 de nombres réels positifs strictement crois-
sante (telle que t9p = 1 et t, —> +00) qui n’est pas une suite Ri-Jamison. On veut
construire un Cp-semi-groupe (de générateur infinitésimal A) d’opérateur linéaires bornés
sur l'espace X tel que I'ensemble o,,(A) NiR ne soit pas dénombrable. On note ny, la partie
entiére de t; pour tout entier naturel £ (en particulier ng = 1). Comme (t)x>0 n'est pas
une suite R;-Jamison, la suite (ng)r>0 n'est pas une suite de Jamison (d’aprés le Théo-
réme . On considére ici 'opérateur T'= D + B construit dans la preuve du Théoréme
: cet opérateur est & puissances bornées par rapport a la suite (ng),>0 et son spectre
ponctuel unimodulaire est non dénombrable. Dans cette preuve, on peut choisir A\; proche
du point 1 sur T (par exemple tel que [\ — 1| = %) puis on prend les A\, deux & deux
distincts dans l'arc délimité par les points 1 et A;. Ona o(D) = {)\n in > 1} et en prenant
A suffisamment proche de \;(,), on peut s’arranger pour que ||B|| < %, ce qui entraine
que o(T) C o(D)y/3, o
K. :={z € C,; dist(z, K) < ¢}

désigne le e-dilaté du sous-ensemble K du plan complexe. En particulier, I'ensemble o (7")
est contenu dans le demi plan P/, := {z € C;Rez > %} Comme la détermination
principale du logarithme complexe est holomorphe sur ce domaine, le calcul fonctionnel
holomorphe nous permet de considérer 'opérateur LogT' € B(X). Le semi-groupe (7}):>0
de générateur infinitésimal LogT est un semi-groupe fortement continu d’opérateurs li-
néaires bornés sur X et

pour tout t > 0, T, = ettoe T,

Comme pour tout z € Py, on a I'égalité e” Logz — »m on en déduit que pour tout entier

naturel k, T,,, = T . D’aprés le Fait le semi-groupe (7})+>0 est borné par rapport a
la suite (tx)r>0. De plus, comme

op(T)NT = 0,(T1) NT = exp(op(Log T') NiR),

'ensemble o,(LogT’) N iR n’est pas dénombrable. O
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9.4 Dimension de Hausdorff de 0,(A4) NiR

Comme dans le cadre discret (chapitre , Ransford et Roginskaya [30] ont montré
que si un Cy-semi-groupe (de générateur infinitésimal A) d’opérateurs linéaires bornés sur
un espace de Banach complexe séparable était borné par rapport & une suite de nombres
réels positifs strictement croissante (qui tend vers +o00), alors I'ensemble o,(A) N iR est
de mesure de Lebesgue nulle ([30, Théoréme 4.1]). Il est donc naturel de s’intéresser a la
dimension de Hausdorff de 'ensemble 0,(A) NiR. On a aussi un analogue du Théoréme
pour les semi-groupes avec un controle de la dimension de Hausdorff de I’ensemble
op(A) NiR (voir [30, Théoréme 4.1]). L’objectif est de démontrer ’analogue du Théoréme
dans le cadre des semi-groupes. On reprend ici les idées de la preuve de [I, Théoréme
3.4]. On commence par démonter le résultat suivant.

Théoréme 9.4.1. Soient (ny)r>0 une suite d’entiers naturels strictement croissante telle
que ng = 1 et S une famille de parties de T telle que tout sous-ensemble d’un élément de
S est un élément de S. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) pour tout espace de Banach complexe séparable et pour tout Cy-semi-groupe (Ti)i>0
d’opérateurs linéaires bornés sur X borné par rapport a la suite (ny)k>0, ’ensemble op(T1)N
T appartient a S ;

(2) pour tout sous-ensemble K de T n’appartenant pas a S, l'espace métrique (K,dy,))
n’est pas séparable ;

(3) pour tout sous-ensemble K de T n’appartenant pas a S, il existe € > 0 tel que K

contienne une famille non dénombrable et e-séparée pour la distance d,, ).

Démonstration. Les assertions (2) et (3) sont clairement équivalentes. Montrons que (3) =
(1). Soit (T})¢>0 un Cp-semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach
complexe séparable X tel que M := supgs ||Tn,|| < +0o et supposons que I'ensemble
op(T1) N'T n’appartienne pas a S. D’apreés (3), il existe € > 0 tel que 'ensemble o,(77) N'T
contienne une famille non dénombrable et e-séparée pour la distance d(,,). Soient A et u
deux valeurs propres unimodulaires distinctes de T4 et ey, e, des vecteurs propres de norme

1 associées a ces valeurs propres. Le méme raisonnement que dans la preuve du Théoréme

[0.2.3 fournit :
Ay (A 1) S _ €
M+1 — M+1’

ce qui contredit la séparabilité de X. La preuve de (1) = (2) est la méme que dans la

llex —eull =

preuve du Théoréme . Si (2) n’est pas vérifiée, alors on peut trouver un sous-ensemble
K de T qui n’appartient pas a S tel que 'espace métrique (K, d(,,)) est séparable. Si on
recopie la preuve du Théoréme [9.:2.3] on trouve que le spectre ponctuel unimodulaire de
lopérateur S; contient ’ensemble K, ce qui montre que (1) n’est pas satisfaite d’aprés la
propriété de ’ensemble S. O

Si S désigne les sous-ensembles de T dont la dimension de Hausdorff est strictement
inférieure a 1, le Théoréme [0.4.1] conduit au résultat suivant.
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Corollaire 9.4.2. Soit (ny)r>0 une suite d’entiers naturels strictement croissante telle
que ng = 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) il existe un espace de Banach complexe séparable X et un Co-semi-groupe (1y)i>0 d’opé-
rateurs linéaires bornés sur X borné par rapport & la suite (ng)r>o et tel que l'ensemble
op(T1) N'T soit de dimension de Hausdorff égale a1 ;

(2) il existe un sous-ensemble K de T de dimension de Hausdorff égale a 1 tel que l’espace
métrique (K, d(,,) soit séparable.

L’existence d’'un sous-ensemble K de T de dimension de Hausdorff égale & 1 tel que

Nk4+1

I'espace métrique (K, d(nk)) soit séparable a déja été prouvée dans [I] lorsque la suite e

tend vers +oo (voir la preuve de [I, Théoréme 3.4]).

Théoréme 9.4.3. Soit (t)r>0 une suite de nombres réels strictement croissante telle que
to=1¢et t’;—:l — 400. Il existe un espace de Banach complexe séparable X et un Cy-semi-
groupe (Ty)i>0 d’opérateurs linéaires bornés sur X borné par rapport & la suite (tg)r>o0 tel
que lensemble op(A) NiR soit de dimension de Hausdorff égale a 1.

Démonstration. Pour tout entier naturel k on note n; la partie entiére de t;. Comme
tkt—:l — 400, on a nfl—:l — 400 et ng = 1. Or, d’aprés la preuve de [I, Théoréme
3.4], il existe un sous-ensemble K de T avec dimpg(K) = 1 et tel que I'espace métrique
(K, dp, ) soit séparable. On déduit alors du Corollairequ’il existe un espace de Banach
complexe séparable X et un Cp-semi-groupe (1;);>¢ d’opérateurs linéaires bornés sur X
(de générateur infinitésimal A) borné par rapport a la suite d’entiers (nj)r>o tel que
dimpg (op(Th) N'T) = 1. D’apres le Fait le semi-groupe (73)¢>0 est aussi borné par
rapport & la suite (tx)r>0. Par ailleurs, on sait qu'une fonction lipschitzienne diminue la
dimension de Hausdorff. Or, si f : iR — C désigne la fonction exponentielle, alors on a
I'égalité 0,(T1) N T = f(op(A) NiR) et la fonction f est lipschitzienne. On en déduit alors
que
1 =dimpy(o,(T1) NT) < dimp(op(A) NiR) < 1.

Finalement, la dimension de Hausdorff de I’ensemble 0,(A) N iR est égale & 1. O



Chapitre 10

Suites GG-Jamison

Nous souhaitons maintenant généraliser 1’étude des suites de Jamison pour des suites
(9% )k>0 appartenant & un groupe (ou a un semi-groupe) G quelconque. On étudie le pro-
bléme suivant. On se donne un groupe (ou un semi-groupe) G et (gi)r>0 une suite d’élé-
ments de G et on suppose que pour tout espace de Banach complexe séparable X (de di-
mension infinie) et pour tout morphisme de groupes (ou de semi-groupes) p: G — GL(X)
continu, on a supg> ||p(gr)|| < +00. Que peut-on dire de 'ensemble des valeurs propres
unimodulaires (Définition de la représentation p? A quelle condition (portant sur
la suite (gx)r>0) cet ensemble de valeurs propres est-il au plus dénombrable ? Les suites
(9% )k>0 pour lesquelles I'ensemble des valeurs propres unimodulaires de p : G — GL(X)
est au plus dénombrable (ot p est telle que supysq||p(gr)|| < +00) seront appelées les
suites G-Jamison (Définition par analogie avec les suites R -Jamison pour les semi-
groupes fortement continus d’opérateurs du chapitre [0

10.1 Définitions générales

Méme si les définitions suivantes se transposent aisément au cadre des semi-groupes
(c’est-a-dire aux ensembles munis d’une loi de composition interne associative qui est ré-
guliére et qui posséde un élément neutre), nous allons nous restreindre dans la suite au
cas des groupes (abéliens) G. Dans un premier temps, nous devons définir précisément les
objets avec lesquels nous allons travailler. Etant donné un groupe G, on appellera repré-
sentation de G tout morphisme de groupes p : G — GL(X) continu, ot X est un espace
de Banach séparable de dimension infinie. On rappelle qu'un caractére du groupe G est
un morphisme de groupes x : G — T continu. Dans la suite, on notera G Tensemble des
caractéres du groupe G et 1 le caractére unité de G, c’est-a-dire le morphisme g — 1g
(on 1¢ désigne 1'élément neutre de G). Les caractéres permettent de définir la notion de

valeur propre unimodulaire d’une représentation.

Définition 10.1.1. Soient G un groupe, X un espace de Banach complexe séparable de
dimension infinie et p : G — GL(X) une représentation de G. Un caractére x : G — T
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est appelé une valeur propre unimodulaire de p s’il existe un vecteur non nul e, de X tel
que pour tout g € G, e, est un vecteur propre de l'opérateur p(g) € GL(X) associé a la
valeur propre x(g), c’est-a dire : pour tout g € G,

p(g)ex = x(g)ex-

L’ensemble des valeurs propres unimodulaires de p (encore appelé spectre ponctuel unimo-
dulaire de p) est noté a,(p) NTC.

La définition précédente généralise la notion usuelle de valeur propre pour un opérateur.

Exemple 10.1.2. (le groupe Z ou le semi-groupe N)

Comme le groupe Z est monogeéne (engendré par 1’élément 1), une représentation de Z
est uniquement déterminée par la donnée d’'un espace de Banach complexe séparable (de
dimension infinie) et d’un opérateur T' € GL(X) inversible. On sait que les caractéres du
groupe Z sont les morphismes de la forme

Xx:Z—T (10.1)

n— A"

ot A € T. Il est alors clair qu’un caractére y, est une valeur propre d’une représentation
pr :n+— T" de Z (au sens de la Déﬁnition si et seulement si A est une valeur propre
de Popérateur T'. En transposant les définitions précédentes au cadre d’un semi-groupe G,
on voit de la méme maniére que les représentations du semi-groupe N sont uniquement
déterminées par les opérateurs T € B(X) et que les caractéres sont les morphismes
(avec pour ensemble de définition ’ensemble N). Par conséquent, un caractére y, est une
valeur propre d’une représentation pr de N si et seulement si A est une valeur propre de
T.

On peut maintenant définir ’analogue des suites de Jamison dans le cadre des groupes

généraux (ou, par extension, aux semi-groupes).

Définition 10.1.3. Soient G' un groupe et (g)r>0 une suite d’éléments de G. On dit que
(gk) k>0 est une suite G-Jamison si pour tout espace de Banach complexe séparable X (de
dimension infinie) et pour toute représentation p : G — GL(X), I'ensemble o,(p) N T
est au plus dénombrable dés que supy>q [|p(gr)|| < +oo.

On aurait pu énoncer la définition précédente dans le cadre des semi-groupes. Avec
cette nouvelle définition, on voit que la notion de suite N-Jamison correspond a la notion
de suite de Jamison (au sens de la Définition tandis que la notion de suite R-
Jamison coincide avec celle introduite dans la Définition Dans la suite, nous voulons
étudier les propriétés des suites G-Jamison et plus précisément, nous cherchons & donner
une caractérisation de ces suites dans le prolongement des caratérisations déja connues
pour les suites N-Jamison ou R;-Jamison (Théoréme et Théoréme . Dans un
premier temps, on peut donner une condition suffisante pour qu'une suite (gx)r>0 d'un
groupe G soit une suite G-Jamison.
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10.2 TUne condition suffisante

La condition que nous allons considérer est la méme que celles concernant les suites
N-Jamison ou les suites R -Jamison.

Proposition 10.2.1. Soient G un groupe et (g) k>0 une suite d’éléments de G. On suppose
qu’il existe € > 0 tel que pour tout caractére x de G\ {1}, on ait supy>o [x(gx) — 1] > e.
Alors la suite (gx)r>0 est une suite G-Jamison.

Démonstration. Soient X un espace de Banach complexe séparable et p : G — GL(X)
une représentation de G. On suppose que supy>q ||p(gr)|| < +00 et on veut monter que
'ensemble o,(p) N T est au plus dénombrable. Soient y et x’ deux valeurs propres uni-
modulaires de p. Il existe alors des vecteurs non nuls e, et e,» de X de normes 1 tels que

pour tout g € G, on ait
p(g)ex = x(g)ex
p(g)exy = X' (9)ex -

Comme |x(g)| = |X'(g)| = 1 pour tout g € G, on déduit de 'inégalité triangulaire que pour

tout entier naturel k,

IX(gr) — X' (g)| — llex — ex |l < [lp(gr)(ex — ex)]] < Mlley —ey]| (10.2)

ot on a noté M := supysq|[p(gx)||. Par hypothése, il existe ¢ > 0 tel que pour tout
¢ € G\ {1}, on ait Supy>o |¢(gk) — 1| > €. Maintenant comme x # X/, le caractére x'x
est différent du caractére unité 1 et donc d’aprés (10.2), on a

supg>o | (X'x ™) (gk) — 1 S _ €
M+1 —M+1

Ceci montre que les vecteurs propres (de norme 1) de p associés a des valeurs propres

llex —exll =

unimodulaires distinctes sont toujours e-séparés. Or X est un espace de Banach séparable
donc I’ensemble o, (p) N T est au plus dénombrable. O

Nous n’avons pas obtenu de caractérisation générale des suites G-Jamison lorsque G
est un groupe abélien général. Néanmoins, nous donnons une caractérisation des suites
G-Jamison lorsque G est un groupe abélien de type fini.

10.3 Les groupes Z et R

On rappelle que C. Badea et S. Grivaux ont donné une caractérisation des suites de
Jamison, c’est-a dire des suites N-Jamison (Théoréme [7.2.1)) et dans le chapitre |§| nous
en avons déduit la caractérisation des suites R-Jamison (Théoréme[9.2.2)). En réécrivant
les preuves de ces deux résultats (voir [I, Théoréme 2.8] pour les suites de Jamison),
on voit facilement que les raisonnements se transposent aux groupes Z et R et que les
caractérisations des suites G-Jamison pour ces deux groupes sont les mémes que pour les
semi-groupes N et R, associés. Plus précisément, on a les théorémes suivants.
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Théoréme 10.3.1. Soit (ny)r>0 une suite d’entiers relatifs telle que no = 1. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

(1) la suite (ng)r>0 est une suite Z-Jamison ;

(2) il existe e > 0 tel que pour tout X € T\ {1}, on ait supg>g [A™ — 1] > €.

Pour le groupe G = R, on est dans le cadre des groupes d’opérateurs fortement continus
(T})ter sur les espaces de Banach. Rappelons que la fonction distance aux entiers || - || est
définie par ||0|| = inf {|0 — n|; n € Z} pour tout nombre réel §. La caractérisation des

suites R-Jamison est la suivante.

Théoréme 10.3.2. Soit (ti)r>0 une suite de nombres réels telle que to = 1. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(1) la suite (ty)k>0 est une suite R-Jamison ;

(2) il existe e > 0 tel que pour tout 6 € ]0, 3], on ait supys [|tk0]| > €.

Dans la suite, on caractérise les suites G-Jamison lorque G est un groupe abélien de type
fini (c’est-a-dire engendré par un nombre fini d’éléments). On sait que les groupes abéliens
de type fini peuvent étre classifiés & isomorphisme prés : un tel groupe est produit d’un
nombre fini de groupes monogénes. Plus précisément, si G est un groupe abélien de type
fini, alors il existe un unique entier ¢ et un unique r-uplet d’entiers (ay, ..., a,) supérieurs
ou égaux a 2 pour lesquels on a I'isomorphisme

G2 XZjayZ x - x L]a,Z

avec la condition supplémentaire que a;4q divise a; pour tout i € {1,...,7 — 1}. Nous
verrons dans la suite que caractériser les suites G-Jamison pour un tel groupe G revient a
caractériser les suites Z-Jamison. On commence donc par traiter le cas oi le groupe G est
sans torsion, c’est-a-dire pour G = Z¢.

10.4 Cas du groupe Z*

Dans un premier temps, on caractérise les suites Z‘-Jamison. On considére une suite

de (-uplets d’entiers relatifs (n,)i>1 = (n,gl), ce n,(f) Pour tout entier i € {1,...,/¢},

)kzl'
on notera e; le f-uplet de Z¢ dont toutes les composantes sont nulles sauf la ™ qui vaut

1, c’est-a-dire

Rappelons que les caractéres du groupe G = Z* (qui sont donc les éléments du dual Z¢)
sont de la forme

. ¢
XA1,e0Ae Z ’ T
n
(n1,...,me)  — AT
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ot (A1,...,A\r) est un f-uplet de nombres complexes de module 1.
On définit encore une application dg,, ) sur Z‘ x Z* en posant, pour tous (A1,..., Ap),

(Hlu" . 7”3) € Téa

Q) (X1 Aes Xt i) = sup XA ne () = Xpan o e (121 |
S0 @) WO
=sup | A * A R op”

E>1

Remarquons que si I'on impose a la suite (n;,)r>1 les conditions initiales
ny, = €k pour tout entier k € {1,... ¢},

alors d,,) devient une distance sur le groupe dual Z%. Le résultat suivant fournit la ca-
ractérisation des suites Z’-Jamison. Remarquons en particulier que celui-ci généralise le

Théoréme [10.3.1] (correspondant a £ = 1).

Théoréme 10.4.1. Soit (ng)r>1 = (n,&“,...,nﬁ»kx une suite de (-uplets d’entiers re-
latifs telle que n;, = e pour tout entier k € {1,.7.,6}, Les assertions sutvantes sont
équivalentes :

(1) la suite (n)r>1 est une suite Z-Jamison ;

(2) pour tout sous-ensemble non dénombrable K de Z*, Uespace métrique (K, dy, ) n'est
pas séparable ;

(3) pour tout sous-ensemble non dénombrable K de Zt, il existe € > 0 tel que K contienne
une famille non dénombrable et e-séparée pour la distance dy, ) ;

(4) il existe € > 0 tel que tout sous-ensemble non dénombrable K de Z' contienne une

—

famille non dénombrable et e-séparée pour la distance dy, ) ;
(5) il existe € > 0 tel que deuz caractéres distincts de Zt sont e-séparés pour la distance
din,) :

“k

GO R 0 S O NN ()
pour tous (A1,..., ) # (11, .-, ), 21;1:1) AR A et > e
Démonstration. On a clairement la chaine d’implications (5) = (4) = (3) = (2). De
plus, I'implication (2) = (3) est un résultat général sur les espaces métriques (la preuve
est donnée dans la preuve de [I, Théoréme 2.8]). Montrons maintenant que (3) = (5) en
raisonnant par contrapgs\ée. On suppose que (5) n’est pas satisfaite. Il existe alors une suite

(Xn)n>1 d’éléments de Z¢ telle que

d(n,)(x1,1) <

| =

et

1
d(ﬂk) (Xny ]—) S Ed(ﬂk) (Xn—l: Xn—l)- (103)
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D’apreés les conditions faites sur les premiers termes de la suite (n;)g>1 (c’est-a-dire n; =
€1,..., Ny = €y), on voit que ceci est possible car x,—1 # Xn—1. Remarquons que d’apreés
la condition (|10.3)), la suite (al(ﬁk)(xn,%))n21 est décroissante. On va construire un sous-

—~

ensemble non dénombrable K de Z¢ telle que pour tout € > 0, toute famille e-séparée de
espace métrique (K, d,,)) est automatiquement finie. Soit (s1,...,s,) € {0,...,1}" une
suite finie de 0 et de 1. On lui associe un caractere ¢, . ,) de 7 de la facon suivante.
On pose pour commencer g) := X1 et ¢(1) := X1. On a alors

diny) (P(0): V1)) = dn,) (X1, X1) > 0.

Ensuite on pose 19,0y 1= ¥(0)X2 €t ¥(0,1) := Y(0)X2, PUis ¥(1,0) = P(1)x2 et Y(1,1) = Y)Xe-
Pour sp € {0,1}, on a alors

1
—5d(n,) (X1, X1)

() (V(0)s ¥(0.52) = dimy) (X2, 1) < 5

et
d(n,) (X1, X1)-

1
() (V1) ¥(1,52) = dimy) (X2, 1) < 15

De plus,
diny) (P0,0),Y0,1) = dm) (X2:X2) et di, ) (Y0 Y1) = diny) (X2, X2)-

Supposons que l'on ait construit 9, s, ,)- On pose alors (g, . 1.0) = Y(sy,...5n_1)Xn
et ¢(517._75n_1,1) = ¢(51,...,sn_1)%~ On a alors

Aing) (Psy,sn1)s Vistrnsn)) = Any) (X 1) < %d(gk)(xnﬂ,m) (10.4)
et
Ainy) (U(s1,ssn1,0) Vst ymsn1,1)) = Q) (Xns Xin)- (10.5)
Pour une suite s = (s1,...,5y,,...) € {0, 1}, on peut définir ¢, € zt par

s = lim '(p(sl,.,.,sn)'

n—-+o0o

Cette limite existe d’aprés (10.4)). De plus, on peut écrire 95 de la fagon suivante :

1/}5 = Q;Z)(sl,...,sp) H w(sl,...,sj+1)¢(sl,,..,sj) (106)

Jj=p

pour tout entier naturel p non nul.

> L’application s — 9, de {0, 1} vers Z¢ est injective.
Soient s et s’ deux éléments distincts de {0,1}Y. Par exemple, s et s’ coincident jusqu’a
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Iindice p — 1 mais différent sur la p®™° composante. On note s = (s1, ...  Sp—1,0,8p41,...)
et 8 = (s1,...,8p—1, 1,sp+17 ...). En utilisant (10.6), on a

111(81, Sp— 10 H¢81, SJ+1 )¢(sl,...,s]-)(ﬂk)

Jjzp

*ﬁj(sl, o Sp— 1,1) HTP R ,J+1 )qzz)(sl, ,s ( )

Jj=p

dn s, Ws') = SU
(ny) (Us; Ys) Sup

et donc

d(ﬂk) (%, ¢S’) > d(ﬂk) (w(sh...,sp_l,O)a w(sh...,sp_l,l))

— sup H¢ (51,255 4+1) (nk)w(sh ,s]) Hw RS ’J+1 )w(s ,s (nk) (10'7)
R21]5>p jzp
On sait d’aprés ((10.5) que
Aing) (Vs1,sp1,0 st ysp1,1)) = Ay (Xps Xp)-
On va maintenant estimer I’expression ([10.7]). Comme pour tous nombres complexes vy, . .., v

de module 1, on a

T
HVZ' —1
=1

r
< Z‘Vﬁ - 1’7
=1

on obtient

sup stl, Sj41) (”%W(sl, 8 Hw(sl,... J+1) )1/}( ..... )(Qk)
k21 Jjzp Jjzp

Szd(ﬂk)( 31, S8j41)7 wsl, 8 +Zd”k ¢(51, ’7+1) w(sl, 7s )

Jj=p Jj=p
< 224_(J+1)d(gk)(Xj,X7)
Jj=p
< <2Z4_(j+1)>d(nk)(Xp7XP)
Jjzp

ot la deuxiéme inégalité découle directement de ((10.4]), tandis que la troisiéme inégalité
résulte de la décroissance de la suite (d(ﬂk)(Xj’YJ))j>1' On en déduit donc que

Ainy) (Vsy Psr) > (1 - 224—(j+1)>d(nk)(xp,xp) 2 5w, (o) Xp) > 0

Jj>p

ce qui montre que 'application s — 1, est injective. Par conséquent, le sous-ensemble
K = {¢s; s € {0,1}"} de Z* est non dénombrable.
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> Toute famille e-séparée de (K, d,,)) est finie.

Etant donné € > 0, il existe un entier p tel que d(gk)(XpyXT;) < %e. En utilisant le méme
raisonnement que précédemment, on montre facilement que si s et s’ sont deux suites de 0
et de 1 dont les p premiéres composantes sont égales, alors

7 _
d(ﬂk)<¢57¢s’) S Ed(@k)(XWXp) S €.

On en déduit que si 95 et ¢y sont e-séparés pour la distance dyy,, ), alors au moins I'une
des p premicres composantes de s et s’ differe. Or, il y a un nombre fini de telles suites. On
en déduit en particulier que (K, d(ﬂk)) ne contient pas de famille e-séparée non dénombrable.

Montrons enfin que (1) implique (2) en raisonnant par contraposée. Supposons qu’il
existe un sous-ensemble non dénombrable K de Z! tel que l'espace métrique (K, d(ﬂk))
soit séparable. On veut construire un espace de Banach complexe séparable X et une
représentation p : Z* — GL(X) telle que supys ||p(ng)|| < +oo et tel que I'ensemble
ap(p) N T2 soit non dénombrable. On considére 'espace de Hilbert complexe

1/2
T
H = = . . . . 6 (CZZ, = |x11,...,u| < )
{fU (Tir,eie) (in0.osie) 2t ||| < > 0. 0+ +00

(i1,-y50) EZE

On définit aussi la représentation du groupe Z¢ suivante :

p: 7t — GL(H)
(ml, Ce ,mg) — (.’I} — (xi1+m17 cey l’i£+mz)(i1’_”’ie)ezé).
Rappelons que pour (A1,...,\) € T¢, le caractére X1, A - Z¥ — T de Z¢ est défini par
Xon,he (M, ,mg) = AN
pour tout (my,...,my) € Z* 11 est clair que XA1,...\, appartient a H pour tout f-uplet
(A1, ..., A¢) de nombres complexes de module 1. On définit maintenant une nouvelle norme

sur 'espace H de sorte que la représentation p soit bornée par rapport a la suite (n;,)g>1.

)

et on considére désormais le nouvel espace de Banach H, := {z € H; ||z|[, < 400} muni

Pour tout x = ($i1,,..7ie)( czt, ON pose

il"“:il)

H (P(@ki) - I)x
i=1

WWZWMOWﬁ@fjﬁm
G210 kreky>1

de la norme || - ||+. Remarquons que xy, .\, appartient & H, pour tout (Ar,...,\;) € T*.
En effet,
. J n) ()
sl = max (1supa? sup TIN o =1 )b
P21 k2150

= ||X)\1,-..,)\g | |
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> La représentation p est bornée par rapport a la suite (n;)r>0.

I (p(ns,) = I)p(ny)
=1

max <||p(nk)x\| ,supd™  sup

Pour tout x € H, et pour tout entier naturel & non nul, la norme |[|p(n;)||« est égale a
P21 krek;>1
D’une part, on a

o)l = llz + (png) — Tyl < ] +11(p() — Dl
< llalle +4- 3 (o(my) ~ Dal
< sllzll.

D’autre part, pour tout j > 1 et pour tout j-uplet (ki,...,k;) d’entiers naturels non nuls,
on a

< 4.4+

H 1) (p(ny) — I)w
=

H (P(@k ) —
i=1

On en déduit donc que pour tout entier naturel k£ non nul,

H (P(Eki) - I)P(ﬂk)fc
i=1

[p(ag )]« < 4f|z[[ + [J2|]. = 5[]l

Autrement dit, la suite (|[p(r)|[«)rx>1 est bornée et supgq [[p(ny)[]« < 5.

> Rendre ’espace H, séparable.
A ce stade de la preuve, on exploite I’hypothése. On sait qu’il existe un sous-ensemble
non dénombrable K de Z* tel que I'espace métrique (K, d(n,)) est séparable. On définit le
sous-espace

HE = vect!l* DX s X, € K]

de H, que I'on munit de la norme ||-||, (on identifie ici 'élément x», .\, € Z¢ avec I’élément
1A (M -+ 1)) (s gy eze Wil définit dans H). La séparabilité de 'espace HE est
une conséquence du lemme suivant.

Lemme 10.4.2. Le champ de vecteurs propres £ : K — H, défini par E(xx,,.\,) =

XA1,....\, €st continu sur K.

Démonstration. Soient (A1,..., A7), (41,-..,1¢) deux f-uplets de nombres complexes de
module 1. On doit estimer la quantité ||xa,... A, — Xu1,...u ]+« qui est égale au maximum
entre les quantités [|xa,,..x, — Xpu1,....uel| €t

J nh) n(f) J n(!) n®
H -1 XAty — H Myt et — 1 Xp s pie
=1

=1

sup4™  sup
P21 hpek>1
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Pour tout j > 1 et pour tout j-uplet d’entiers naturels non nuls (k1,...,%;), on a
J (1) () J (1) ©)
H ()\1 Y _1> XA, — H (Nl Ry 7 1) D STy,
i=1 i=1
J

1) (&)
n, . N, .
A —1‘

< HX)\1,~~7)\4 - X,ul,u-ML/H H
=1

I/ n® YA n®
H()\l L Vi —1) _H<:“1 Lyt —1> .

i=1 =1

+ ||X;L1,~~~,MH

On introduit maintenant la quantité dj((/\l, coyAe)y (1, ,W)) égale a

J n® n® J n!) n®
H()\l LT Vit —1) —H(,ul iyt —1> .

i=1 i=1

sup
K1,k >1

On a l'identité

J o) ® J ) 0
11 <x;kz- W _1) 11 @w o _1>

i=1 i=1
o) (0 (1) 0N I ) (0
_ Ty Ty Ty Ty Tk M
()\1 e e T I | [ PP Ve
i=2
n;:) n,(f) J ng) n,(f) J nl(:) n}(f)
1 1 03 7 °7 03
# (™ =) [ TL (A =) =TT (o™ 1)
i=2 i=2

qui nous permet de fournir ’estimation

dj(()‘lﬂ s 7)‘5)7 (:U‘lv cee nu’f)) < 2]_1d(ﬂk) (X)\l,...,)\p X}u,...,,u[)
+2dj-1 ((Mas s M)y (s pae)).-

Une récurrence immédiate permet alors de conclure que, pour tout entier naturel j non

nul,
di (A5 A0y (15 0)) < 52 dy (X hes X oogie) -

On déduit de ces estimations l’existence d’une constante C' > 0 telle que pour tous
()‘17 LR A@)v (,U,l, s 7,“5) € TZ? on ait

HXM,---M\Z - Xﬂ1,~~~,w|‘* < C(HXM,..-,M - me-,ueH + d(@k)(XM,...,)\zv Xm,m,/ie))'

Etant donné € > 0, il existe un entier N, tel que
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et donc il existe une constante C’ > 0 telle que

i i i i2\ 1/2
Z ‘)\11...)\/—%1...“/‘
( (1+i2)...(1+42)

11,e0yip) EZE
|ip|SNs

||X>\1,...,)\g - X,u1,...,,ug||* S C,

+d(ﬂk)(()‘17 A, (- ,,ug)) te€

Or pour tout (iy,...,i,) € Z,
. . . . e . .
AT NS =y §Z‘)\;}”—u;f‘
p=1

et donc il existe une constante C. > 0 telle que

‘)‘Zf‘“)‘?—ﬂ?”-uéef 2 2
2 A+2)... (1+2) < CellPa =l ot e = gul).
(i1,...,00)EZE
“Tai<n

Comme par hypothése nj, = e; pour tout k € {1,...,¢}, on voit que

max (|>\1 - ,U1|, R p‘ﬁ - ,uf‘) < d(ﬂk) (()‘17 cee Af), (ﬂlv RRE ,uﬁ))
Par conséquent, le champ de vecteurs propres E : xx,,..\, = X\;,.,\ est continu sur
K. O
On déduit de ce lemme que 1'espace de Banach (HX||-||,) est séparable, ce qui achéve
la preuve du Théoréme [10.4.1] O

A Taide du Théoréme on peut donner la caractérisation des suites G-Jamison
lorsque G est un groupe abélien de type fini.

10.5 Cas des groupes abéliens de type fini

On commence par démontrer le résultat général suivant qui nous sera utile dans la
suite. Cette proposition nous permettra de faire le lien entre le groupe abélien de type fini
Z' x Z)a1Z x - -+ x Z]a,Z et la partie sans torsion Z’.

Proposition 10.5.1. Soient G et H deux groupes, (gi)r>0 une suite d’éléments de G et
(hi)k>0 une suite d’éléments de H. Si la suite (gg, hi)k>0 est (G x H)-Jamison, alors
(9r)k>0 est une suite G-Jamison et (hy)i>o est une suite H-Jamison.
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Démonstration. Soient X un espace de Banach complexe séparable et p : G — GL(X)
une représentation de G telle que supys||p(gr)|| < +o0o. Alors

5:Gx H— GL(X)
(g,h) — p(g)

est une représentation du groupe G x H telle que

sup |[p(gx, he)|| = sup [[p(gr)|| < +oo.
k>0 k>0

Comme (gg, hy,)x>0 est une suite (G x H)-Jamison, 'ensemble o,(5) N TE*H est au plus
dénombrable. Or il est facile de voir que
ap(p) N T = {X: (9,h) — x(9); x € o(p) N T}

et donc les ensembles o, (5)NT*H et 0, (p)NTY sont équipotents. En particulier, 'ensemble
op(p) N TY est au plus dénombrable. Par conséquent, la suite (gx)r>o est une suite G-
Jamison. De la méme maniére, on montre que (hy)r>0 est une suite H-Jamison. O

Remarque 10.5.2. La réciproque de la Proposition [10.5.1] est fausse : si (ng)g>0 est une
suite Z-Jamison, la suite (ny, —ny)r>0 n'est jamais une suite (Z x Z)-Jamison.

Démonstration. Montrons d’abord que la suite (—ng)r>0 est une suite Z-Jamison. Si 71" :
X — X est un opérateur inversible sur un espace de Banach complexe séparable X tel
que supy ||| < 400, alors supysq [|S™|| < +oo ou S := T~'. Comme (nj)i>0 est
une suite Z-Jamison, on en déduit que 'ensemble o, (S)NT est au plus dénombrable. Mais

op(I)NT ={X; A€ o(S)NT}

donc ’ensemble o, (T')NT est au plus dénombrable. Montrons maintenant que (ny, —ng)k>0
n’est pas une suite (Z x Z)-Jamison. Soient X un espace de Banach complexe séparable de
dimension infinie et 7' : X — X un opérateur inversible (on considére ici la représentation
p:Zx7Z — GL(X) définie par p(1,0) = p(0,1) = T). Ici ||T™ T~ ™|| = 1 pour tout
entier naturel £ mais 'ensemble 0,(7") N'T peut étre non dénombrable. O

Soit G un groupe abélien de type fini. Il existe des entiers £ > 1 et ay,...,a, > 2 tels que
G soit isomorphe au groupe Z¢ x Z/a17Z x - - - x Z/a,Z. Dans la suite, on fera I'identification
G =172"'xZJayZ x --- x ZJa,Z. Pour tout i € {1,...,£}, on note e; I'élément de G dont

toutes les composantes sont nulles sauf la ™€ qui vaut 1 :

¢
e;=(0,...,0,1,0,...,0,0 moday,...,0 moda,) € G.
———
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Pour tout 7 € {1,...,r}, on note epy; 'élément de G dont toutes les composantes sont
nulles sauf la (¢ 4 )®™¢ qui vaut 1 mod a; :

erri = (0,...,0,0 moday,...,0 moda;—1,1 moda;,0 moda;;1,...,0 moda,) € G.
~——

¢ %

Rappelons que si ¢ est un entier naturel supérieur ou égal a 2, alors les caractéres du groupe
cyclique Z/qZ sont uniquement déterminés par les racines ¢®™° de I'unité : si Xq est un
caractére du groupe Z/qZ, alors il existe une racine ¢°™¢ de 'unité Aq telle que x4(n) = Ay
pour tout n € Z/qZ.

La proposition suivante fait le lien entre les conditions suffisantes (de la Proposition
10.2.1)) pour les groupes G = Z¢ x Z/a1Z x - -+ x ZJa,Z et Z*.

Proposition 10.5.3. Soit G le groupe abélien de type fini Z* x Z/a1Z x - - - x Z]a,Z. Soit
(9r)k>1 une suite d’éléments de G telle que g, = ey pour tout k € {1,2,...,0+r}. Pour
tout entier naturel k non nul, on note gi, = (nl(:), e ,nngT)). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(1) il existe € > 0 tel que pour tout (A1, ..., ) € TC\ {(1,...,1)}, on ait

(1) e

e | I

n
sup |A;*
k>1

(2) il existe € > 0 tel que pour tout x € G\ {1}, on ait supy>1 [x(gx) — 1| > €;

Démonstration. On commence par montrer par contraposée que (2) implique (1). Etant
donné € > 0, on suppose qu'il existe (A1,..., ) € T\ {(1,...,1)} tel que

- 1( <e
pour tout entier naturel k non nul. Alors, en considérant le caractére x de GG défini par
X(n(l)’ o ,n(e—l-r)) _ )\711(1) o )\?(15)

pour tout (n(l),...,n(“’”)) € G, on voit que y # 1 et que |x(gx) — 1| < € pour tout
entier naturel k£ non nul, ce qui démontre I'implication (2) = (1). Montrons maintenant
que (1) implique (2) par contraposée. Soient € > 0 et x € G'\ {1} tels que |x(gx) — 1] < €
emes

pour tout entier naturel £ non nul. On sait qu’il existe Aq,..., Ay € T et des racines aj
(L+1<i</l+r)del'unité App1,..., Aptr avec (A1,..., Ap1r) # (1,...,1) et tels que

(1) (e+r)
X(n(l),...,n“‘”)) = AT A,
pour tout (n(l), ey n(e”)) € G. Par définition de g1, ..., ge1r, On trouve que

[Aeri — 1] <€
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pour tout i € {1,...,r}. Comme Api1, ..., Apt, sont des racines de I'unité, on en déduit, en
prenant e suffisamment petit, que A\py; = -+ = Ay, = 1. Par conséquent, (A1,..., ) #
(L,...,1) et

n;@l) n}(f>

A =1 <.
pour tout entier naturel k£ non nul. Finalement, on a I'implication (1) = (2). O

Nous pouvons enfin énoncer et démontrer le théoréme donnant la caractérisation des
suites G-Jamison pour les groupes abéliens de type fini G.

Théoréme 10.5.4. Soit G le groupe abélien de type fini Z' x Z)ayZ x --- x Z/a,Z. Soit
(9k)k>1 une suite d’éléments de G telle que g = ey pour tout k € {1,2,..., 0+ r}. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(1) la suite (gr)k>1 est une suite G-Jamison ;

(2) il existe € > 0 tel que pour tout caractére y € G\ {1}, on ait supy>1 [X(gx) — 1] > €.

Démonstration. Pour tout entier naturel k& non nul, on pose g = (ng,my), oit n; € Z° et
my, € Z/a1Z X - - - X Z/a,Z. Supposons que la suite (g)r>1 soit une suite G-Jamison. Alors
d’aprés la Proposition la suite (n;)r>0 est une suite Zt-Jamison. En appliquant
successivement le Théoréme et la Proposition , on voit que la condition (2)
est satisfaite, ce qui montre que (1) = (2). Quant a U'implication (2) = (1), elle a déja été
démontrée dans la Proposition O



Annexe A

Quelques résultats intermédiaires

Dans cette derniére partie, nous démontrons certains résultats que nous avons admis
dans les chapitres précédents. Le premier d’entre eux, utilisé dans la preuve du Théoréme
correspond & I’étude du comportement local d’une fonction au voisinage de 0.

A.1 Etude d’une fonction

On désigne par o un nombre réel dans l'intervalle ]0,1]. On introduit la fonction paire
et 2m-périodique f, : R — R définie par

2.3"—-1

23—6“" Z 27" cos ((3" + k)t) (A1)

pour tout nombre réel t. L’objectif est de montrer que la fonction f, est exactement loca-
lement a-hélderienne au voisinage de 0, c’est-a-dire qu’il existe une constante C, > 0 telle
que l'on ait la double inégalité

gartra < a(0) = falt) < Calt]®

lorsque t appartient & un voisinage de 0. Autrement dit, la fonction f, est localement a-
holderienne au voisinage de 0 et n’est pas localement S-holderienne au voisinage de 0 pour
B > a. Pour tout entier naturel N, on notera f, ny la somme tronquée

N 2.37 1
fan(t) = Z 3man Z 27 cos ((3” + k)t)
n=0 k=0

pour tout nombre réel t. On commence par écrire différemment les fonctions fo v et fa.

Lemme A.1.1. Soient N un entier naturel et t un nombre réel. Alors fo, N = ga,N + Pa,N,
ou

ga,N

_ 5 Z 2 cos(3"t) — cos((3™ — 1))
3on(5 — 4 cost)
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et

N
cos((3"T! — 1)t) — 2 cos(3"F1t)
han(t) =2 .
N () nZ:;) 3an43" (5 — 4 cost)

De méme, fo = ga + ha, 00

— "t) — cos((3™ —
Ga(t) = 22 2 cos(3™t) ((3 1)t)

3on(5 — 4 cost)

n=0

et
h(t) = 2 io cos((3"F! — 1)t) — 2cos(37+1t)
“ 3an43™ (5 — 4 cost)

n=0

Démonstration. Si on démontre le résultat pour f, n, on aura celui correspondant a f,
en faisant tendre NV vers +o0o. On sait que pour tous nombres réels a, b, on a la formule

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb. On en déduit que

Fan(t) = és—w[cos(?,nt) me<2'§l <e2t>’“> — sin(3"t) 3m<2~§1 <e;>k>

k=0 k=0

Or, pour tout entier naturel n,

2-3"—1 it\ k 1 (&8 2.3™
&
S = E (2 > = 7( 25)“

k=0

4 eit\ 23" it i(2:3" 1)t
= |1-|(= _
5—4cost < 2 ) y " |

done 4 (2. 3n1) ((2-3" = 1)t)
cos(2-3"t cost cos . — 1)t
- 1 — _
Re(S) 5 —4cost < 43" 7 223" +1 >
“ 4 (23" (23"~ 1)
sin(2 - 3"t sint sin((2-3"—1)t
Jm(S) = — .
™) = 5 Teost < B Ty T >

En injectant les expressions de Re(S) et IJm(S) dans (A.2)), on obtient (en utilisant a
nouveau la formule cos(a + b) = cosacosb — sinasinb) :

al n+1 n__ n+l _
fa,N(t) = Z 3an(5_44cost) (COS(3nt) — COS(jgn t) _ COS((32 1)t) + COS((§2.3H+1 1)t))
n=0

= ga.N(t) + han(t).
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On étudie maintenant le comportement local de la fonction f, au voisinage de 0.

Proposition A.1.2. La fonction f, est exactement localement a-hélderienne au voisinage
de 0 : il existe une constante Co, > 0 telle que l'on ait les inégalités

gama < £a(0) = falt) < Calt]®

lorsque t appartient a un voisinage de 0.

Démonstration. Remarquons que pour tout nombre réel ¢, la quantité f,(0) — fo(t) est
positive. Comme la fonction f, est paire, on peut se restreindre a ’'étude de f,(0) — fo(t)
pour ¢ positif. Dans un premier temps, on s’intéresse a la majoration de f,(0) — fo(t) puis
on étudiera la minoration.

> Majoration de f,(0) — fa(t).
On estime ici séparément les quantités |ga (t) — ga(0)| et |ha(t) — ha(0)].

e Estimation de |hq(t) — ha(0)|.

On va montrer que la fonction h, est localement lipschitzienne au voisinage de 0. Tout

d’abord,

|ha(t) — ha(0)] +ZOO cos((3" — 1)t) — 2cos(3"+1t) + 5 — 4 cost

3n(y _
2 o 3an43™ (5 — 4 cost)
(1 —cos((3"+ — 1)t)) + 2(1 — cos(3" 1)) + 4(1 — cost)
< Z
Janyg3m

ol on a utilisé ici le fait que 5 — 4 cost > 1 pour tout nombre réel ¢. Si on pose

© 3(1—a)n+2 4+ 4.3an

Aa 1= Z 43"

n=0

< 400,

on trouve, en utilisant le théoréme des accroissements finis, que
ha(t) = ha(0)] < 244t
Ceci montre en particulier que la fonction A, est localement a-hélderienne au voisinage de

0. Passons maintenant a I’étude de la fonction g,.

e Estimation de |g,(t) — go(0)].
Soit ¢ un nombre réel strictement positif. Alors

|ga(t) — ga(0)] _ io 2cos(3"t) — cos((3™ — 1)t) — (5 — 4 cost)

2 o 3on(5 — 4 cost)
Cost =i1- cos(3"t) =>1- cos((3™ —1)t)
<4 Z Z 3an + Z 3an <A3)
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ol on a utilisé ici I'inégalité triangulaire et le fait que 5 — 4 cost > 1. On estime les trois
quantités de (A.3)) séparément. Tout d’abord, I'inégalité des accroissements finis nous donne

X1 — cost
> e < Bat (A.4)
n=0
ol By 1= 3,573 < +o00. Ensuite,
oo Llllflét)J_l
1 — cos(3™t) E 1 — cos(3™t) 1 — cos(3"t)
Z 3an - Z 3an - Z 3an (A'5)
n=0 n=0 n> Llr\l(lét)J

= 81(t) + Sa(t)

ol on a noté S;(¢) la premiére somme du membre de droite de (A.5) et Sa(t) la deuxiéme

somme. Pour estimer Si(t), on utilise 1’égalité 1 — cos() = 2sin (g)2 :

Lln(l/t)J 1 s Lln(l/t)J 1
S (t) =92 lri % < ﬁ lri 3(2—a)n < tz<3(2_0‘)1n1(1ét> — 1)
n 3on =2 = 2(3% - 1) ’
n=0 n=0
ol on a noté Llnl(r}ét)J la partie entiére du nombre réel lnl(;ét) . On a alors
t2 9 o
<— (-1 < A.
Sl(t) = 2(32—a - 1) (t ) = 2(32—a - 1) ( 6)
De plus,
_ 3
St)< Y 3er< Tt (A7)

nz Llnl(jét)J
Ainsi, les estimations (A.6) et ({A.7) montrent qu’il existe une constante D, > 0 telle que
+oo
1 — cos(3"t) o

n=0

On peut aussi écrire que

In(1/t) _1
X1 —cos((3" — 1)t) ] 1—cos((3" — 1)t) 1 — cos((3" — 1)t)
Z 3an - Z Jan + Z Jan
n=0 n=0 n> Llnl(;ét)J

et en utilisant le méme raisonnement que précédemment, on montre facilement qu’il existe

une constante F, > 0 telle que

i” 1- cos;(a?)n" “ D) _ g e (A.9)

n=0



A.1. ETUDE D’UNE FONCTION 169

Les estimations (A.4]), (A.8]) et (A.9) montrent donc que la fonction g, est localement a-

holderienne au voisinage de 0. Finalement, la fonction f,, est localement a-hélderienne au
voisinage de 0. Il nous reste & montrer que « est le meilleur exposant de Holder possible
pour la fonction f, au voisinage de 0.

> Minoration de f,(0) — fo(t).
Ici, t désigne toujours un nombre réel strictement positif proche de 0 (disons 0 < ¢ < %).

En utilisant 'expression (A.1) de f,, on a

+oo 2:3n—1
0 < fal0) = folt) =D 37" Y~ 27 (1 — cos((3" + k)t))
n=0 k=0

et chacun des termes de la somme ci-dessus est positif. Etant donné un entier naturel NV,
on peut donc écrire, avec les notations du Lemme [A.T.T] que

N 2.3"—1
fal0) = fal(t) =D 237%™ > 275 (1 — cos((3" + k)t))
n=0 k=0

= fa,N(O) - fa,N(t)
= (9a,5(0) = ga,n (t)) + (ha,n(0) — ha (1))

et on minore les deux termes du membre de droite de I'égalité précédente séparément.

e Minoration de hqy n(0) — ho, N (t).
D’aprés le Lemme on a

ha,n(0) = han(t) N, cos((3"1 — 1)¢) + 2cos(37 1) — (5 — dcost)
9 o Z

— 3an43™ (5 — 4 cost)

B 4% 1 —cost N iv: 1 —cos((3"*! — 1)) 5 iv: 1 — cos(3"F1t)
B 3an43™ (5 — 4 cost) 3an43" (5 — 4 cost) 3an43™ (5 — 4 cost)
n=0 n=0 n=0
En notant
+© 5_an 100 3(1—a)n+1
Fa::ZF<+OO et Ga::ZT<+OO’
n=0 n=0

on trouve, en utilisant 'inégalité des accroissements finis, que

Y 1 —cost N 1 cost
T;) 3an43"™ (5 — 4 cost) = T;) 3ang3” < Fat (A.10)
et
ZN: L=cos )t (A.11)

3 (5 _ =
= 304 (5 —4cost)
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Dans la suite, on prendra pour N la valeur

1
N ||y (A.12)
In3
Pour tout entier n € {0,1,...,N}, on a 3”1 < 7T Donc 0 < %t < 5 et alors

sin (3 m *1t) > 3n+1 Ly, Comme 5—4cost <9, on en dedult que

Z 1 — cos((3"F1 —1)¢) S Qi sin (3 +21*1t)
— 3an43™ (5 — 4cost) — 9 Jangsn

22 o (31 — 1)
) an 3™
9 = 3on4
> 22 (A.13)
~ On2 '
D’aprés les estimations (A.10]), (A.11) et (A.13), on a donc

han(0) — han(t) _ 2
: i . :
. > g t” — (4Fa +2G0)t (A.14)

Passons maintenant & la minoration correspondant a la fonction g, n.

e Minoration de g, n(0) — go,n(t).
D’aprés le Lemme on a

9a,N(0) — ga,n(t) i 5 —4cost —2cos(3"t) + cos((3" — 1)t)
2 B 30n(5 — 4 cost)

n=0

_ Z 4(1 — cost) + 2(1 — cos(3™t)) + (cos((3" — 1)) — 1)
3on(5 — 4 cost)

N 251n( ) +2<Sln(32t)2—sin (@)ﬁ
>3
= 3an(5 — 4 cost)

puisque 1 —cost > 0et1l—cos(f) =2sin (2) Or d’aprés la valeur de N donnée dans
, ona0< & _1) < ﬁ < 5 et comme la fonction x — (sin r)? est croissante sur

I'intervalle [ ] on a 1’1negahte sin (3 t) > sin (@)2 Par conséquent,

’ 2

N 2 N
9a,N(0) = ga,n(t) 3 2sin (%) > 2t 3(2-a)n,
2 — = 39(5 — 4cost) 9r2

Comme N +1 > ln(”/t) — 1, il vient

ga,N(()) — ga,N(t) > 27752 . 1 . (3(2—04)(%—1) N 1)
2 ~9r2 3re—1

- s ((3) ")

= Ht* — I ¢? (A.15)
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avec des notations évidentes (H,, I, > 0). Finalement, il découle des minorations (A.14)
et (A.15)) que, pour ¢ strictement positif proche de 0,

4
fa(0) = folt) > 2Ht* + (9772 — 2Ia>t2 — (8F, + 4Gt

et donc fo(0) — fo(t) > Hyt® sit est suffisamment proche de 0, ce qui conclut la preuve

de la Proposition ]

A.2 Lemmes combinatoires

Nous donnons maintenant les preuves de certains résultats de nature combinatoire.
Tout d’abord, nous avons di calculer les sommes suivantes pour calculer les moments
d’une variable aléatoire gaussienne complexe (Proposition |3.1.5)).

Lemme A.2.1. Pour tout entier naturel n, on a

SO0

1
V1-4x
On montre facilement par récurrence que pour tout entier naturel &,
(2k)! 1

k' (1 — 4x)(2k+1)/2

=
—

Démonstration. On considére la fonction f : z — définie sur l'intervalle ] — %,

f®(z) =

On en déduit le développement en série entiére suivant : pour tout x € ] -

*f <2k>xk 1
— k V1—4z

En mettant les deux membres de cette égalité au carré, il vient

> (Z (%) (“_”)) Y

n=0 =0

[ =
=
—

et on conclut en identifiant les coeflicients. O

Le lemme trés simple suivant a été utilisé dans I’'Exemple [5.1.15

Lemme A.2.2. Soit n un entier naturel non nul. Le nombre de partitions par paires d’un

N 47 2 . . (2n)!
ensemble a 2n éléments est égal a (nn) .
27!

Démonstration. Pour tout entier naturel n non nul, on note p,, le nombre de partitions par
paires d’un ensemble & 2n éléments. Dans un premier temps, on exprime p,11 en fonction
de py. Soit E = {x1,...,Top+2} un ensemble a 2n + 2 éléments. A partir de 1’élément x4,
on peut former exactement 2n + 1 paires distinctes : {x1, 22}, {z1,23},. .., {21, Tont2}.
On en déduit donc que pp41 = (2n + 1)p,. On démontre alors le résultat annoncé a 'aide
d’un raisonnement par récurrence et en remarquant que p; = 1. O
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L’identité de polarisation suivante a été utilisée plusieurs fois dans la premiére partie
de la theése.

Lemme A.2.3. Soient H un espace de Hilbert et k un entier naturel non nul. Soit B une

forme k-linéaire symétrique sur H. Alors, pour tous vecteurs x1,...,x, de H, on a

k
ST N Blag @, me o x) = KBz, @), (A16)

r=1 1<t <<l <k

Démonstration. On fixe x1,...,x, € H et on note S la somme
k
DD ST Blag et ae,xe o a,).
=1 1<t <<l <k

On peut réécrire S comme

SZZ(—I)k_T Z B(elx1—|—~--+ekxk,...,61$1+~--+ekxk).

r=1 (61,...,6k)€{0,1}k
€1+-t+ep=r

)

Pour tout entier j € {1,...,k}, on note SJ(.k la somme des éléments de la forme

B(xil,...,xil,...,wi].,...,xij),
S——— N——
&1 fois &; fois

ot § appartient a I'ensemble {1,...,k}, avec & +---+ & =ket 1 <ip < -+ <i; < k.
On veut compter le nombre de fois que chacun de ces éléments apparait dans la somme

intérieure sur les k-uplets (€1, ..., €;). Considérons donc un élément
B(.’L‘Z‘l,... y Lijqy - .,xij,...,xij)
\W_J %’—/
& fois ¢; fois

de cette forme. Dans la somme

Z 8(61m1+-~-+6kxk,...,61:):1+~--+ekxk), <A17)
(517~--’6k)€{071}k
€1+-+ep=r
cet élément apparait lorsque (eq,...,€;) € {0,1}F est tel que €;, = 1 pour tout entier
p€{l,...,7}. On en déduit que compter le nombre de fois qu’apparait notre élément dans

la somme ({A.17)) revient & dénombrer le nombre de solutions de I'équation ny +- - - +n,—; =
r—j, ou n; appartient a {0, 1}. Ainsi, le nombre cherché est (:tj) Ceci permet de calculer
la somme S :

k k
S s,

S](k) _ k-1 [i(_l)k—r <I::j)
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Or, pour tout j € {0,k — 1},

k

i
> (-uE ( ].) 0.
r=j r=J
De plus, les termes qui apparaissent dans la somme S,gk) sont de la forme B(z,(1), - - -, Tr(k))s
ou T est une permutation de Sy, et tous ces termes sont égaux a B(z1, ..., x) par symétrie

de B, ce qui montre que

S =kK'B(z1,...,xL).

O
La formule de polarisation (A.16) nous donne le cas particulier bien connu suivant.
Corollaire A.2.4. Soit k un entier naturel non nul et t1,...,tx des nombres réels. Alors,
on a lidentité de polarisation suivante
k 1 k
k— k
1EERWETED S TN
i=1 r=1 1< <<l <k
Démonstration. 11 suffit d’appliquer (A.16) a la forme k-linéaire symétrique
B: Rx---xR — R
(tl,...,tk) —  f1... 1.
O

Pour estimer les corrélations entre deux fonctions d’un nombre fini de variables (Théo-
réme [6.1.1]), nous avons admis 1’égalité suivante.

Lemme A.2.5. Soient ¢ et N des entiers naturels non nuls. Alors

DR
iyt !
(i1,-yin ) ENV
i1+ tiy=~

Démonstration. On écrit de deux maniéres différentes le développement en série entiére de
eN%. D’une part, on a

Nz  NZ2x2 Nzt
Nm f— — — . e .« ..
e’ =1+ T + o + + 7 +
et d’autre part,
2 N
Nz _ (a\N _ . T ...
M =@ = (L g o)

=14 812+ Sax® -+ Spx® + -+,
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ol on a noté, pour tout entier naturel £ non nul,

1
Sg = E 7 - 1
21! e !
(i1,-vin )ENY
i1ty =~

Par identification, on en déduit que pour tout entier naturel £ non nul on a

NZ

=
O

Le lemme combinatoire suivant a été déterminant pour prouver le Corollaire
Lemme A.2.6. Soient k,r et £1,...,4, des entiers naturels non nuls tels que {1+ - -+, =
k et soient des entiers relatifs non nuls j1,...,jr deux & deux distincts. Le nombre de k-
uplets d’entiers relatifs (i1,...,ix) que Uon peut former avec ¢ entiers égaux & ji,..., {r
entiers égaux 4 j, est égal a
k!
A

Démonstration. On veut calculer le nombre de k-uplets que 'on peut former avec les £
entiers ji,..., les £,_1 entiers j,_1 et les ¢, entiers j,, avec j, # j, lorsque p # g. Le nombre
de positions différentes que peuvent prendre les ¢1 entiers j; dans un k-uplet est égale a
(ekl ) Ensuite, pour les #5 entiers jo, il reste k — ¢1 places disponibles dans le k-uplet. On

en déduit que le nombre de fagon de répartir ces entiers est égale a (szl). A la fin, pour
les ¢, entiers j, restants, il reste seulement (k_él_é;_ér‘l) = 1 fagon de les arranger (car

{1+ ---+ ¢, = k). Finalement, le nombre de k-uplets que I'on peut construire est égal a

)

k! k=) (kb= =)
00k —00)! Lol(k— by — L) LMk —fy — - —£,)!
k!

AR




Annexe B

Réponse a la Question 2.4.5

Dans le chapitre , nous nous sommes posés la question suivante (Question :
étant donné o € (0, 1], peut-on trouver un espace de Hilbert séparable et un opérateur
linéaire borné sur cet espace qui admette un champ de T-vecteurs propres o-engendrant et
exactement a-holderien. Nous en avons donné une réponse partielle (Théoréme en
construisant un tel champ de T-vecteurs propres pour un opérateur de décalage pondéré
By, sur 'espace l2(N). Ce champ de T-vecteurs propres E, (et plus particuliérement la
suite de poids w = (wp)p>1) a été construit(e) a partir d’une fonction f, paire et 2m-
périodique choisie de telle sorte que la suite de ses coefficients de Fourier (c;);>1 soit
strictement positive avec des rapports 0]67;1 uniformément bornés. Cette méthode ne nous
a pas permis de répondre complétement a la question puisqu’a une fonction f, exactement
a-holderienne correspond un champ de T-vecteurs propres E, exactement (a/2)-holderien.
En nous inspirant de I'Exemple nous allons donner une réponse compléte! a la
Question [2.4.5

Théoréme B.0.7. Soit a € (0,1]. Il existe une suite de nombres réels w = (wp)n>1
strictement positifs telle que l'opérateur de décalage pondéré By sur lo(N) admette un
champ de T-vecteurs propres o-engendrant et exactement a-hélderien.

Démonstration. Sia =1/2 ou a =1, le probléme a déja été étudié dans les Exemples
et respectivement. Soit o €]0,1[\{1/2} et posons x = o + %. Nous allons montrer
qu’il existe un opérateur de décalage pondéré By, sur 5(N) qui admet un champ de T-

vecteurs propres o-engendrant et exactement a-holderien. Comme dans I’Exemple

_n_
n—1

On définit ensuite le champ de T-vecteurs propres E pour By, en posant

E\) = Z An.wnen =ep + Z %en

w1 ..
n>0 n>1

on considére la suite w = (wn)nzl définie par w1 = 1 et w, = ( )F" pour tout n > 2.

1. Ce résultat est a attribuer au rapporteur de l'article Strongly mizing operators on Hilbert spaces and
speed of mizing (soumis & la London Mathematical Society)
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pour tout A € T et on sait d’aprés [4, Exemple 3.21] que F est o-engendrant. Nous montrons
maintenant que F est exactement a-holderien. Pour commencer, montrer que E est au
mieux a-hélderien. Soit N un entier naturel non nul et pair et posons Ay = e™/N. 11
existe une constante C' > 0 (qui ne dépend pas de l'entier N) telle que pour tout n €
{N,...,3N/2}, on ait |[\}, — 1| > C > 0. Il vient alors

3N/2 |)\n |
IEQw) — E(D)[|3 > Z
3N/2 1
2
Z C Z n2a+1
n=N

>C2/3N/2+1dt_02 L 1
- N 2o+l 92q \ N2o (3N/2 +1)2

et donc il existe une constante C, > 0 (qui dépend seulement de «) telle que

Co _ Ca .
IEQw) = BB > o5 > % I — 11

Ceci montre que le champ de T-vecteurs propres E pour By, est au mieux a-hdlderien.
Montrons ensuite que E est a-holderien. Pour cela, il suffit de prouver que F est a-hdlderien
au point 1 (puisque |A\" — p"*| = |(A@)™ — 1| pour tous A, u € T). Soit A € T\ {1} un nombre

complexe proche de 1 et N = Lﬁj Alors on a

N 2 +oo n 2
) N~ A" 1]
IEQ) = EOIP=> "=+ 2 Somm

= S1(\) + Sa(N)

oll on a noté Si(A) la premiére somme et Sz(A) la seconde. Nous allons estimer ces deux
sommes séparément. En utilisant 'inégalité |\" — 1| < n|A — 1| dans Si(A), il vient

Yoo
SN <A =1PY
n=1

et
N N
1 " odt

> =2y [N

n=1 n=1"1
N

dt
:(1—2a)/ ( > 1>t2a+N

1 t<n<N

N
—(-20) [ (V=) + N
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ou |t] désigne la partie entiére du nombre réel ¢. Si {t} est la partie fractionnaire de ¢,
nous avons aussi

N N
1 1 1 -2« 1 {t}
Z n2a—1 = N(NQa—l B 1) 9 _9q (NZa—Q B 1) + <1 B 20‘)/1 120—1 dt + N

n=1
1
()

< 1 n 1 -2« L
~ (2—-2a)N22=2 " |2 -2«

1 -2«
2 — 2«

Il existe donc une constante D, > 0 telle que
S1(\) < Dol — 1%

Nous estimons ensuite la somme S2(A) en utilisant la majoration |A\" — 1| < 2, ce qui nous
donne

= 1 oo gt 2
S2(A) <4 Z TS 4/1\/ 20+1 — oN2a
n=N+1

et donc il existe une constante E, > 0 telle que Sa(A) < Eu|\ — 1/2%. Les majorations
obtenues pour Sj(\) et Sa(A) montrent que le champ de T-vecteurs propres E pour By
est a-holderien, ce qui démontre le Théoréme [B.0.7]

O
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