Fiche de TD #12
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SUITES NUMERIQUES

(quelques corrigés)

Exercice 5 Soit n € N*. On a :

n+1

=3

k=0

On procéde par encadrement. Pour tout k € [0,n+1],ona 0 <n?> <n?+k<n?+n+1
puis, par décroissance de la fonction inverse sur R , on a :

1 < 1 < 1 . n < n <1
X X 5 u1s X X
n24+n+1 " n24+k " n? P n24+n+1 n24+k " n

en multipliant par n > 0. En sommant ces inégalités, il vient :

n+1 n n+1 n n+11
P e D <> -
2 = 2 =
—n +n+1 = + k ="
c’est-a-dire :
(n+2)n n+2_1+2
n24+n+1 " n n
2
Orl4+— ——1let:
n n—-+oo
(n+2)n 1+2

D) = 1m 71 1 :1
n—+oco N2 +n + 1 n~>+c>ol—|—ﬁ—|—F

Le théoréme des gendarmes permet alors de conclure que :

Uy — 1
n—+o00

Exercice 7 Soit n € N. On a uy,, v, € [0,1] donc u,v,, < u, < 1. Comme u,v, — 1,

n—+o0o
le théoréme des gendarmes fournit :

Uy — 1
n—+oo

On procéde de la méme maniére pour la suite v.

Exercice 14 La suite (u,)nen n’est pas majorée donc :
VM eRy,IneN u, > M

On va montrer, en raisonnant par récurrence, qu’il existe une fonction ¢ : N — N stric-
tement croissante telle que :

Vn € N, Ugp(n) Z N

* D’aprés 'hypothése (pour M = 0), il existe un entier ng € N tel que u,, > 0. On
pose alors ¢(0) = ng.

* Soit n € N. Supposons qu'il existe un entier n € N tel que u,(,) = n. On veut mon-
trer qu’il existe un entier noté ¢(n + 1) tel que p(n +1) > @(n) et vy =n+ 1.
Remarquons que I'hypothése faite sur la suite entraine que la suite (up)pzen)+1
n’est pas majorée. En effet, si celle-ci était majorée, alors il existerait M € R tel
que :

Vk = p(n) + 1, up <M

et alors la suite (ux)ren serait majorée par max(ug, u1, . . ., Ugpm), M), ce qui contre-
dit 'hypothése. On en déduit qu'il existe un entier ng > ¢(n)+1 tel que uy,, > n+1.
On pose alors ¢(n + 1) = ng. On a bien p(n + 1) > p(n).
Par principe de récurrence simple, on a montré qu’il existe une fonction ¢ : N — N
strictement croissante telle que :
Vn € N, Ugp(n) =N

Ainsi :

(Ug(n))nen est une suite extraite de u qui tend vers +oo (théoréme de comparaison)

Exercice 15 Soit u = (u,)nen une suite a valeurs dans Z (i.e. : Vn € N, u,, € Z). On
suppose que u est convergente. Montrons que u est stationnaire, c’est-a-dire :

dngeN, VneN, n2ng = up = Uy,
Par hypothése, la suite u converge. Notons ¢ € R sa limite. Alors :

Ve>0,3dn. N, VneN, n>2n. = |u, —¥| <e¢
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Pour le choix € = 3 > 0, il existe un entier ng € N tel que :

Wl =

VneN n>2ny = |u, — £ <

Soit n € N tel que n > ng. Alors :
[tn, — Ung| = [(un, — £) = (Ung — €)| < Jup, — €| + |un, — €| (inégalité triangulaire)

<

[SCRN V)

car n = ng et ng > ng. Comme wu est & valeurs entiéres, on a |u, — un,| € N et on vient de
2 ) , L
montrer que |u, — un,| € |0, 3| Par conséquent, |u, — tn,| = 0, c'est-a-dire u, = tp,.
Ainsi :
VneN, n2=2ng = up = Uy,

Autrement dit :

| la suite u est stationnaire

Exercice 20 Commengons par montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n,
on a Tn < Yn-

* La propriété est vraie au rang 0 par hypothése.

* Soit n € N. On suppose que x,, < y,,. Montrons que Z,,+1 < Yn4+1. On a:

y —x :mn+2yn_2xn+yn:yn_xn 0
n+1 n+1 3 3 3 =

par hypothése de récurrence.

Par principe de récurrence simple, on a donc :
Vn € N, Tn < Yn

Etudions maintenant le sens de variation des deux suites. Pour tout n € N, on a :

2z, + -z
Tny1 — Tn = 7L3 L — Tn = Un 3 B >0
et :
o xn+2yn o Tn — Yn
yn-&-l*yn*Tf-Tn*T\O

Donc (z,,)nen est croissante et (y,)nen est décroissante. On a donc :

Vn € N, To < Tn < Yn < Yo
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La premiére inégalité provient de la croissance de (z,)nen, la troisiéme provient de la dé-
croissance de (Y, )nen est la deuxiéme a été démontrée par récurrence. Ainsi, (2, )nen est
croissante et majorée (par yo) donc elle converge. De la méme maniére, la suite (Y, )nen
est convergente. Notons ¢ € R (respectivement ¢ € R) la limite de (y,)nen. On a :

2%n + Yn

v N
n €N, 3

Tpy1 =
donc, en faisant tendre n vers +oo (ce qui est licite puisque les suites mises en jeu sont
convergentes), on obtient :

2040
d’ott 'on tire £ = ¢'. Tl reste & déterminer la valeur de £. Remarquons que la suite (2,,)nen
est récurrente linéaire d’ordre deux. En effet, pour tout n € N, on a :

14

o 2xn+1 + ynJrl o 2x?ﬁ»l T + Qyn
nt2 = 3 BE 9
241 T 2
- r —(3 n -2 n
5t tgB%nr1 — 22
o 4$n+1 T
-3 3

L L . , 4 1 , 1 .
L’équation caractéristique associée est z= — gx + 3 = 0. Ses racines sont 1 et 3 Il existe
donc A, B € R tel que :

1 n
Vn € N, xn=A+B<3)

Déterminons enfin A et B en fonction de zg et 7. On a :

A+ B =xg — A:Ll?_”’“
3A+ B =31, B = un truc
\" 3x1 — x0 C ..
Comme | =) ——0,onax, A= . Par unicité de la limite, on a :
3 n—+oo n—-+o0 2
)= El _ 31‘1 — X
2

MPSI

Année 2022-2023



