Fiche de TD #11

SUITES NUMERIQUES

(corrigés)

Exercice 1

1. Pour tout n € N, on a :

o T ()
n \12-/ 1+($)TL

6 n
Or = €] —1,1[ done (3) ——— 0. On en déduit que :

n—+oo

2. Soit n € N. On a cos(n) < 1 et —n < 0 donc —ncos(n) = —n. On en déduit que :
Vn € N, un>n27n+2:n(n—1)+2

Or n(n — 1) + 2 —— +oo donc, d’aprés le théoréme de comparaison,
n—+oo

Uy ——— +0O0

3. Soit n € N. On a :
sh(n) e"—e™" V2 1 < e"(1—e™2m)
<h(n) 2 erde 2 e%\/l—i—e*%
n

e2 1—e 2n

:72 X —

1+e 2

n 67277,
Ore™ —— 0et e 2 —— 0 donc 1. De plus,

e"2 ——— oo donc (opérations sur les limites) :
n—r+oo

Up —> +00
n—+oo

4. Soit n € N*. On utilise 'expression conjuguée :

_ 2n
K
_ 2

Uy — 1
n—+oo

_ 2n
Vn2+n++vn2—n

Un

On en déduit que :

5. Soit n € N. En utilisant ’expression conjuguée, on a :

2" — 1 21— (3)"
_ -3

VerETAVETET E (i (2) 4 Vi)

(2 >” 1-(3)"

== x

Ve VIt () +Vite ™
2

Or on sait que 2 < e < 3 < 4 donc 0 < /e < 2. Ainsi, 7 > 1. On en déduit que
e

() —— +00. De plus (2) —— > 0et () — 0 donc :

\/é n—r+o00 n—+o0o e n—+oo
- )" 1
I+ @)+ VITeT

D’aprés les opérations sur les limites, on a donc :

Si-
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Fiche de TD #11

Or :
! 1—>0 t
—_— - = e
Vn

n n—+oo
donc, d’aprés le théoréme des gendarmes,

Uy, — 0
n—+oo

Soit n € N*. On a —1 < sin(n) < 1 donc —1 < 1+ 2sin(n) < 3 puis, en multipliant

1
parﬁ20:
1 3

—%<Un<

<7

1 3
Or ——— ——— 0 et — ——— 0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes :

\/’TL n—+oo \/’TL n—+oo

Vn € N,

Uy, — 0
n—+oo

. Pour tout n € N\ {0,1}, on a:

nn—1)---2x1 1 k 1
0< uy = =—1] - <=
nn nk=2 n n
<1
N—_——
<1

1
Comme — ——— 0, le théoréme des gendarmes nous donne :
n n—+oo

Uy, — 0
n—+o0

. Pour tout n € N*, on a :

1 In(1+41
U, = exp {nln <1—|— )] = exp [n(lﬂ)
n 1

n

La fonction f : z — In(1 + z) est dérivable en 0 (elle est en fait dérivable sur
] — 1, +o0]) donc :

In(1+ ) —In(1) In(1+ x)

! . €. — ——1
xT z—0 f (0) e xT z—0
1 In(1+2)
Comme — —— 0 donc — 1. On conclut donc que :
n n—+oo o n—-+oo
U, —— €
n—r+oo

10.

Soit n € N*. On a (en factorisant par e™ dans le logarithme) :
Inl+n+e™)=lnE")+ne™+ne " +1)=n+Ine ™ +ne " +1)
donc :
Uy = (\/ﬁ)2e*\/ﬁ +e VP In(e ™™ +ne " +1)

Comme /n —— +00 et z2e™® ——— 0 (par croissances comparées), on a

5 n—+oo T—+00
—Jn .
(Vn)“e — 0. De plus :
e "+ne "4+1—1 donc Ine™™ +ne™™4+1) ——0

n—+oo T—+00

De plus, e "V* ——— 0 donc e V™ In(e " + ne " 4 1) — 0. Finalement :
T—+00 T—+00

Uy — 0
T—r+00

Exercice 2

1.

(a) Soit n € N. Par linéarité de I'intégrale, on a :

QH—hzzmmmﬂ—m@mazzlwwmm—na

Soit ¢ € [1,e]. La fonction In étant croissante sur [1,e], on a 0 < In(¢) < 1 et
donc :

vte[le,  In(®)"(n(t)—1) <0

Par croissance de l'intégrale, on a :
/ In(¢)"(In(¢) — 1) dt <0 i.e. Iyy1—1, <0
1

Autrement dit :

|la suite (Ip,)nen est décroissantel

Soient n € N et t € [1,e]. On a In(¢) > 0 donc In(¢)™ > 0. Par positivité de
I'intégrale, on en déduit que :

I, = / In(t)"dt >0
1

La suite (I,;)nen est donc minorée par 0. Comme elle est de plus décroissante,
le théoréme de la limite monotone implique que :
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Fiche de TD #11

|1a suite (I,)nen est convergentel (b) Soit n € N*. D’aprés la question précédente, on a :
(b) Soit n € N. On utilise une intégration par parties en considérant : vk € [0,n — 1] w L — —1)FH! e
. ’ ’ S Y
n+1
Iy = /1 1 x In(t)"* dt En sommant ces égalités, on obtient :
n—1 n—1 k+1 n ¢
En posant : _ _ (-1) _ (-1)
u’(t):l v(t):ln(t)”"‘l Unp UO*;}(Uk+1 Uk)e<;)(k+1)! =e ; 7
u(t) =t '(t) = n—t’— 1 In(t)" car la somme de gauche est télescopique. Or :
: —1)°1, ¢
on a : uozi( ) Ozloz/ldt:e—l
e 0! 1

e
I = [t ln(t)"+1] . f/ (n+1)In(t)"™ dt Ainsi -
1 :

=e—(n+1 elnt"dt " (—1)¢ "L (—1)¢
BRI “n:\‘ifHe(Z(u)):e(e (6!)>_1

=0 {=1 =0
Ainsi :
|Vn€N, In+1:€—(ﬂ+1)fn| On en déduit que :
n
].)aa.prés la question 1.(a), la suite (I,)nen est conv.ergente; notons ¢ .G R sa Vn € N¥, Z (—1)k =e 1 (u, +1)
limite. On a I,, —— f et I,,;1 — { et la relation de récurrence ci-dessus k!
n—+00 n—+o00 k=0
se réécrit :
e It (=D" Sy . . ; .
Vn € N, I, = 1+l (%) Or I, . 0 et o o 0 (produit d’une suite bornée et d’une suite
n n n oo : n o5}
7 qui tend vers 0) donc (opération sur les limites) :
Comme 0 et —FL 0 (opérations sur les limites), on n
obtient ¢ = 0 en faisant tendre n vers +oo dans (*). Finalement : Un =777 % Iy o 0
I, 0 On conclut donc que :
n—-+o0o n k
S~ (D
. k! no+oo
2. (a) SoitneN.On a: k=0
()" gy (=) .
Unt1 = CES = (nt1)! (e—(n+1)I,) Exercice 4 Comme la suite (a,)nen est & valeurs strictement positives, les inéga-
(—1)n+1 . (—1)"1I,, lités se réécrivent : . _ -
= e _nTi
(n+1)! n! neh, Intl S b, tn
Ainsi : Ainsi, on a a1 < —1a0 puis :
—yr " by by b
nen, u"+1:me+u” azéb—zmébij—lao
1 1 0
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by b b ; ACTO] .
d’aprés 'inégalité précédente et car — - >0, i.e as < b—an. Pour a3, on obtient a3 < b—?’ao. Soit k € N\ {0,1,2}. Comme f est décroissante sur [k, k + 1] C [2, +00], on a :
1 0 0

Montrons alors par récurrence que : vVt e [k, k+1], f@) < f(k)

b Donc (par croissance de l'intégrale) :

Vn € N, 0<a, < —ag (p grale)
by k+1 k+1
NS L : X : . f(t)dt < f(k)dt
L’inégalité de gauche est immédiate car la suite (a,)nen est & valeurs (strictement) posi- & &
tives. Or :
* Il n’y a rien & démontrer pour n = 0 (les deux nombres mis en jeu dans 'inégalité kol k+1

sont égaux et valent ag). . f(k)dt = [f(k)t} P f(k)(k+1—k) = f(k)

* Soit n € N. On suppose que a,, < Z—nao. Montrons que a1 < bzﬂ ap. On sait que : De méme, f est décroissante sur [k — 1, k] C [2, +oo[ (car k = 3) donc
0 0
vie k-1,  f(k)<f()
anrl .
An4+1 < b A puis :
n
) k k
Or a, < b —ag par hypothése de récurrence et on a ZH > 0 (car la suite (by)ren f(k) = . 1f(k) dt < . lf(t) dt
0 n - B
est & valeurs strictement positives) donc : Ainsi :
anrl bn+1 by, bn+1 Vk € N o dt < k) < ’ d
Ant1 < ay < X —ag = ag € N\ {0,1,2}, f@)dt < f(k) < f(t)dt)
bn bn bo bo k k—1

L’inégalité est donc vérifiée au rang n + 1. ce qu'’il fallait démontrer.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que : 2. Soit n € N'\ {0,1,2}. En sommant les inégalités obtenues a la question précédente
sur les entiers k € [3,n], on a :
b n n
VnEN, Oga b—ao /k+1 Z 1 Z/
0 . Eln(k) = L tln
k=3 k=3
bn, s s - . L
Par hypothése, on sait que b, — 0 donc biao —— 0. Les inégalités précédentes c’est-a-dire, en utilisant la relation de Chasles pour les intégrales :
et le théoréme des gendarmes 1mphquent que : / L ¢ o 1 o / modt
. tn() ST 2m(2) S, th()
ayp — 0
noteo Une primitive de f sur [2, +oo[ est ¢t — In(In(¢)) donc les inégalités précédentes se
réécrivent :
. 1
Exercice 5 In(In(n+ 1)) — In(In(3)) < u,, — () < In(ln(n)) — In(In(2))
n

1. La fonction f : ¢t +— est bien définie et est décroissante sur [2, +oo[. En effet,

1
tIn(t)

f est dérivable sur cet intervalle et :

et, comme In(In(n + 1)) > In(In(n)) (par croissance de Inoln sur [2,+00[), on a :

L <y < In(in(n)) - In(in(2)) + 213(2)

/ L In(t) + £ x 1 In(t) + 1 In(In(n)) —In(In(3)) + ()
vie ool SO =T aE T T R S = =
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Pour tout n > 3, on a In(ln(n)) > 0 (car n > e) donc :

A o Up, B
In(In(n)) ~ In(In(n))

VneN\{0,1,2}, 1+

Comme lim = 0, le théoréme des gendarmes permet de conclure que :

1
w00 Tn(ln(n)

U )
In(In(n)) n—+oo
Exercice 4
1. Soient n € N* et k€ [1,n]. Onal<k<ndonc0<n?+1<n?+k<n?+n La

fonction racine carrée est croissante sur Ry donc :

0<\/n2+1<\/n2+k<\/n2+n
Ensuite, la fonction inverse décroit sur R donc :
1 1 1
< <
vVn24+n S Vn2+k o VnZ+1

En sommant ces inégalités sur les entiers k € [1,n], il vient :

1 1 1
2 G S L Ve S Vel

;\/nQ—Fni \/n2—|—n;17

1 B n
241 V24

n
vVn2+n

. Finalement :

et, de la méme maniére, E 7
n

Vn € N*¥,

n n
——— < Uy £ —FV———
vn?+n vn?+1

n

On a également lim = 0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes,

_n_
n—+oo Vni+l

la suite (up)n>1 est convergente de limite 0

Exercice 5 Soit n € N*. On a :

n+1

=3

k=0

On procéde par encadrement. Pour tout k € [0,n+1],ona 0 <n? <n?+k<n?+n+1

puis, par décroissance de la fonction inverse sur R, on a :

1 < 1 < 1 . n < n <1
< < = uis < < -
n24+n+1 " n2+k 2 P n24+n+1 n2+k " n

en multipliant par n > 0. En sommant ces inégalités, il vient :

n+1 n n+1 n+1
7< \ —
c’est-a-dire : ( 2) ) )
n-+2)n n -+
n?JrnJrl\un< n :1—’_%
2
Orl+— ——1let:
n n—+oo
2 1+2
lim (2" N

2 = Am T, 1
n—+oo n° +n + 1 n—>+ool—|—;—|—ﬁ

Le théoréme des gendarmes permet alors de conclure que :

Uy, — 1
n—+oo

Exercice 6

b b
=/n? + a+bn+ab—n—\/n2(1+a+ —|—a2>—n
n n

a+b ab

Soient a,b € R . Pour tout n € N*, on a :
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Fiche de TD #11

On utilise ensuite 1’expression conjuguée :

< 14 kb g ab >< 1+aﬁ4ﬁ$+1>

Up =N X
a+b ab
V14242
a+b ab
=n X n

ab
a+b—|——
/ a+b ab

b
Il est clair que a—l—b—i—a— —+> a+betque4/1+
n n—+oo

a+b ab

n—+o0o
de limites, on peut donc conclure que :

b
Va,b € R, un~——+a+
n—s+oo 2

Exercice 10 Soit n € N. On a u,,v, €
Upv, — 1, le théoréme des gendarmes fournit :
n—+oo

Uy — 1
n—-+oo

On procéde de la méme maniére pour la suite v.

Exercice 12
1. Soit n € N*. On a :

[0,1] done upv, < up

—|— — +1 ——— 2. Par quotient

< 1. Comme

Ainsi, la suite (up)n>1 est (strictement) croissante tandis que (vy,),>1 est (stricte-
ment) décroissante. De plus :

1
Up — Uy = ———— —— 0
nxn! no+too

On en déduit donc que :

les suites (un)n>1 €t (vpn)n>1 sont adjacentes

2. D’apres le théoréme sur les suites adjacentes, les suites (uy, )n>1 €t (v, )n>1 convergent
de limite commune ; on note ¢ € R cette limite. Raisonnons par 1’absurde et suppo-
sons que £ € Q. On a £ > 0 (car les suites sont & valeurs positives) donc il existe

(p,q) € N x N* tel que £ = 2 D’apreés la monotonie des deux suites, on a :
q

Vn € N*, un<g<vm
q
i.e.:
n n
1 P 1 1
Vn € N*, — < =< —
k! ¢ Zk'+nxn'
k=0 k=0

Pour n=¢qeN*, ona

n+1 1 n 1 1
Upp1 — Up = 7_27:7>0 q q q
k! k! 1! 1 !
k=0 k=0 (n+1) ZZ— p(g—1)! ZZ— - i€ 0<Zq—'—p(q—1)l<—<1
et : k=0 4 k=0
. 1 1 .
Un+1 — Un = Un+1 — Un ! !
(n+1)x(n+1)! nxn! Orpourtoutkze[[O,nﬂ,ona%GN(carkgq)doncZ%— (q—1)! € Z. Cet
1 1 1 ! = k!
C (n+1)! + (n+1)x (n+1)! T nxn! entier appartient a l'intervalle |0, 1[, ce qui est absurde. Finalement :
nn+1)+n—(n+1)>2
 nn+1)x (n+1)!
1
 onn+1)x(n+1)!
<0 Exercice 13 Soient 0 € ]0, g [
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* Soitn € N. On a :

Or :

donc :

Comme

Or tan

on a:

Ainsi :

Or0 <

tangent

Par déc

Un+1
sante.

2n+1

Upgl — Up = 2"*2 fan

0
€ }0, ZL on a sin (2n+1> > 0 et donc uny+1 — up = 0. De méme :

4
0 0
n+1
2”+1> -2 tan (Qn)

0 0 0
<2n> = tan <2 X 2n+1) et il € }0, % [ donc, comme :

2tan(a)
tan(2a) = T tan(a)?’

™ T
v :|_757|:7
a € 11

2tan (%)

0
tan (271) T 1 tan ()

0 1
V. — Up = 27L+2 tan l1-—
n+1 n on+1 1 — tan (%)

0
<Zdonc0<tan(

2n+1
e) puis :

o +1> < 1 (par croissance stricte de la fonction

0
. . . 1
roissance de la fonction inverse sur R, on obtient

> 1. Ainsi
I tan (y7) ~ 00

— vy, < 0. La suite (up)nen est donc croissante tandis que (v, )nen est décrois-

* On calcule directement les limites des deux suites. La fonction sinus étant dérivable
en 0,on a:

o — sin(0 .
sin(z) — sin(0) sin’ (0) ‘e sin(z) 1
xr — 0 x—0 X x—0
0
Comme — —— 0, on a :
2N p—too
: 0
SN 57
Up = 26 x # — 26
L n—+oo

n

De la méme maniére, on montre que v, —— 26. En particulier, on a donc
n—+oo

Vp — Uy — 0.
n—+oo

Finalement :

les suites (un)nen €t (Un)nen sont adjacentes et leur limite com-
mune est 26

Exercice 13

1. Soit n € N*. On a :

1
Pour tout k € [n+ 1,2n], on a k < 2n puis T > o par décroissance de la fonction
n

inverse sur R* . En sommant les inégalités, il vient :

h2n - hn

WV

2n 1 1
k=n-+1

Finalement :

h2n - hn

\Y
N | =

Vn € N*,

2. On raisonne par l'absurde en supposant que la suite (hy),>1 converge. Notons alors
¢ € R sa limite. D’aprés le théoréme sur les suites extraites, la suite extraite (hon)n>1
converge également de limite ¢. En faisant tendre n vers +oo dans les inégalités ob-

1 1
tenues & la question précédente, on obtient alors £ — ¢ > > i.€. 3 < 0, ce qui est

absurde. Finalement :
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la suite (hy,)n>1 est divergente

Exercice 18 La suite (un)nen n'est pas majorée donc :

VM eRy,IneN u, > M

On va montrer, en raisonnant par récurrence, qu’il existe une fonction ¢ : N — N stric-
tement croissante telle que :
Vn € N, Ugp(n) Z N

* D’aprés ’hypothése (pour M = 0), il existe un entier ny € N tel que u,, > 0. On
pose alors ¢(0) = ng.

* Soit n € N. Supposons qu'il existe un entier n € N tel que u,(,) = n. On veut mon-
trer qu’il existe un entier noté ¢(n + 1) tel que p(n 4+ 1) > (n) et ugypi1) = n+ 1.
Remarquons que I'hypothése faite sur la suite entraine que la suite (u;g)k%a(n)ﬂ
n’est pas majorée. FEn effet, si celle-ci était majorée, alors il existerait M € R tel
que :

VE>opn)+1,  u,<M

et alors la suite (uy)ren serait majorée par max(uog, Ui, . .., Up(n), M), ce qui contre-
dit I’hypothése. On en déduit qu’il existe un entier ng > p(n)+1 tel que up, = n+1.
On pose alors ¢(n 4+ 1) = ng. On a bien p(n + 1) > ¢(n).

Par principe de récurrence simple, on a montré qu’il existe une fonction ¢ : N — N
strictement croissante telle que :

Vn € N, Up(n) =1

Ainsi :

(U (n))nen est une suite extraite de u qui tend vers +oo (théoréme de comparaison)

Exercice 20

1. On suppose que la suite (uy,)nen est convergente ; on note £ € R sa limite. Montrons
que la suite (v, )nen converge également de limite ¢, i.e. que :
Ve >0, 3n. €N, Vn € N, nxzn. = |v,—¥f <e

Soit € > 0. On sait que u,, —— £ donc il existe n. € N* tel que :
n—+oo

Vn € N, nxn. = |u, —£ <

N ™

. Pour tout n € N*, posons u,, = Yn =nn =e n
b

Soit n € N tel que n > n.. Alors :
1 1 — 1 —
”f»%:gzun*ng;Z (ur =)
k=1 k=1 k=1
1n5 1 1 n
S SITETSS Syt
k=1 k=n.
ne—1
Par inégalité triangulaire, on obtient en posant M, = Z (ug — £) :
k=1
M, M, 1
o, — 0] < e wp— 0 < L UL 1y <E
n n 2
k=n. e
S2 <1
M| ¢
< -
S on * 2
M,
Comme | | —— 0, il existe n. € N tel que :
n n—+oo
M,
Vn € N, n}ngﬁoél E|<g
n

Posons alors N, = max(n.,n.) € N. Pour tout entier naturel n tel que n > N, on
a:

M,
|'Un_€|<g+
n

€
2
Finalement :

Uy —— £
n—+oo

. La réciproque est fausse. En effet, posons u,, = (—1)" pour tout n € N*. On sait que

la suite (uy,),>1 est divergente. Pour tout n € N*, on a :

Un:lznx_l)k:_lx(_l)#

n 2
k=1

qui est le terme général d’une suite convergente de limite 0. Ainsi :

| la réciproque est faussel

1 In(n) 1
. On a M — 0 par
n n—+o0o

croissances comparées donc u,, — 1. La question 1. implique donc que :
n—+oo

1+V24+ V34 +¢/n

n n—+oo
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4. On suppose que u,, — +00. Montrons que v,, ——— +00. On doit donc montrer Exercice 21
que : n—+oo n—+oo
1. Soit ug € R. On distingue trois cas.
> >
VAeR,, dny €N, Vn € N, nznyg = v, =2 A « Premier cas : 1y — 0
Soit A € Ry. Comme u,, — +00, il existe ny € N* tel que : Par une récurrence immédiate, on obtient que la suite (u, )nen est la suite nulle.
noee En particulier, cette suite converge de limite 0.
vneN, nzng = up >24+2 * Deuxiéme cas : uy > 0
Soit n € N tel que n > n4. Alors : Par une récurrence immédiate, on montre que pour tout n € N, on a u, > 0.
On en déduit que la suite (uy,)nen est décroissante. En effet :
1! 1< 1% n—ngt1
i "= y "= Vn €N, = <1
= =NA o449 = Uy, 14+ u2
=
La suite (u,)nen est décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente. En
1 1 n 1 . . . . .
Sin > 204, alors - < ot donc A < =. Pour un tel entier, on a donc : nota’nt ¢ € R sa limite, on obtient en faisant tendre n vers +oco dans la relation
n 2n 4 n 2 de récurrence :
n—nyg+1 n—na na 1 ¢ 1
o > " :1—725 (= —— i.e. {1—-——]=0,
1+ 2 1402
Adnsi +1 i d ' ibilité ¢ = 0. A
n—n ) .
Vn € N, n>oms — A (244+2) > A+1 ce qui donne comme unique possibilité 0. Ainsi, uy, — 0.
n
) * Troisiéme cas : uy <0
et donc :
na—l On montre par récurrence que pour tout n € N, on a u,, < 0. La suite (u,)nen
Vn e N, nz22ng = vy 2 - Z ug+A+1 est donc croissante car :
k=1
U 1
. na—l o . Vn € N, ntl 5 <1 puis Upy1 = Uy
On a maintenant — Z up — 0 donc il existe ng € N tel que (on choisit Un 14wy
n —1 n—+oo
€ =1 > 0 dans la définition de la convergence) : en multipliant par u,, < 0. La suite étant de plus majorée par 0, elle est conver-
gente. Le méme raisonnement que celui mené au deuxiéme point permet d’ob-
-1 .
1"a tenir que u,, — 0.
Vn € N, n}no:>’2uk <1 " notoo
i 2.
na—1 3. Une étude de la fonction f : & — x — Arctan(z) montre que f s’annule uniquement
En particulier, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a ng, on a — Z U = en 0 et :
n
k=1
—1. En posant finalement N4 = max(2n4,n9) € N, on a : (Vz € R_, z < Arctan(z)) et (Vo € Ry, Arctan(z) < x)
Vn € N, > — >-1+(A+1)=A . .. .
" =z na Un 2 A+ Soit ug € R. On distingue trois cas.
On peut donc conclure que : % Premier cas : ug = 0
e . .
Un n—+oo o La suite (uy,)nen est la suite nulle donc elle converge vers 0.
MPSI Année 2025-2026
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ug >0

On montre par récurrence que pour tout n € N, on a u,, > 0. Les inégalité pré-
cédentes montrent alors que la suite (u,)ncn est décroissante. La suite (up)nen
étant de plus minorée par 0, elle converge. Sa limite notée £ € R est telle que
f(¢) =0 donc £ = 0. Ainsi, u, — 0.

*x Deuxiéme cas :

Troisiéme cas : ug <0

Ici, on montre (par récurrence) que la suite est a valeurs dans R_. On en dé-

duit que la suite est de plus croissante donc elle est convergente. A nouveau,

Uy, — 0.
n—+oo

4. Tout d’abord, la suite est bien définie car R, est stable par 'application f (on a
donc 1+ u, = 1 > 0 pour tout n € N). De plus, on sait que :

Vo €] — 1, +o0], In(l4+2) <2

On en déduit que la suite (u,)pen est décroissante. Elle est de plus minorée par 0
donc elle est convergente (d’apreés le théoréme de la limite monotone). Notons £ € R
la limite de la suite. En faisant tendre n vers +oo dans la relation de récurrence vé-
rifiée par la suite, on obtient I'égalité In(1 + £) = ¢. Or, une étude de la fonction
2 +— In(1+ x) — 2 sur V'intervalle | — 1, +oo[ (ou sur R ) montre que son seul point

d’annulation est 0. Ainsi, £ = 0 et donc u,, —— 0.
n—+0oo

Exercice 22

* A Daide d’un raisonnement par récurrence (récurrence forte), montrons que la suite
(un)nen est bien définie et qu’elle est a valeurs positives.

— Onaupy=1>20

— Soit n € N. On suppose que uy,...,u, sont des nombres positifs. Alors
ug + -+ +u, € Ry et donc upq1 = Vug + - -+ + u,, est bien défini et est positif
(puisque la fonction racine carrée est a valeurs dans R).

La suite (uy,)nen est donc bien définie et & valeurs positives.

* Montrons que la suite (u,)nen est croissante. Soit n € N. On u,41 > 0 d’aprés ce
qui précéde donc :

up+up -+ up Sugtur o+ Uy + Ung

puis, par croissance de la fonction racine carrée sur R,

Vg +ur + -y < Jug+ur F o Uy + Unga i.e. Upt1 < Unpo

On en déduit que la suite (up)n>1 est croissante. On a aussi u; = Jug = 1 = g
donc la suite (uy,)nen est croissante.

* D’apres le théoréme de la limite monotone, ou bien la suite (u,,)nen est convergente,
ou bien u,, —— +00. Supposons qu’il existe / € R tel que u,, — {. Par

n—+0oo n—+oo
croissance de la suite (up)nen, on a £ > ug, i.e. £ > 1. Par ailleurs, on remarque
que :
2
Vn € N*, Upyq = Up + +* + Up—1 + Un,
e :

* 2 2
Vn € N¥, Un 1 = Uy + Uy

En faisant tendre n vers +oco dans cette relation de récurrence, on obtient ¢2 = £2 +/¢,
i.e. £ =0, ce qui est exclus.

Finalement :

Uy ——> +00
n—+oo

Exercice 24
turel n, on a x, < y,.

Commengons par montrer, par récurrence, que pour tout entier na-

* La propriété est vraie au rang 0 par hypothése.

* Soit n € N. On suppose que z,, < y,. Montrons que ,+1 < Yp+1- On a :

y — :xn+2yn_2xn+yn:yn_xn>o
n+1 n+1 3 3 3 =
par hypothése de récurrence.
Par principe de récurrence simple, on a donc :
Vn €N, Tn < Yn

Etudions maintenant le sens de variation des deux suites. Pour tout n € N, on a :

2x, + —x
In+1*zn:"Ty"fxn:y"T”>0
et : P
x Y Tp — Y
yn+1_yn:%_l‘n:%<0

Donc (2,,)nen est croissante et (y,)nen est décroissante. On a donc :

Vn € N, o < Tn < Yn < Yo

La premiére inégalité provient de la croissance de (z,)nen, la troisiéme provient de la dé-
croissance de (Y, )nen est la deuxiéme a été démontrée par récurrence. Ainsi, (2, )nen est
croissante et majorée (par yo) donc elle converge. De la méme maniére, la suite (Y, )nen
est convergente. Notons £ € R (respectivement £ € R) la limite de (y,)nen. On a :

2%n + Yn

Vn € N, 3

Tn4+1 =

MPSI
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donc, en faisant tendre n vers +oo (ce qui est licite puisque les suites mises en jeu sont
convergentes), on obtient :

2+l

=5

d’ou l'on tire £ = ¢'. Il reste a déterminer la valeur de ¢. Remarquons que la suite (2, )nen
est récurrente linéaire d’ordre deux. En effet, pour tout n € N, on a :

14

2xn+1 + Yn+1 2$n+1 Tn + 2yn
nt2 = 3 BE 9
2.’L‘n+1 In 2
= St Ty (3w — 22
3 + 9 +-9( Tn41 Tn)
_ 4xn+l Tn
3 3

L’équation caractéristique associée est x>

4 1 1
— —x + — = 0. Ses racines sont 1 et 3 Il existe
donc A, B € R tel que :

3 3

Vn € N, aanA—FB(;)

Déterminons enfin A et B en fonction de zg et 1. On a :

A+B=zy A=3nzt0
3A+ B =31 B = un truc

3£81 — X0

n—+o0o 2

1 n
Comme (3>

— 0,0on axz,

. Par unicité de la limite, on a :
n—+0oo

31‘1 — X

o
(=0 = 5

Exercice 25

* Montrons par récurrence que pour tout n € N, le nombre v,, est bien défini et qu’on
a les inégalités :
<

S

Vn € N, 0 < Un Un

— Par hypothése, on sait que 0 < vg < ug donc la propriété est vérifiée au rang
n =0.

— Soit n € N. On suppose que 0 < v,, < up. Alors u,v, > 0 et donc le nombre
Un+1 = /UnUy est bien défini et est positif. De plus :

(Vi) + (Von)* =2y (Vi =)
2 2 -

La propriété est donc vérifiée au rang n + 1.

Up+1 — Up =

Par principe récurrence simple, on peut conclure que la suite (v, )necn est bien définie
et que :
Vn € N,

* Ces inégalités permettent d’en déduire le sens de variation des deux suites. En effet,
pour tout n € N, on a :

0 < vp < Uy

Up + Un

~
2 2
et up,v, = U?l (car w, > v, et car v, > 0) donc (par croissance de la fonction racine

carrée sur Ry)

Up + Up

_u’ﬂ

Un+1 =

Unt1 = UnUn 2 VU] = |vp] = vy

On en déduit que la suite (uy, )nen est décroissante, tandis que (v, ),en est croissante.

(car v, > 0)

* Il reste & montrer que v, — u., —+> 0. 11 suffit de démontrer que les suites (uy,)nen
n—-+oo

et (vn)nen sont convergentes de méme limite. Les monotonies des suites et les inéga-
lités obtenues au deuxiéme point montrent que :

VTLEN, Uoﬂvngunguo

La suite (vn)nen est donc croissante et majorée par uy donc elle est convergente
(d’aprés le théoréme de la limite monotone). De méme, la suite (uy,)nen est conver-
gente. On note £,/ € R les limites respectives des suites (un)nen €t (Un)nen. En
faisant tendre n vers +oo dans la relation de récurrence :

Uy + Vpy

Vn e N
nen, ) ’

Up+1 =

L+

on obtient £ = —5 e £ =1

Finalement :

les suites (un)nen et (vn)nen sont adjacentes

Exercice 27

R_;,_ — R

1. Soit n € N*. On considére la fonction f,, : . zn: ok La fonction f,, est
k=1

T

continue sur R} (en tant que fonction polynomiale) et elle y est strictement crois-
sante (comme somme de fonctions qui le sont). D’apreés le théoréme de la bijection,
la fonction f,, réalise une bijection de R sur Iintervalle :

fa(Ry) =1 f(0), lim f(z)

T—+00

{:mﬁwbR+

Ainsi, 1 € Ry = f,(R4) admet un unique antécédent par application f, dans R,.
Finalement :
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I’équation proposée admet une unique solution x,, dans R

n
2. Soit n € N*. Par définition de x,, on a Zxﬁ =1.
k=1
*x Si @, = 1, alors I'égalité 27Tt = 2x,, — 1 est satisfaite.

* Sinon, on a :

n n n+1
ko Ty —1 4 T, =Ty
T, =Ty X ———— onc — =1
— T, — 1 Ty, — 1

Ainsi, 27! — 2, = 2,, — 1, d’ot1 I'on tire I'égalité annoncée.

Finalement :

Vn € N*¥,

" =2, —1

3. Etudions les variations de la suite (@n)n>1. Soit n € N*. Pour tout € Ry, on

a :
n+1

Jnr1(z) = fu(z) = Zxk _ Zxk — 2" >0
k=1 k=1

En particulier :
fn+1(xn) = fn(xn) =1= fn+1(xn+1)

La fonction f,,11 est strictement croissante sur Ry et x,,z,11 € Ry donc
Ty = Tpt1. Par conséquent, la suite (x,)n>1 est décroissante. Elle est de plus
minorée par 0 (tous les termes de la suite appartenant & R, ) donc la suite
(n)n>1 converge (d’apres le théoréme de la limite monotone).

x Calculons 5. Par définition, x5 est la solution positive de ’équation du second

-1 5
i. Comme /5 < 3 (car 5 < 9), on a

z2 < 1. La décroissance de la suite (z,,)n>1 implique que :

degré 22 +x — 1 = 0 donc a9 =

VYn € N\ {0,1},

Tp < X2

* Pour tout n € N*, on a 0 < 27t! = 22 Or x5 € [0,1[ donc 25 ——— 0.
n—+oo

D’aprés le théoréme des gendarmes (et en utilisant la relation obtenue a la
question 2.), on a :

N
n—+oo

2, — 1

Finalement :

1
la suite (xy,)n>1 converge de limite égale & B

Exercice 29

1. La suite (uy)nen est arithmético-géométrique.
* Soit £ € R. On résout :

0=2U+1 <= (=-1

* Soit n € N. On a upy1 = 2u, + 1 et £ = 2¢ 4+ 1. En soustrayant membre a
membre, on obtient :

Upt1 — € =2u, +1— (204 1) =2(u, — £)
La suite (u, — £)nen est donc géométrique de raison 2. Ainsi :
Vn e N, Up —€=2"(ug —£) =2"

Ainsi :

|Vn€N7 un:—1+2"|

2. On obtient :

1 n
Vn € N, un:2+2<—2>

3. On obtient :

Vn € N,

4. La suite (uy,)nen est récurrente linéaire d’ordre 2.

2

, . PR .y . +i% .
* L’équation caractéristique associée x* —x + 1 = 0 a pour racines e~ '3 donc il

existe A, B € R tels que :

Vn € N, Uy = Acos (%)JrBsin (n?w)

* La résolution du systéme formé par les conditions uy = 1 et uy = 0 fournit les

valeurs A=1et B = 7?'

Finalement :

Uy = COS (@) — @ sin (E>

Vn e N
nel 3 3 3

7. La suite (uy,)nen est récurrente linéaire d’ordre 2.

9 3
* L’équation caractéristique associée x? — 3z + 1= 0 a pour racine double —
donc il existe A, B € R tels que :

Vn € N, up = (An + B) <g)
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* La résolution du systéme formé par les conditions uy = 3 et u; = 3 fournit les 2. La suite (v, )nen est done récurrente linéaire d’ordre 2. En posant :
valeurs B =3 et A= —1.
Finalement : o= ~1-iv2 ot B= —1+ “/5’
Vn € N, Uy, =(—n+3) | =
n=( ) <2> la résolution classique nous donne ’existence de deux nombres complexes A et B
tels que :

. Vn € N, vy, = Aa™ + Bg"
Exercice 30
On en déduit que, pour tout n € N*, on a :
1. On a ug > 0 et, on vérifie par récurrence que pour tout n € N, on a u,, > 0. On peut

alors définir la suite (v, )nen définie par v,, = In(u,,) pour tout n € N. On a : n—1 n—1
Ty — Lo = Z (Tpy1 — ) = (Aa® + BBF)
Vn € N, In(upt1) = In(2) + 21In(uy,) i.e. Unt1 = 20, + In(2) k0 =0
et vg = In(up) = 0. La suite (vy,)nen est donc arithmético-géométrique. La résolution Comme « et 8 sont différents de 1, on obtient :
classique fournit :
. a"—1 pr—1
Vn € N, Un:(Qn—l)ln(Q):ln(QQH_l) Vn € N*, ZEn—CUO—FAa_l +Bﬁ—1

On en déduit que :

Vn € N, Uy = eV =221

2. En utilisant une récurrence double, on montre que pour tout n € N, on a u,, > 0.
On pose alors, pour tout n € N, v,, = In(u,,) et on a :

Vn € N, In(upt2) = 61n(upr1) — 51n(uy,) i.e. Upyo = 6U,p11 — DUy,

La suite (v,)nen est donc récurrente linéaire d’ordre 2. De plus, vo = 0 et v = 1.
La résolution classique fournit :

5" —1
Vn € N, n =
n v 1
On en déduit que :
57 —1
Vn e N, Uy = exXp < >
4
Exercice 32
1. Soit n € N. On a :
3xn+3 - 3xn+2 = _2$n+2 + ZTpt1 +Xp = _2(:En+2 - mn+1) - (wnJrl - xn)
1.e.:
Vn € N, 3Upto = —2Up41 — Up |
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