Fiche de TD #12

SUITES NUMERIQUES

Divers

Exercice 1 Déterminer la limite des suites u de termes généraux :

n+1 n+1
7 46 )

1. u, = e 2. up, = n* —ncos(n) + 2
sh
3.un=ﬂ 4 up=vVn24+n—vn2—n
ch(n)
n
1+ 2si !
7w, = LT2sn() 8 u, = "

NG ' nn

1 n 1 n
9. u, =14 — 10. up, = | 1+

n In(n)

e
Exercice 2 Pour tout entier naturel n, on pose I,, = / In(t)™ dt.
1

1. (a) Etudier la monotonie de la suite (I,,)nen. En déduire que la suite (I,,)nen est

convergente.
(b) Montrer que :
Vn € N, Iny1=e—(n+1)I,
En déduire la limite de la suite (I,,)nen-
(=1)"I,

2. Pour tout n € N, on pose u,, = '
n!

(a) Pour tout n € N, exprimer u, 1 en fonction de w,,.

(b) En déduire la limite de la suite <Z ( k ') > .
k=0 ' neN

Exercice 3 On considére deux suites (a,)nen et (bn)nen strictement positives. On
suppose que lim b, =0et:
n—+oo

lim a, =0.

Montrer que

n
. 1
Exercice 4 Pour tout n € N*, soit u,, = —_—
n n
1. Montrer que pour tout n € N*, on a —— < u,, < ——.
vnZ+n " VnZ+1

2. En déduire que la suite (uy,),>1 est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 5 En procédant par encadrements, déterminer la limite de la suite de terme
général :
n n

tn _7+n2+1 +n2—|—n—|—1

Exercice 6 Pour tous a,b € R% , déterminer la limite de la suite de terme général :
up =+vn+a)(n+b)—n

Exercice 7 Soient (u,)nen et (vn)nen deux suites & valeurs dans [0, 1] telles que :

UpUy —— 1
n—+oo

Montrer que les suites (uy,)nen €t (Un)nen convergent de limite 1.

Suites adjacentes

Exercice 8 Dans chacun des deux cas suivants, montrer que les suites (Un)n>1 €t
(Un)n>1 sont adjacentes
2n

Z Eetvn Zk

k=n-+1

- 1 1
2. u, = H(1+k2) etvn_un(l+n).

k=1

Exercice 9 On considére les suites de termes généraux :

"1 1
un:Z— et Uy = Up +
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1. Montrer que les suites (un)n>1 €t (vn)n>1 sont adjacentes.

2. Montrer que leur limite commune n’est pas un nombre rationnel. On wutilisera un
raisonnement par [’absurde.

. ™ . .
Exercice 10 Pour 6 € }O, 5 [, on considére les suites de termes généraux :

0 0
n = 2”-‘1—1 1 —_ t n = 27l+1 t [em—
(22 sSin (277,) € (¥ an on

Montrer que les suites (t)nen et (Vn)nen sont adjacentes et déterminer leur limite com-
mune.

Suites extraites

2

. nm
Exercice 11 1. Pour tout n € N, on pose u,, = sin <3> Montrer que la suite

(un)neny Wadmet pas de limite.

2. Pour tout n € N, on pose v, = /n — |/n|. Montrer que la suite (v,)nen est
divergente en considérant la suite (u,24p)nen-

Exercice 12 1. Soit (un)nen une suite réelle telle que les suites extraites (uay, )nen,
(u2n+1)nen €t (Usn)nen solent convergentes.

(a) Montrer que la suite (uy,)nen est convergente.

(b) Le résultat reste-t-il vrai si on suppose seulement que les suites (uap)nen €t
(U2n+1)nen SONt convergentes ?

2. On suppose que (u,)nen est croissante et que (uap)nen converge. Montrer que
(Un)nen converge.

Exercice 13 Pour tout n € N*, on pose h,, =

| =

1. Montrer que :
Vn € N*, hgn —

2. La suite (hy)n>1 est-elle convergente ?

Exercice 14 Soit (uy,)nen une suite non majorée. Montrer qu’il existe une suite ex-
traite (uy(n))nen qui tend vers +oo.

Des epsilons

Exercice 15 Montrer qu'une suite & valeurs entiéres et convergente est stationnaire.

Exercice 16 (moyennes de Cesaro) Soit (u,),>1 une suite numérique. On lui as-
socie la suite (vy,)n>1 telle que :

up + -+ Uy, 1 &
VYn € N*, Up = ——— = — U
n n n’; k

1. Montrer que si la suite (uy,)n>1 est convergente, alors (vy,),>1 converge vers la méme
limite.
2. Que dire de la réciproque ?
1 24+ 3+ 3
3. Déterminer lim V2 V3 + \/ﬁ

n—+oo n

4. Que dire de la suite (vy)p>1 si lm u, = +00?
n—+0o0o

Suites récurrentes

Exercice 17 Etudier la suite (u,),en dans chacun des cas suivants.

Un,
1. ug e Ret u = ——— pour tout n € N;
0 n+1 +u%p

1

1
2. upeRet upyr = é(ui + 8) pour tout n € N;

3. ugp € R et upy1 = f(uy,) pour tout n € Nou f: x — arctan(z) ;

4. ugp € Ry et upr1 = f(uy) pour tout n € Nou f: x+—— In(l + x).

Exercice 18 On considére la suite (u,),en définie par ug = 1 et pour tout entier
naturel n,

Ung1 = Vg +u1 + -+ Up.
Montrer que lim wu, = +oo.
—+o0

n

Exercice 19 Soit (u,)nen une suite réelle définie par ug € R et :

Un

Vn € N, Uptl = Up + €7

1. Montrer que lim wu, = +o0.
n—+oo

2. Pour tout n € N, on pose v,, = e"".
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(a) Montrer que lim (v,41 —vp) =1
n—+0o0o

u
(b) En utilisant le théoréme de Cesaro, déterminer lim s
n—+oo In(n)

Exercice 20 Soient (z,,)nen et (¥n)nen deux suites réelles. On suppose que xo < o
et que, pour tout entier naturel n, on a :

2Zn + Yn ZTn + 2Un
e

Montrer que les suites (2, )nen €t (Yn)nen sont convergentes de méme limite que 'on
précisera.

Exercice 21 (moyenne arithmético-géométrique) Soient (un)nen et (Vn)nen
deux suites réelles définies par 0 < vg < ug et :

Uy + Vp

Vn € N, Upt1 = — et Unt1 = /UnUp

Démontrer que les suites (u,)nen et (vn)nen sont adjacentes.

[6] Suites implicites

Exercice 22 1. Soit n € N. Montrer que I'équation x + tan(z) = n d’inconnue

™

m . .
T € } 33 [ posséde une unique solution. On la notera x,,.

2. Montrer que (z,,)nen est convergente et préciser sa limite.

Exercice 23 1. Montrer que pour tout n € N*, I’équation :

" =1

d’inconnue = € R} admet une unique solution notée x,,.

2. Montrer que :

Vn € N*, xZH =2z, —1

3. Montrer que (z,)nen+ est convergente et préciser sa limite.

Exercice 24 1. (a) Soit n € N. Montrer que I'équation In(z) = —naz d’inconnue
x € R} admet une unique solution. On la notera .

(b) Etudier le sens de variation de (,)nen.

(c) Déterminer lim .
n—-+o0o

2. Pour tout n € N*, on pose y, = nx,.

(a) Déterminer lim .
n—+oo
(b) Mountrer que pour tout n € N*, on a y,, + In(y,) = In(n) puis que :
lim 2" =1

n—+oo ln(n)

Suites usuelles

Exercice 25 Déterminer une expression de la suite (u, )nen définie par :
1. up =0 et, pour tout n € N, upy1 = 2u, +1;

Up

2 )

3. up =0, u; =1 et upto = 6uy+1 — duy, pour tout n € N

2. up =1et, pour tout n e N, w41 =3 —

.ug =1, u; =0 et upyo = Up41 — u, pour tout n € N;

Un+1 -
2

4
5. up =1, u; =0 et upto = 4up4+1 — 4u, pour tout n € N
6

U
Lug =1, u1 = —1 et upqo = 2 pour tout n € N;

Ju
7. up =u; =3 et Upto = 3Up41 — Tn pour tout n € N.

Exercice 26 Dans chacun des deux cas, déterminer I'expression de la suite (u,)nen-

1. ug =1 et uy41 = 2u? pour tout n € N;
ub

"1 pour tout n € N.
uy,

2. up=1,u1 =2 et Uupyo =

Exercice 27 On veut déterminer la suite (u,)nen telle que ug = 0, uy = 1 et :

Vn € N, Upro = 2Uny1 + Suy, + 9In? (*)

1. Montrer qu’il existe a,b,c € R tel que la suite (an? + bn + ¢),en vérifie la relation
(%)

2. En déduire lexpression de la suite (uy,)nen-
Exercice 28 Soit (zn)nen une suite réelle vérifiant la relation de récurrence :

3 (nsa + B+ 20)
Tnt3 = g Tn42 T Tp+1 T Tn

1. Pour tout n € N, on pose v,, = Z,41 — &,,. Déterminer une relation de récurrence
vérifiée par la suite (v, )nen.

Vn € N,

2. En déduire I'expression de x,, en fonction de n.
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