Fiche de TD #3

SOMMES ET PRODUITS

(corrigés)
Exercice 1 Par linéarité de la somme, on a :
1. Par linéarité de la somme, on a :
n n
g = Zn:i2 < c_n+1)@n+1) n(n+1) Se = (In(k—1)—In(k)) + > (In(k + 1) — In(k))
=0 i=0 6 2 h=2 =2
a B = —1In(n) +In(n + 1) — In(2)
1
= %(271 +1-3)
(n—)n(n +1) puisque les derniéres sommes sont télescopiques.
N 3 7. Pour tout entier naturel k, on a :

2. Par linéarité de la somme, on a :

n n ) 1 _ 1 (@k+3)-(2k+1)
5’2:2Zj—21:2><n(n+ ) 2 Qk+1)(2k+3) 2 (2k+1)(2k+3)

j=1 j=1 _»1

2

2 )
3. 1l s’agit de la somme des termes d’une suite géométrique de raison —1 # 1 : 2k+1  2k+3

S5 = —1x ﬂ = —1(1 —(-D") = 0 S? nest Pair i La somme 57 est donc une somme télescopique et on obtient :
1—(-1) 2 —1 sin est impair
4. Par linéarité de la somme, on a : g 1 ( 1 ) n+1
7= = — —
1 3 1
S4=Zk+n21: @—&—n(n—kl):%
k=0 k=0 8. Omna:
5. On a :
n+1 4 o\n+1 n n 2
2 1-(5) _ N
s-337 (2) e 212l sy Y-t
i=1 9 j=11i=1 j=1
6 2\"* A n
_ N o .2
7 <1 (9> ) =5 (2>
j=1 j=1
6. Pour tout k € [2,n], on a : 1 <n n+1)(2n+1) N n(n + 1))
1 k2 —1 (k—=1)(k+1) 2 6 2
In{l——|=In =n|————+
12 L2 12 ~n(n+1) <2n+1+1>
=In(k—1)+In(k+1) — 2In(k) 4 3
n(n+ 1)(n + 2)

= (In(k — 1) —In(k)) + (In(k + 1) — In(k)) —
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Fiche de TD #3

9. On a:

n 7j—1 n
So=>j3Y 1=>jG-1)
j=2 1 j=2
=> i -1
j=1

n n
=27 -2
j=1 j=1

_ nn+1)2n+1) nn+1)

6 2
n(n+1)[(2n + 1) — 3]
6
n(n+1)(n—1)

10. On a :

3
3
3

nn+1)(2n+1)
6

n(n+1)(2n + 1)
6

De la méme fagon, on obtient Z j=
1<i,j<n

nn+1)2n+1)

S0 = 3

11. Si @ = 1, alors on obtient S1; = (n + 1)2. Sinon :

n . n ) 1— n+1\ 2
Sn=<2x'> ;x :<1x:v)

=0

donc :

12. On a :
SURER, 1§+
D SE= = DU e
j:0J+1z':o g:0~7+1 2
1 .
SN
=0
_n(n+1)
T4
13. On a:
n J n J
Siz=3 Y (G-i)=Y_> ¢
j=01=0 j=0 ¢=0
NPt
‘ 2
=0
1 n(n+1)(2n+1)+n(n+1)
2 6 2
14. On a :
n Jj .2 n n L. .
1 1 1)(2 1
Su=33 =3 -3 2= iXJ(.H’)G(.H')
o S A =1
17L
= 2> +3+ )
j=1
L D@y 1 )
3 6 2 2 6
_2n(n+1)2n+1)+9In(n + 1)+ 6n
B 36
7n(4n2+6n+2+9n+9+6)
B 36
_ n(4n® + 15n 4 17)
B 36

15. Ona S;5=A+ B, ou:

A= Z max(i, 7) et B = Z max(i, j)

1<i<ji<n 1<j<i<n
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Fiche de TD #3

On calcule maintenant A et B :

n J n J
A=Y > =21
j=1i=1 j=1 i=1
=27
j=1
_n(n+1)2n+1)
B 6
et :
n i1—1 n
B= i=> i(i—1)
i=2 j=1 i=2

Exercice 2

1. Le plus simple est de procéder par récurrence.

2. On propose deux méthodes.

* Premiére méthode : on utilise un raisonnement par récurrence.

00 x1

0
— On a Z(—l)kka =(-1)"%x0%*=0cet (-1) = 0 donc légalité est
k=0

vérifiée au rang 0.

— Soit n € N. On suppose qu’on a 1’égalité :

i (_1),%2 _ (_1)nn(n +1)

n 2
= i(i—1) k=0
1=1
o+ 1)@ +1 B n(n +1) Montrons alors que :
B 6 n+1
i1 +1)(n+2
On en déduit la valeur de S;5. Z (—1)*E% = (-1) H%
16. On a : k=0
n D’aprés la relation de Chasles :
_ T\ oeqn—t
Si6=6_ ( €>2 3
=1 n+1 n
"N ot o YDA =Y (DR (1) (1)
=6 Z Y, 2°3 -3 k=0 k=0
£=0 1
— 6(5" — 3") = (—1)”% + (=1)""(n 4+ 1)? (hypothése de récurrence)
2
en utilisant la formule du binéme de Newton. — (—1)mH 2(n+1) 2_ n(n+1)
17. Le changement d’indice k¥ = i 4+ 1 fournit (remarquons que le sommant est nul si et ()20 +2 —n)
i=n): =(-1) 5
n n (n+1)(n+2)
n\op—1 _ 1 LLAPN? = ()"
Si7 Z (k) 2 (Z (k) ) 2
k=1 k=0
3 -1 L’égalité est vérifiée au rang n + 1.
2 On a donc montré par récurrence que :
18. On a:
" p n il - n(n+1)
- VAPV Vn e N )RR = (—pn it
sls_zz(k)s_z4_3 neN 3 = (1
p=0 k=0 p=0 ;
MPSI Année 2025-2026



Fiche de TD #3

* Deuxiéme méthode : on calcule directement la somme en séparant les indices 1. Soit k € N\ {0,1}. On a :
pairs des indices impairs. On a :

n n n k-1 k k2 k2(k—1)
DR =) (DR > ()RR Bk k—k+1
h=0 kk;a(ir k ili:poair N k2 (]{1 — 1)
1
On distingue ensuite deux cas suivant la parité de l'entier n. - k2(k—1)
— Premier cas : on suppose que n est pair. =0
Il existe alors un entier naturel m tel que n = 2m. Ensuite, un entier car k2(k — 1) > 0. Ainsi :
k € [0,2m] est pair si et seulement sl existe £ € [0, m] tel que k = 2¢,
et 'entier k est impair si et seulement s’il existe £ € [0,m — 1] tel que 1 1 1
k =20+ 1. Ainsi : VRENAOLL m STy
n m m—1 n 1
Z (—1)*EK? = Z (—1)%(20)* + (—1)*F1 20+ 1) 2. Pour tout n € N*, posons u,, = Z = Montrons que la suite (uy)n>1 est conver-
k=0 £=0 £=0 =1
m m—1 gente en utilisant le théoréme de la limite monotone.
=4y 17— (462 +40+1) * La suite (uy,)n>1 est croissante car, pour tout n € N*, on a :
£=0 £=0
m—1 m—1 n+tl
=4m? —4 0 — 1 Un+1 — Z 2 Z =i 7(71 1) (relation de Chasles)
£=0 £=0
-1 >0
Cn? 4% w Cm

* Montrons maintenant que la suite (u,),>1 est majorée. Soit n € N\ {0,1}. On
a:

+Z =

k:l
n s . n(n—1) (n+1) (n+1) D’aprés la question 1., on a :
Z (_1) k*=n"— 2 = 2 = (_1) T n n
k=0 Z L < Z SN 1- 1 (somme télescopique)
k72k2\72 E—1 k n
puisque n est pair. - -
. . . . Ainsi :
— Deuxiéme cas : on suppose que n est impair. Le raisonnement et le calcul <9 1 <9
sont analogues au cas précédent. Les détails sont a la charge de notre estimé Un &&= n o
lecteur. Cette inégalité est aussi valable pour n =1 car u; =1 < 2. Ainsi :
Vn € N*, Uy < 2
Exercice 3 Finalement, la suite (uy),>1 est majorée (par 2).
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Fiche de TD #3

On sait que toute suite croissante et majorée est convergente (théoréme de la limite
monotone) donc :

la suite (un)n>1 est convergente

Exercice 4

* Sens de variation de la suite (Un)n>1
Pour tout n € N*, on a :

2n+2 2n
1 1 1 1 1
D D D D R TES i
k=n-+2 k=n+1 ~——r ——
k=2n+2 k=2n+1 k=n+1
1 1 1 1
= — X — —|—
2 n+l1 n+1 2n+1
_ 1 n 1
o 2n+1) 2n+1
_ —@n+1)+2n+2
 2(n+1)(2n+1)
_ 1
2+ 1)(2n+1)
>0

Ainsi :

la suite (un)n>1 est croissante

* Sens de variation de la suite (vp)n>1
On trouve que :

la suite (vp)n>1 est décroissante

Exercice 5 On utilise une récurrence simple.

* On a:

N W
\Y%
DN =

donc l'inégalité est vérifiée pour n = 1.

on gn+1
1 n 1 n—+1
* Soit n € N*. On suppose que — > —. Montrons que - > . D’aprés la
ppose g ’;k/Q q 257 p
relation de Chasles, on a :
on+1 on gn+1 1 on+l 1
n
) IEE) DRSS DE SIS
k=1 k=1 k=2n+1 k=2n+1

par hypothése de récurrence. Il reste & minorer la derniére somme. Pour tout

ke [2" +1,2""], on a 0 < k < 2"*! donc, par décroissance de la fonction in-
verse sur R} :

1 1
+1
Vk e 2"+ 1,2, k> SFT
En sommant ces inégalités, on obtient :
27L+1 2n+1
1 1
Z k > Z on+1
k=2n+1 k=2n41
Or :
2n+1 27L+1
1 1 1
_ _ +1
Z 2n+1 - 2n+1 Z 1= 2n+1 [2" - (2" + 1) + 1}
k=2n+1 k=2n+1
2’ﬂ
= 2n+1
1
2
Finalement :
2n+1
1 . n+1
k=2
k=1

L’inégalité est donc vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

on

1 n
* > =
Vn € N*, kilk/’/2

MPSI
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Fiche de TD #3

1. Soit n € N*. On a :
Vk € [0,n — 1], Upyl — U = k

En sommant ces égalités, il vient (la somme de gauche étant télescopique) :

n—1 n—1 TL(TL . 1)
Un_UOZZ(uk-‘rl_Uk): k:T
k=0 k=0
e : ( 0 ( 0
n(n — n(n —
- -1
Up = Ug + 5 + 5
Cette égalité reste valable pour n = 0 donc
n°—n-+2
Vn € N, Uy =
2
2. On procéde comme & la question précédente.
Exercice 7 On utilise un raisonnement par récurrence.

* On a:

0
S kl=0!'=1<1!  (carl!=1)

L’inégalité est donc vraie pour n = 0.

n+1
* Soit n € N. On suppose que Zk' < (n+1)!. Montrons que Zk' <(n+2)! On
k=0 k=0
a:
n+1 n
STRI=Y k!4 (n+1)!
k=0 k=0
<(m+D!+(n+1)! (hypothése de récurrence)
=2(n+1)!
Or:
m+2)!-2n+1)!=Mn+2)(n+1)!—-2(n+1)!
=n(n+1)!
>0
Ainsi :

n+1
2+ 1)< (n+2)! et donc Zk'\ (n+2)!

L’inégalité est donc vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

Exercice 8

1. Ona:

3. OnaP;=

et :

4. On a:

—,ou:

Vn € N,

LR

n+1

_ (2n+1)!

2nn !

ﬁ(k+ 1)) (n+1)
k=1
n(n+1)(2n+1) n(n+1) _
2

MPSI
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Fiche de TD #3

5. Pour tout k € [1,n], on a 4k* — 1 = (2k — 1)(2k + 1) donc :

p5:<ﬁ2k_1><§2k+1)

Or:
- z o (@n+1)!
[Tee+1) 1_[(21<:+1)_P4_W
k=1 k=0
et :
ﬁ% = 1x 3% x (2 1)_1x2><3x4><---><(2n—2)><(27~b—1)
11 nou= 2x 4 x - % (2n—2)
_ (@2n-1)!
C2nl(n—1)!

On en déduit que :
2n—1)1(2n+1)!
22n=1(p—-1)In!

p =t

6. On a :

n(n+1)

Pﬁzﬁﬁxixj :Ha: e 2

Exercice 9 On remarque tout d’abord que :

Vn €N,

= ﬁ 2 =2t
k=0

Soit maintenant z € R\ {1}. On a :

(1—2)P(z) = (1 —2)(1 + )1+ 2?)(1 +2") = (1 = 2?)(1 + 2*)(1 + 2)
— (- a1 +at)
=1-28

De la méme maniére, on trouve que :
(1—2z)P3(z) =1 —2'° et (1—2)Py(z) =1 — 232

On conjecture donc que :

i=1j=1 Démontrons-le & ’aide d’une récurrence simple
n(n+1) n(n+1)
= X T g X 3 0 . 1 — 22
2 (nt 1) * On a Py(z) = H(l +2¥)=1+x= T donc 'égalité est vérifiée pour n = 0.
I k=0 -
. 1- gn+t1 1_ on+2
7. On obtient P; = = (produit télescopique). * Soit n € N. On suppose que P, (z) = = Montrons que P, 41(x) = T
8. Ona: On a:
n ono (n+1) n(n+1) n+1 ’ n ) .
P=T[I]# =] = =@y 2 Poi(z) = [[(+2®) = [ TJa +2*) ) (1 +2*")
i=1j=1 i=1 k=0 k=0
n+1
9. On a: = Po(z)(1+2* )
. - - - - = ﬂ(l + xQnH) (hypothése de récurrence)
po= T~ T | (11 (110} | -1 < »
i=1j=1 i=1 j=1 j=1 i=1 1— (wz"“)Q
= H i H n ') gn+2
i=1 i=1 _ -
:(n)nx (n!)n 11—z
= (n!)*" L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.
MPSI Année 2025-2026



Fiche de TD #3

Par principe de récurrence simple, on peut donc conclure que :

1-— xQnH
Ve e R\ {1}, Vn €N, P,(z) = o
—z
Exercice 10
1. Soit n e N. On a:
2n+1 2n+1
(2n+1)!
S @2n+1)2n@2n-1)---(n+2)= [[ &= [[ =+1D
k=n+42 >n+1 k=n+42
— (n + 1)2n+1—(n+2)+1
Ainsi :
@2n+1)!
N - > 1)
vnen, (n+1)! (n+1)

. Soit n € N*. D’aprés la question précédente, on a (on peut multiplier terme & terme

puisque les nombres mis en jeu sont positifs) :

n—1
H 2k + 1) H
k=0

L(k + 1)¥]

(H )(ZHW)

noté P

Le changement d’indice £ = k + 1 dans le dernier produit fournit :

Hzfl

n—1

[Tk+1)*
k=0

De plus :
n—1 n—1k+1 n—1 k
[Tk+1) e=1[1Ie+v="J] @+
k=0 k=0 £=1 k=0 ¢=0 0<e<k<n—1
n—1ln—1
L+1)
=0 k=(
n—1
= [+
=0
_ ﬁgn—[-}-l
=1

Ainsi :
_ <ﬁ gn—(-‘rl) (H [ﬁ 1) — f[ [n—é—i—l « El_l)
=1 £=1
- H o
=1
= Hg)
=1
= (nh)"
Finalement :
n—1
Vn € N*, [[ee+1)!>@n)"
k=0

Exercice 11
1. Soit k € N\ {0,1}. On a :

1=k -1=k-1)> k=(k-1)1+k+k)

=0
et :
2
1=k —(-1)°=(k+1))_(-k)' = (k-1)(1 - k+k)
=0
Ainsi :
VEe N\ {0,1}, K —1=(-1D)k>*+k+1) et K+1=(k+1)k*—k+1)

2. Soit n € N\ {0,1}. On a :

-1 (k- k2+k+1)
k3 +1 k:2k+1 —k+1)
[T+ +k+1)
:2("—1)'Xk=2
(n+1)! LS.
[[*-k+1)
k=2

MPSI
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Fiche de TD #3

Pour tout ¢ € N, on remarque que :
U+1)2 -+ D) +1 =P +10+1

donc, en posant £ = ¢+ 1 dans le produit au dénominateur, on obtient :

H (K> 4+ k+1)
Hk3—1_ 2 s
k:3—|—1_n(n—|—1) n—1

2 n2—|—n+1
X
n(n+1) 3

puisque le produit obtenu est télescopique. Ainsi :

Sk -1 2m4n+1)
\ N\ {0,1 : =
n € NA{0, 1}, k=2k3+1 3(n?+n)
3. Ona: , ( ) 1)
TR -1 201+ 24+ 4
vn e N\ {0,1}, _ 2+
W= S0y
donc :

. k—1 L . 2
la suite Bl est convergente de limite égale & 3
k=2 neN\{0,1}

Exercice 12
1. Soit k € N\ {0,1}. On a :

2 1 K —(k=1)k+1)—k2(k-1)(k+1)

EnE = D)k + 1)
I e e e e
Rhk—1)(k+1)
1
TRE-D(k+1)
>0

Ainsi :

1 k2
\v [ < —
kEN\{OJ}, 1+k2\(k’ 1)(/€ 1)

2. L’inégalité est évidente si n = 1 (en effet, celle-ci se réécrit « 2 < 4 »). Soit
n € N\ {0,1}. En notant P, le produit et en utilisant la question précédente, on a :

n

pn=2H(1+k12> 2H
k=2

k2 k:+1)

e - (1) (L)

X
n+1

car les deux produits sont télescopiques. On en déduit que :

pn < 4 <4

n+1

car n+1>n. Ainsi :

2 1
Vn € N*, H(1+k2><4

k=1

Exercice 13 On utilise un raisonnement par récurrence.
* Soit 1 € [0,1]. On a :

1 1

1
[[a-z)=1-21=1-> 2 >1->
k=1 k=1

donc 'inégalité est vérifiée au rang n = 1.

* Soit n € N*. On suppose que :

n
Vay,..., 2z, € [0,1], H(l—xk)>1—2xk
k=1

Montrons que :

n+1 n+1
Vo1, ..., T, Tpt1 € [0,1], H(l—xk)kl—Zxk
k=1 =

MPSI

Année 2025-2026



Fiche de TD #3

Soient x1,...,Tn, Tnt1 € [0,1]. On a :
n+1 n
[T —a) = (H(l - xk)) (1= 2nt1)
k=1 k=1
Comme x1,...,x, € [0,1], on sait par hypothése de récurrence que

H(l—xk) 21—Z$k
k=1 k=1

Comme de plus z,4+1 € [0,1], on a 1 — 2,41 > 0 donc :

n+1 n
[T =)= <1 - Zu) (1= Tp41)
k=1 k=1

noté a

Or :

n n
azl—g a:k—|—xn+1§ Tk — Tn+l
k=1 k=1
n+1 n

k=1 k=1

n
Pour tout k € [1,n + 1], on sait que x; > 0 donc ;41 Zxk > 0. On en déduit

k=1
que :
n+1 n+1 n+1
a}l—Zxk et donc H(l—x@}l—Zxk
k=1 k=1 k=1

L’inégalité est donc établie au rang n + 1.

On a bien montré par récurrence que :

n

H(l—l‘k) 2 1—Zl‘k
k=1

k=1

Vn € N*, Vay,...,2, €[0,1],

Exercice 14 On utilise un raisonnement par récurrence.

*x D’une part :

19[1! 1
7':7':
Lk 0!

et, d’autre part :

1
Hk:’“:ﬂ:l
k=1

0 1
0!
donc | I i | I k*. L’égalité est ainsi vérifice au rang 1.
k=0 k=1

* Soit n € N*. On suppose que :

k=0 k=1
Montrons que :
n n+1
(n+1)! k
H k! B H k
k=0 k=1

Ona:

n+1

:Hk’f

k=1

en utilisant I’hypothése de récurrence a ’avant-derniére égalité. L’égalité est donc
vérifiée au rang n + 1.

On a bien montré par récurrence que :

n—1 n
Vn € N*, 11 Z—: L
k=0 k=1

MPSI

Année 2025-2026



Fiche de TD #3

Remarque : on peut aussi démontrer ’égalité sans récurrence. Soit n € N*. On a :

I
o

n(n—1)--(k+1)

I
.

ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 15 Soit n € N. On sait que :

Vke[0,n], by = g (’Z)w
donc :
g:)( ()= Ié(—l)"-k(Z); ()
n k n
= ];); (—nn* k) (ﬁ) a

Pour tout k € [0,n] et pour tout £ € [0,k], on a :

(n—20)!

<Z><I;> - (n—k)!Zi(k—é)! :él(nnié)! 8

-()G2)

(k=0 ((n—0)— (k- 0))!

Ainsi
n n n B E
1 n—k [T by = n 1 et [T
k=0 s —
n n n—~{ "
= Z <£>ae (=)t ]< > (changement d’indice j =k — {)
£=0 =0 ]
- Z <Z) a/(l + (*1))71 (formule du bindéme de Newton)
=0
- ()
= agO"*‘
£=0 ¢
Pour tout ¢ € [0,n], on a 0" ¢ = { 1 si {=n donc -
0 sinon

St (o= ()on =

On utilise une récurrence simple.

1 1
—1)k+ /1 -1)2 /1 1
S () =50) ==
k k 1 1 k
k=1
L’égalité est donc vérifiée au rang n = 1.

Exercice 16
* On a:

* Soit n € N*. On suppose que :
n k‘+1 n 1
e
k=1 k=1

”i (—1)k+1 <n + 1) Ry
k=1 k k k=1 k
Pour tout k € [1,n + 1], on sait d’aprés la formule du triangle de Pascal que :

() =6+ ()

Par linéarité de la somme, il vient :

’f(-l}iw(n;ﬂ):"i( 1/ik+1< )Ji

k=1 k=1

Montrons que :

()

notée Sy

notée S,

MPSI
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Fiche de TD #3

1 1 1
Vk € [1,n+ 1], - (k " 1) = (n—]: ) (formule du pion)
donc :
n+1 n+1
1 n+1 1 n+1
— _1]€+1 — _ _1/€
52 n+1z( ) (k) n—l—lz( Uk
k=1 k=1
1 n+1 . n+1
RS Z(_1)< k )_1
k=0
n+1
1
=i (carn+1>0)
Finalement : " "
w— (DR 1y (1 1 1
e e U ) Dhh s D Y
k=1 k=1 k=1

d’aprés la relation de Chasles. L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

mew. S (1) =205
=1

k=1

Exercice 17

* D’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

f: (Z) —(1+1)"=2"

k=0
et :
B E (= eve
carn > 1.

* Posons P = Z (Z) et [ = Z (Z).Ona:

0<kgn 0<k<n
k pair k impair
" /n
c1=3(})
k=0
De plus :
o\t _ J 2 sik est pair
vk & [0.n]. L+ (1" = { 0 sik est impair
donc :
“DE() =N [+ (-D)F
(k>+ ( )(k> >+« )](k>
k=0 k=0 k=0
- n
= 2

> 2(})

k=0

k pair

=2P
e :
1
P:§(2n+0)=2n71 et donc J=9" _p_9n_9n-1_9gn—1

Exercice 18 Soit n € N*.

1. On a démontré dans le cours que :

Vk € [1,n], k(Z) = n<n B 1> (formule du pion)

k—1
Ainsi
- n " /n—1 el n—1
=) =2 (G00) -2 ()
k=1 k=1 (=0
=n(l+1)" 1 (formule du bindéme de Newton)
Ainsi :

MPSI
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En procédant de la méme maniére pour la somme B, on a :
n n 1 n—1 n 1
_ k - _ £+1 -
B=n) (-1) (k—l) =nY (-1) < . )
k=1 £=0
n—1 n—1
— —1)¢
()

=-—n(l-1)""1

Par conséquent :

sin>?2
sin=1

0
B= { 0
Pour la somme C, on utilise 1'égalité k% = k(k — 1) + k de sorte que :
- n -
C= k(k—1 + k
2wt () 2

———
=A

En utilisant deux fois la formule du pion, on a :

n

ék(/@ - 1)(2) = ;k(k ~1) (Z)

. -2

=n(n—1) Z " ¢ ) (changement d’indice £ = k — 2)
=0

=n(n—1)2""?

Finalement :

C=n(n—1)2""24n2""!

De plus, la fonction f est dérivable sur R (fonction polynomiale) et :

(n+1)a"(z—1) — (2"t - 1)

(z—1)?
nz"t — (n 4+ 1)a" +1
(z —1)?

En multipliant par z, on obtient :

i onma"l—(n+ 12"+ 1
it =2

vz e R\ {1}, CESY:

=0

3. On peut utiliser ici la formule du pion (comme a la question 1.). On propose une
autre méthode. On remarque que :
1 1
— = / th dt
k+1 0

Yk € [0,n],

Par linéarité de U'intégrale, il vient :

Zn: n\ [ 1 En: n\
E= ()/tdt:/ ()t dt
=\ Jo o \izo \F
1
= / (t+1)™dt (formule du bindome de Newton)
0
_ (t+1)n+1 1
B n+1 |,
ontl 1
Y
Finalement :
Bl
| n+1

Exercice 19 Soient n,p € N tels que p < n. En explicitant les coefficients bino-
miaux, on trouve que (il faut faire apparaitre le calcul dans une copie) :

()G = GG

vk € [0,p],

. 1
2. Siz=1,onaD = Zz = M On se place désormais dans le cas ot x € R\{1}.
i=0 2 donc :
On a: n ntl_ g g— n Z P (—l)k: n (—1+1)
f(x)zlezﬁ (car z # 1) p) = \k p
=0
MPSI 13 Année 2025-2026
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d’aprés la formule du binéme de Newton. Ainsi :

0
5= { 1
Soit p € N. On utilise une récurrence simple.

() =6)==Go)

donc I’égalité est vérifiée au rang n = p.

sipe N*
sip=20

Exercice 20
* On a:
)

k=p

n
k 1
* Soit n € N tel que n > p. On suppose que Z( ) = (nJr ) Montrons que

p p+1
n+1 k
> (;)

k=p

2
= (n : ) D’apres la relation de Chasles, on a :

k=p P 1
n+1 k n k n+1
> (,)=2(,)+
—=\r) = \» P
n+1 n+1 . ,
= + (hypothése de récurrence)
p+1 p

_(n+2
\p+1
d’apres la formule du triangle de Pascal. L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :
_(n+1
C\p+1

Remarque : on peut éviter I'utilisation d’une récurrence en procédant comme suit. Soit
p € N. D’aprés la formule du triangle de Pascal, on a pour tout entier k > p,

()G =G e ()=G) ()

"k
Vn € N, nzp — E <>
k:pp

Ainsi :

(somme télescopique)

. n b\ "
Exercice 21 Soient a,b € R% et n € N. Posons S, = (1 + %) + (1 + ) .

D’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

ARSI A ORIEN

2
Or 22 +1 > 2z (car (xr — 1) > 0) donc, en divisant par x > 0, on obtient

a\Fk b\"*
b Z) =2
( b ) + (a>
En multipliant par <Z> > 0, il vient :
D6+ ()]G
k b a k
En sommant les inégalités (et en utilisant la linéarité de la somme), on obtient :

- n n
Sa,b>2’;)(k> =2x(1+1)

d’aprés la formule du binéme de Newton, i.e. S, > 2"*1. Finalement :

WV
N

Ceci montre que :

>

n b n
Va,b€RY, Vn €N, (1+%) +<1+) > gntl
a

MPSI
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Exercice 22

1. On sait que :

2. Soient n,p € N. On a :

=0
= Z (j+1)P*! (formule du bindome de Newton)
=0
n+1
= Z kPt (changement d’indice k = j + 1)
k=1
n+1
= Eptl (car 0P = 0)
k=0
Ainsi :
P
Vn,p € N, Z( i )Sk(n) Spt1(n+1)
k=0

3. Soient n,p € N. On a :

ERE

Ainsi :

_ i (PZ 1>Sk(n) — Spii(n)

——
k=p+1
= Spt1(n+1) — Spr1(n) (question 2.)
n+1
_ Z]p-&-l ij+1
= (n + 1)1’+1

Vn,p € N,

(n+1)Ptt = i( ) n)

4. Soit n € N.
* Le choix p = 0 dans la relation obtenue a la question 3. fournit directement
I’égalité :

So(n) =n+1

* Pour p =1, on obtient :

(n+1)? = So(n) + 281 (n) = (n+ 1) + 25 (n)
Ainsi :
 (n+1)*—(n+1) nn+1)
S1(n) = 2 T2

* Le choix p = 2 fournit ensuite :
(n+1)% = Sy(n) + 351 (n) + 352(n)

On en tire la valeur de Sa(n) :

nn+1)(2n+1)
6

So(n) =

* Enfin, pour n = 3, et en procédant de la méme maniére, il vient :

n%(n+1)>2

S3(n) = 1
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