Fiche de TD #3

SOMMES ET PRODUITS

Sommes

Exercice 1 Soit n € N\ {0,1}. Calculer les sommes suivantes :

LS =) i(i—1) => (2 -1) 3.85 =Y (-1)*
i=0 j=1 k=1
n n+1 27, n 1
4.55=> (k+mn) 5.85=) 5 656:2111(1 k2>
k=0 i=1 k=2
- 1
1S = L gg- i 0.5%= 3
k=0 (2k +1)(2k +3) 1<i<i<n 1<i<j<n
. . ; ?
10. Syo = Z (i+J) 11. 8y, = Z zit 12. Spp = Z T+
1<i,j<n 0<i,y<n 1<i<jsn
2
13. 5= > (i) 14. 814 = v 15. 555 = > max(i,j)
1<i<i<n 1<i<i<n 7 1<ij<n
n n B n n p
16. Si6 = 26FIgntl=t 17817 = 20 18. Si5 = 3k
w=>(}) a=> (" w= > (7
=1 i=0 0<k<p<n
1 1
Indication : pour la somme S7, on cherchera a écrire le sommant sous la forme — — 5
a

5 _ (n(n+1) - kp2 _ n
1Zk—< 5 2. (-1)Fk? = (-1)
k=0 k=0
Exercice 3 1. Montrer que :
WkeN\{0,1}, —<-1 _1
T k2 k-1 k

n

1
2. En déduire que la suite (Z k2> est convergente.
k=1 neN*

Exercice 4 Etudier la monotonie des suites (uy,)nen+ €t (v, )nen- définies par :

2n 2n

= > Zk

k=n-+1

Vn € N,

Exercice 5 Montrer par récurrence que :

VYn € N*,

in n
2573
k=1

Exercice 6 Déterminer une expression explicite de la suite (uy,),en définie par ug = 1
et, pour tout n € N, par :

1. upp1 =upn+n 2.un+1:un—|—n2—1

Exercice 7 Montrer que :

Vn € N, Z E'<(n+1)
Produits
Exercice 8 Calculer les produits suivants :
n n 2_ n 4k
L P =[] Vkk+1) 2. Py =[] (-5)"* 3. P=]] 13
k=1 k=1 k=1
4. P =[J@k+1) 5. P = [J(4k* - 1) 6. o= J[ =
k=0 k=1 1<4,j<n
. 1 . -
7P7:H<1_k> SPSZ ] 7 9P9: H 1)
k=2 1<4,5<n 1<i,5<n

Exercice 9 Soit 2 € R. Pour tout entier naturel n, on pose :

ﬁ 1+x
k=0
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Fiche de TD #3

Calculer (1—z)P, () pour tout n € {2, 3,4} et en déduire une expression simple de P, (z).

Exercice 10 1. Montrer que :

(2n+1)!
v N — n"
n €N, CEL (n+1)
2. En déduire que :
n—1
Vn € N*, [[erk+1)!=>n)"
k=0

Exercice 11 1. Soit k € N\ {0,1}. Factoriser les nombres k% — 1 et k% + 1.

2. En déduire, sans utiliser de récurrence, que :

Tk -1 0 2nP4n+1)
P EB+1  3n(n+1)

VYn e N\ {0,1},

Tk -1

3. En déduire que la suite <k2 Pl

) est convergente et déterminer sa
neN\{0,1}
limite.

Exercice 12 1. Montrer que :

1 k2
vk € N\ {0,1 1+ —<—
ENVOLL I+ < GThmED
2. En déduire que :
s 1
Vn € N*, H(1+k2><4

k=1

Exercice 13 Montrer par récurrence que :

n n
Vn €N, Vay,...,z, €0,1], [ -z)=1-> a
k=1 k=1
n—1 n! n
. X C k
Exercice 14 Montrer que, pour tout n € N*, on a H i H k",
k=0 k=1

Coeflicients binomiaux

Exercice 15 Soit (a,)nen une suite réelle. Pour tout entier naturel m, on pose

n

b, = Z (Z) ax. Montrer que :

k=0

Vn e N,

an =

1:0 (-1 " (Z) b

Exercice 16 Montrer par récurrence que :

25 ()

k=1

Vn € N,
Exercice 17 Soit n € N*. Calculer les sommes suivantes :

2 () 2 = 6) -

k=0 k=0
k pair

2

0<kn
k impair

Indication : on traitera les deux derniéres sommes ensemble.

Exercice 18 Soit n € N*. Les quatre questions sont indépendantes.

1. Calculer les sommes suivantes :

(+)

B sEonl) o £

k=0

> (1 + 2)?", démontrer que :
i n\? _(2n
k) \n
k=0

3. Soit x € R. En considérant la fonction f : = —— Zaji,
i=0

2. En considérant la fonction ¢ : x

1
4. Calculer également la somme suivante F = kz_o Pl (Z)

calculer la somme
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Fiche de TD #3

Exercice 19 Soit (n,p) € N? tel que p < n. Calculer la somme :

=2 ()G

Exercice 20 (triangle de Pascal généralisé) Soit p € N. En raisonnant par récur-
rence, montrer que pour tout entier n > p, on a :

>()-G)

Exercice 21 Montrer que, pour tous a,b > 0, et pour tout n € N, on a I'inégalité :

(o3 (1) 5

n

Exercice 22 Pour tous n,p € N, on pose S,(n) = ij. On rappelle que, par conven-

§=0
tion, on pose 0° = 1.
1. Calculer Sy(n) pour tout n € N.
2. Soient n,p € N. Montrer que :
p+1
+1
Sp+1(n+ 1) = ]CZO <p k >Sk(n)

3. En déduire que :
P i1
Vn,p € N, (n+ 1P = Z(p ) (n)
k=0

4. Retrouver ainsi les valeurs de So(n), Si(n), S2(n) et Ss(n) pour tout entier naturel
n.
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