Fiche de TD #28

SERIES NUMERIQUES

(corrigés)

Exercice 1

Exercice 2

1
1. La suite <) est positive, décroissante de limite 0. D’aprés le théoréme sur
D n>1

les séries alternées :

—1)"
la série Z ( \f) est convergente
n

n>=1

2. traitée en TD
(="

n

3. Pour tout n € N*, posons v,, = In <1 +

1"
g —— 0 donc :
n n—+oo

>. On sait que In(1+x) = x+O(x?)
T—

et on a

noté yn

1 -1
* La suite () est positive, décroissante de limite 0 donc la série Z (=1)
/) nz1 1

est convergente (d’apres le théoréme sur les séries alternées).
1
* La série de Riemann Z — est convergente (car 2 > 1) donc, d’aprés le théo-
n
n>1

réme de comparaison, la série E Yn est absolument convergente et donc conver-
n=1
gente.

Le développement asymptotique précédemment obtenu permet de conclure que :

la série E v, est convergente
n>1

4. Pour tout n € N*, on a, en posant w, = sin (mv/n? + 1) :

/ 1
w, = sin <7rn 1+ 2)
n

1
Or v1+4zx zol—l—f—l—(’)(ﬁ) et — ——— 0 donc :
r—

2 n2 n—+oo

donc :

w, = sn({nr+—+0|—
n—+oo 2n n3
in(nm) cos [~ + 0 (=) ) + cos(nm)sin [ = +0 [ =
— sin (T = . in [ 2 =
= sin(nm) cos o 3 cos(nm)s ™ 3
=0

= (~1)"sin (27; +0 (;))

. : m 1
Orsin(z) = z+ O(a?) et %+O (n3> ———0,ona:

z—0 n—+oo
(T ofL)) - GO, o(L
Wn n~>+oo( 1) <2n+0<n3)> n—+o0o 2n +0 n3
———
noté z,
—1)n
* La suite ( T ) est positive, décroissante de limite 0 donc la série Z (="
n’/nz>1 2n

n>1
est convergente (d’aprés le théoréme sur les séries alternées).

1
* La série de Riemann E — est convergente (car 3 > 1) donc, d’aprés le théo-
n
n>1

réme de comparaison, la série E zn, est absolument convergente et donc conver-
n>1
gente.

Le développement asymptotique précédemment obtenu permet de conclure que :
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Fiche de TD #28

la série E wy, est convergente
n>1

Exercice 3 Soient a,b, ¢ € R% . Pour tout n € N*, on a :
In(b) In(c)
M e n e n
U, =€ n —

2 2

In(z)

Pour tout = € {a,b,c}, on a ———— 0 et on sait que e® 1+ 2+ O(2?) donc :
n—+o00 —0
1
n2

In(x) In
@ )

n—r+oo

On en déduit que :

,ﬁ:w In(a) Tiln(\/E) (), <12>
)

On distingue alors trois cas.
ta=vbe

a
—— ] =0 donc :
\/bC)

*x Premier cas

Onaln<

1
La série de Riemann Z — est convergente (car 2 > 1) donc, d’aprés le théoréme
n>=1

de comparaison, la série E u, est absolument convergente et donc convergente.
n>1

ln(\/‘la)

n

Les séries de termes généraux u, et sont donc de méme signe (& savoir

1
positif) a partir d’un certain rang. La série de Riemann Z — est divergente donc la

n>=1
série E

a termes positifs, la série E uy, est divergente.
n>1

:a<\/%

est divergente. D’apreés le théoréme de comparaison pour les séries

*x Premier cas
On a ici :

In (-2 In (-2
w,  ~ In (J2) e, —u, o~ ()
n—+oo n n—+o0o n

On utilise encore le théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs et on
obtient que la série E —uy,) diverge. Par conséquent, la série E u, diverge.
n>1 n>1
Finalement :

la série g u, converge si et seulement si a = vbc
n=1

Exercice 4 Soient a,b € R. Pour tout n € N*, on a

mﬁﬂmm+am<nb+jj>+MnQ{1+2D

m“”+amWJ+am(l+i)+bm00+bm<1+i>

1 2
+>+bm(1+>
n n

=({1+a+b)nn)+aln <1

On distingue ensuite deux cas.

l+a+b#0
(1+a+b)ln(n) donc :

x Premier cas :
Onauwu, ~
n—-+oo

* Deuxiéme cas : a > Vbc ” +00 sil+a+b>0
a " poioo’ | —00 sil4+a+b<0
On aln W > 0 (donc, en particulier, ce logarithme est non nul) donc :
c
En particulier, la suite (u,)n>1 n’est pas convergente de limite 0 donc la série Z U,
In (ﬁ) n>1
Un ™ est (grossiérement) divergente.
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Fiche de TD #28

*x Deuxiéme cas : a + b= —1
On aici :
* 1 2
Vn € N¥, Up=(=b—1)In{1+—)+bln(1+—
n n
1 2 )
Or — 0, — Oet In(l4+2) = z+ O(z*) donc :
n n—+oo n n—+oo z—0

e = _(-b-1) <;+o(;)> +b<2 +o(;)>

-1
o)
n—+oo N n

— Sib#1, alors :

b—1
U, ~ _
n—+o00 n

1
sont donc de méme signe constant & partir d’un

Les séries Z Uy, €t Z b-

n>1 n>1

. . . . 1 .
certain rang. On sait que la série de Riemann E — est divergente donc, d’aprés
n
n>1

le théoréme de comparaison pour séries a termes positifs, la série E U, est di-
n>1
vergente.

1 1
— Sib=1,alorsu, = O () et la série de Riemann Z —; converge (car
n

n—+oo n2
n=1

2 > 1) done, d’apreés le théoréme de comparaison, la série E Uy, est absolument
n>1
convergente et donc convergente.
Finalement :

la série E U, converge si et seulement sia=—-2etb=1
n>=1

Exercice 5
séries.
1. Soit n € N*. On a :

n

On note (Sy)n>n, la suite des sommes partielles de chacune des quatre

(somme télescopique)

1
Ainsi, S,, ——— = donc :
n—+oo 3

+oo
1 1
la série proposée converge de somme E —_ ==
2
— 7+ 3n 3

2. Soit n € N\ {0,1}. On a :

= zn: (In(k — 1) + In(k + 1) — 2In(k))

k=2
:i(ln(k— +Zn: In(k +1) — In(k))
k=2 k=2

= —In(n) + In(n + 1) — In(2)

—In (1 + n) —In(2)

Ainsi, S,, —— —In(2) donc :

n—+oo

(sommes télescopiques)

+o0o
1
la série proposée converge de somme Z In <1 - 2) =—1n(2)
n=2 n
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Fiche de TD #28

3. Soit n € N*. On a :

k=0 k=1
n 1 k
=2 w2l
k=1 (=1
n n
= Z q" (en posant ¢ = %)
=1 k=t
n
1 n—~_0+1
— q° x 1q
(=1 4

I

—
\\H
-~
(]

S

o~

|

3
| s
(]

—
~_

Ainsi :
nqn+1 _ (n + 1)qn + q
(1-4g)?

g - q(l _ qn) _ n(l _ q)qn-',-l _
! (1-q)?

1
Comme ¢ = = €] — 1,1[, on a ng" — 0 (par croissances comparées). On en
n—+oo
déduit que ng"* — (n + 1)¢® ——— 0. Ainsi :

n—+0oo

1 49 7
= - X — = —
7T 36 36

_ 17
"+ (]_ — q)2

On en déduit que :

+00 7

. . n
la série proposee converge de somme E 7? = %

n=1

4. Soitn € N. On a :

3
- z": (3k1+1 “ 3k +11)+1>

(somme télescopique)

1
Ainsi, S,, ——— =. On peut donc conclure que :
n—+oo 3

+00
1 1
la série proposée converge de somme E = -
r Bn+1)3n+4) 3

n

Exercice 6

1. On considére la fonction :

R — R

I x +— Arctan(z + 1) — Arctan(z) — Arctan (2)
zi4+z+1

La fonction o — 22 + x + 1 est dérivable sur R et ne s’annule pas (son discrimi-

nant étant strictement négatif). La fonction = —— P RT—— est donc bien défi-
2+
nie et dérivable sur R. Comme la fonction Arctan est dérivable sur R, la fonction

x — Arctan ( > est dérivable sur R (comme composition de fonctions qui

2 +x+1
le sont). De méme, la fonction x — Arctan(z + 1) est dérivable sur R. Finalement,
la fonction f est donc dérivable sur R et, pour tout z € R, on a :

_ 2x+1
P = o - T - e
- 2 2 2
1+ (z+1) 1+zx 1+(x2+11-+1)
B 1 1 2z +1
S l4(z+1)2 1422 (224241241
(A2 -1+ (22422 +1)] 2z + 1
- (1+22)(2 4 2z + 2?) xt + 223 + 3a2 + 22 + 2
B 2z +1 " 2z +1
ozt 2234322422 +2 2t 4223 + 322+ 22+ 2

=0
On en déduit que la fonction f est constante sur R. Or :
f(0) = Arctan(1) — Arctan(0) — Arctan(1) =0

donc la fonction f est nulle sur R. Ainsi :

Vz € R, Arctan(x 4+ 1) — Arctan(z) = Arctan (

1
2 +r+1
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Fiche de TD #28

1
2. On note (S la suite des sommes partielles de la série Arctan | ——— ).
( n)neN 1% 7;) <n2 T+ 1)
Soit n € N. D’aprés la question précédente, on a :

n

1
TL - Z ArCtan (k2-i—k—|—1> Z (Arctan(k + 1) — Arctan(k))

k=0 k=0
= Arctan(n + 1) — Arctan(0)
———
=0
car la somme obtenue est télescopique. Or :
7r

Arctan(n +1) —— —

donc
n—+oo 2

Arctan(z) —— z
z—+oo 2

T
La suite (Sp,)nen est donc convergente de limite 5 Autrement dit :

+0o0o
1 T
la série proposée converge de somme Arctan | ———m—— | = —
prop & 7; (n2 +n+ 1) 2

Exercice 7
1. Soit z € [0,1].

*x Pour x = 1, la série est alternée de terme général . Comme la suite

(-t

1 o . -

( est positive, décroissante de limite donc, d’aprés le théoréme sur les
n n>1

-1 n—1

séries alternées, la série E est convergente.

n>1

* On suppose maintenant que x € [0,1[. On a :

n

Yn € N*,

X
:7<(£
n

Comme z € [0, 1], la série géométrique de raison z est convergente. D’aprés

le théoréeme de comparaison pour les séries a termes positifs, la série
(_1)n,—1xn ) . _1)n—1xn
Z —————| est convergente. Autrement dit, la série Z —— est
n n

n>1
absolument convergente et donc convergente.

n>1

Ainsi :

_1)n711.n
pour tout x € [0, 1], la série Z
n>1

n

est convergente

2. Soit z € [0,1].

*

Pour tout k € N*, on a :

/tk ldt |:tk:| :ik
0 kl, &

ce qui justifie I’égalité proposée.

Notons (Sy,)n>1 la suite des sommes de la série E
n>1

n
On a:

k=1

klk

zn: / th=t dt
g

Pour tout ¢ € [0,z], on a —t # 1 (car —t < 0) donc :

(Ok:0cark>

—1)n-

1),

1,.n

. Soit n € N*.

(—t)k_1> dt (linéarité de lintégrale)

i(*t)“ B VI el G e ) 2

k=1 =0

’1'1 n+1tn
Sn:/ 1+ (Dmre
o 1+¢

Ainsi :

1+t

/ 7dt+ )7L+1/ t" dt
o 11t

——
noté I,
=In(l+2z)+ (-1)"*'1, (%)
1
Montrons que I,, —— 0. Pour tout ¢t € [0,z],ona 0 < —— < 0et " >0
n—+00 +t
donc :
tn n
vt € |0, x|, 0< <t
0,2] St
Par croissance de I'intégrale (on a bien 0 < z), on obtient :
xT
0< I, < / t™ dt
0
Or, d’aprés le premier point,
x n+1 1
/t”dt:x < (car0 <z < 1)
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Fiche de TD #28

Finalement : On a:
vn, c N*, 0 < In < il n 2n+1 1 2n+1 2n+1
n — _— =
70 2k + 1 = k2 Z k2 Z kz
1 - k im_pair k: pd.ll‘
Or — 0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, I,, — 0. On
n+1 no+oo n—+o00 2n+1
en déduit que (—1)"*11, ——— 0 (produit d’une suite bornée et d’une suite = k2
n—+oo
convergente de limite 0). On déduit donc de (*) que :
B 2%1 1 1 n 1
Sp —— In(1+x) B K2 4 k2
n—+oo k=0 k=0
+oo 7T2
Finalement : Or on sait que Z 2 = 5 donc :
+o00
(_1)7171‘,1:71
f = 11’1(]_"‘55) 2n+1 n 1 7T2
n=1 _ s —
Z k2 n—>+oo 6 et % k2 n—+o0o 6
On en déduit que :
. 2 2 2
Exercice 8 S oL e
"hsis 6 47 6 8
1 —1)"! it -
* Justifions d’abord la convergence des séries Z —— et Z L Pour tout Autrement dit :
(2n + 1)2 n? +00 1 2
n>0 n>1 _r
ne€N* ona: Z(2n+1)2_8
n=0
(_1)7171 _ 1
n2 a2 . . - =) o
* Notons (T,,)nen la suite des sommes partielles de la série Z —5— Soit n € N*.
1 (1)1 .
et la série de Riemann Z — est convergente (car 2 > 1). Ainsi, ,la série Z —5— Ona:
t absolument @1: t d te. De pl S R O ) L N G D L N N O D
est absolument convergente et donc convergente. De plus : - _
fex g p Tony1 = Z 2 = 2 + Z k2
k=1 k=1 k=1
1 1 k pair k impair
(2n + 1)2 n—+oc 4n2? B Z": (—1)2k-1 . zn: 1)(@k+1)-1
B 2k +1
1 k=1 k=0
La série Z —— est convergente donc, par comparaison de séries & termes positifs, 131 n 1
=1 S -, o N
i 1 4 = k2 — (2k +1)2
la, série Z ———— est convergente. B —
(2n +1)? =5,
n>=0
* Notons (S, )nen la suite d tielles de la série » ! Soit n € N Adnsi 1 72 a2 a2
otons a suite des sommes partielles de la série —— . Soit n .
n)neN p (2n+1)2 T2n+1 S — ><7T——|—7T—:7T—
n>0 n—+oo 4 6 8 12
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Or, d’aprés le premier point, la suite (7}, )nen est convergente donc :

2

. . s
Autrement dit :
f‘i ( 1)n—1 B 2
n2 12
n=1

Exercice 9
1. Soit n € N*. On a :

%zl—mm+u+mm:1—m@b+;b+mw

n n

=~ ln(n) ~In <1 + i) +In(n)

s (1+3)
== —In(1+-=
n n
2

1
On sait que In(1 + x) =0t % +o(z?) et on a e 0 donc :
x n o0

1 (11 (1
un_n n  2n? © n2

Par conséquent :
" pstoo 2n2
1
* La suite () est a valeurs strictement positives donc, d’aprés I’équivalent
n=1

2n2
ci-dessus, la suite (uy),>1 est positive a partir d’un certain rang.

. . 1 . 1
* La série de Riemann E — est convergente (car 2 > 1) donc la série E o2
nz=1 n>1
est convergente.
Le théoréme de comparaison pour les séries & termes positifs permet de conclure
que :

la série g uy est convergente
n>1

2. Notons 7 € R la somme de la série ZU" (dont la convergence a été démontrée

n>1
précédemment). Alors :
n n

Or, pour tout n € N* on a :

(]1C +1In(k) — In(k + 1))

+ Y (In(k) — In(k + 1))
k=1

I
=

M= 1=
= =
x| =

Sl

—In(n+1) (somme télescopique)

bl

Il

L
EN

On en déduit que :

n(n+1) + v+ o(1)

1
Egi

1
T In(n) +~v+In <1 + n) +o(1)
Or : ) .
In (1 + ) —0 donc In (1 + ) = o(l)
n n—-+oo n n—-+o0o
Finalement :

Z k n—>+oo

(n) +7+0(1)

3. SoitaeRi. Ona:

n

Vn € N*, Ty, = €Xp <ln(a) Z )
k=1

On utilise maintenant le développement asymptotique obtenu a la question précé-
dente :

| =

T, = eln(a)(ln(n)+'y+o(1)) _ eln(a) In(n)+vIn(a)+o(1)

n—+oo n—+0oo

— (@) go()
n—+oo
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Ainsi : "
v,,In(a) : a
~ n 1.€. n ~ In(a)
n——+00 n—+oo N n(a)
On distingue deux cas.

*x Premier cas : a € [e !, +o0[

Alors In(a) > —1 puis —In(a) < 1. La série de Riemann Z ln( est donc
n>1
o
divergente. La série Z — ( ) est donc divergente. Les séries Z (@) et

n>1 n>1

E Ty sont & termes positifs donc le théoréme de comparaison pour les séries
n=1
A termes positifs, la série g T, est divergente.
n>1
* Deuxiéme cas : a €]0,e 7!]
On a ici —In(a) > 1 donc la série de Riemann E

n>1
conclut & nouveau a ’aide du théoréme de comparaison pour les séries & termes

Joy eyons est convergente. On
n I

positifs : la série E T, est convergente.
n>1
Finalement :

la série E x, est convergente si et seulement si a €]0,e ~![
n>1

. On peut procéder comme & la question 1. :

2. Pour tout n € N, on a 1+ a, > 0 (car a,, > 0) donc, en multipliant par a,, > 0, on

obtient :
G,

1+a,

Vn € N, 0<

N

an

Le théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs permet de conclure
que :

la série g

est convergente

comme a, —— 0, on a aussi
n—r+oo

as, — 0. 1l existe donc un entier naturel ng tel que :
n—+oo

VneN, n>ny = 0<ag, <1
d’ou 'on déduit que :
VYneN, n>

ng = 0 < apaz, < apn

On conclut comme a la premiére question. On obtient donc que :

la série E ana2, €st convergente
n=0

. Pour tous z,y € R, on a :

Exercice 10 Soit (an)nen € (R1)N telle que la série » a,, converge. 22 + 42
o T;) " (r—y)?>0 i.e. 2 +y? =22y >0 i.e. ;z:ygTy
1. La série Z an, converge donc a, — 0. Il existe donc ng € N tel que : On en déduit que :
n—+oo
n=0
Va 1 1
VneN, n>ng = 0<a, <1 VneN',  0< n”<2(an+nz>
On a donc :
VneN, n>ny = 0<d? =a, xa, <a . 1 . 1 1
R S " s Les séries Zan et Z —; est convergentes donc la série Z 5|+ —= Par
. . o, . . . . n 2 n
Par comparaison de séries & termes positifs, la série Z a? converge. Ainsi : ozl ol . n=1
= comparaison de séries a termes positifs :
. 9 " Vn
la série Z a;, converge la série Z - est convergente
n>=0 n=1
MPSI Année 2023-2024
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Exercice 11 Soient (1, )nen, (Vn)nen € (R4)N telles que les séries Z Uy, et Z Up,
n=0 n=0

convergent.
1. Ona:

Vn € N, 0 < max(uy, v,) < Uy, + vy (car un, v, € Ry)

Les séries E Uy, et E vy, convergent donc la série E (un, + vy,) converge. Le théo-
n>=0 n=0 n>0
réme de comparaison pour les séries a termes positifs permet de conclure que :

la série g max (U, V) converge
n=>0

2. On utilise I'inégalité suivante (établie dans ’exercice 10) :

x2+y2

V$796R7 $y§ )

On a:
Uy, + Un

Vn € N, 0 < VUunvy = VUny/Un < —5

Les séries E Uy, €t E v, convergent donc la série E \/Uunv, converge. Le théoréme
n>=0 n=>0 n=0

de comparaison pour les séries & termes positifs permet de conclure que :

la série E \/Un U, converge

n=0

3. Soitn € N. On a:

2 2
Uy, + Uy,

UpV 1 u? v2
Up Uy < donc e <( n__4 " )

Up +vp 2

car u, + v, > 0. Comme u,, + v, = u, (car v, > 0), on a:

u? v2
— <L u, et, de méme, — <Ly,
Up + Up Up + Up
Ainsi : 1
Upv
Vn €N, 0< —"— < =(up +vy)

X
Uy, + U, 2
Le théoréme de comparaison pour les séries a termes positifs permet de conclure
que :

- UnUn
la série E —— est convergente

U v
n>0 n + Un

Exercice 12

Up 41
Un

de la convergence d’une suite, on a :

1. (a) On suppose que la suite ( ) converge de limite £ € [0, 1[. Par définition
neN

Ve >0, dn. €N, VneN n>n. = u"“—ﬁ’gs
Up
1.€. :
Ve>0,3n.eN, VneN, n>n. = (—e< P Crre ()

Un

Comme ¢ < 1,0n a

1-7
> (. On peut donc choisir € = — dans la définition

ci-dessus. Pour ce choix :

dnoeN, VneN, n>2ny =
Unp, 2 2

(b) On utilise un raisonnement par récurrence.

*x On a : [ 1y o=
Ung (2> = Uny P Ung

L’inégalité est donc vérifiée au rang ng.

£+1 n—no
* Soit n € N tel que n > ng. On suppose que 4, < Up, <) . Mon-

2
trons que :
€+ 1 n+l—ng
o 5 (£21)
2
Comme n > ng, on a d’aprés la question précédente :
U {+1 . {+1
ntl < — i.e. Upt1 < ——Up (car u, > 0)
Up, 2 2

+1

Or Uy, < Un, (2

(41 _L+1 L1\ 41\
Uy < X Uy [ —— = Upy | ——
2 2 o\ T2 o\ T2

f + 1 n+l—ng
Par transitivité de la relation <, on a donc uy11 < Up, <2> , ce

nome 0+1
(hypothése de récurrence) et 5 > 0 donc :

qui prouve I'inégalité au rang n + 1.
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2.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

2

€+1>"‘"0

Vn € N, n}nozunguno(

+1

(¢) Comme ¢ € [0,1], on a —~5

trique Z

n=0

2t

n>ngo

€ [0,1[c] — 1,1]. La série géomé-

0+ 1\" L "
— est donc convergente. On en déduit que la série

C+T1\"T
<2) converge. D’aprés les inégalités obtenues a la question

précédente et par comparaison de séries & termes positifs, la série E Up,
nzno
converge. Par conséquent :

la série E Uy converge
n=0

(-1
On procéde comme & la question 1. On peut choisir € = 5 > 0 (car £ > 1) dans

(1) et on obtient I'existence d’un entier ng € N tel que :

U /+1
vneN, n>2ng = ntl > —
Up, 2
On montre alors par récurrence que :
41\
VneN, n=2ny = Up = Uy, (2

041
Or up, > 0 (la suite (ug)sen étant & valeurs positives et % > 1 (car £ > 1) donc :

41\
uno T

Le théoréme de comparaison (pour les suites) nous donne alors u,, —— +00. En
n—+oo

particulier, la suite (u,)nen n'est pas convergente de limite 0 donc :

la série E uy, est (grossiérement) divergente
n>0

n!
3. Pour tout n € N, ona u, = — >0et:
n

Upyr  (n+1)! an"_ (n+1) xn! n"
Uy (A1) T nl (n+ D) x (n+ 1D n!
nTL
(n+1)"
S \n+1
1 n
ety
n+1
1
= In{1l———
oo 521)
. 1
On sait que In(1+2) zetona ——— ——— 0donc:
z—0 n+1 notoo
n+1) ns+0 n+1ns+0 n
et donc :
1
nln(l— ) ~ =
n+1) ns+o

La fonction exponentielle est continue en —1 donc, d’aprés la caractérisation séquen-

tielle de la continuité, on a :

un+1
Un

671
n—+oo

Or e ! € [0, 1] donc, d’aprés la régle de d’Alembert (question 1.) :

n!
— est convergente
nn

la série g

n=0

Exercice 13
On pose Ay = 0.
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Fiche de TD #28

1. Soit n € N*. Pour tout k € [1,n], on a a = Ap — Ap_1. Ainsi :

ZakBk Z (Ap — Ay—1)B
k=1
= ZAkBk - ZAquk
k=1 k=1
n n—1
= ZAkBk - Z ABrpy
k=1 =0

(changement d’indice £ = k — 1)

n n—1
::§:44th_'§:x4th+1 (CmTAOZZO)
k=1 k=1
n—1
= AnBn + Z Ag(Bg — Br11)
k=1
Ainsi :
n n—1
VneN', > aBi=A,Bn— Y Aiby
k=1 k=1

2. (a) Soitn e N*. On a:
Yk € [1,n], sin(k) = Im(e )

donc, par R-linéarité de la partie imaginaire, on a :

Ay = Z sin(k) = Im (Z e ) =Im(E,) en posant

k=1 k=1
Or :
n S\ TV .
1 (e | ein
E, = (el) =e'x Y _elxl—e’
k=1
donc :
L l=e™ 14 e e .
|En| = |e] x |1 — ei| ST _| ei|| (inégalité triangulaire)
=1
_ 2
S 1-e
On sait par ailleurs que :
vz € C, [Im(2)] < |#|

n
ELL:: E ezk

donc : .
HHKE%)‘<|E%|< 1—ef]
Finalement :
Vne N, |A| < ﬁ
Ainsi :

la suite (A,,)n>1 est bornée

(b) Soit (% )rn>1 une suite complexe bornée. Il existe alors M € R, tel que :

Vn € N*, |z, < M
+ 1 est a termes positifs donc cette série converge si et
n(n
seulement si la suite (notée (X,,)n>1) de ses sommes partielles est majorée. Soit
n € N*. Ona:
oS |- £
2 |k k+1 ‘ 2Rk + 1)
> i
— k(k+1)
"1 1
=M (k k 1>
k=1 +
M1 ! ( tél ique)
= - somme télescopique
nt 1 p1q
<M
La suite (X,,)n>1 est donc majorée (par M). La série Z — | est donc
z n(n+1)

n>=1
convergente. Autrement dit :

la série Z

n>1

est absolument convergente

(¢) Pour tout n € N*, on pose :

a, = sin(n) et B, =

MPSI
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Fiche de TD #28

Par ailleurs, on note (S,)n>1 la suite des sommes partielles de la série

sin(n
E ﬁ Soit n € N*. D’aprés la question 1., on a :
n
n>1

k=1
Pour tout k € [1,n], on a :

1 1 1
by =Bgy1—Bry=—+——— =

k+1 k  k(k+1)

Ainsi :

n—1 n—
];A’“bk ZkkJrl

n . n n—1
= Z smk(k;) = Z ap By = A, B, — Z Apby
k=1 k=1

Comme la suite (Ak) k>1 est bornée, on sait d’aprés la question précédente que

la série E k; est absolument convergente et donc convergente. Ainsi,

k>1

A
la suite <Z /f(kj—l)) ~ est convergente. Par ailleurs, la suite (A,)n>1 est
n

1
bornée et on a B, = — — 0 donc 4, B, — 0. D’aprés (x), la suite

n n—+oo n—+00
(Sn)n>1 est donc convergente. Finalement :

la série Z sin(n)
n

n>1

est convergente

Exercice 14 Soit n € N\ {0,1}. On a:

n(n!) =1In (H k:) => In(k) =) In(k)
k=1 k=1 k=2

Soit k € N*. La fonction In est croissante sur I'intervalle [k, k + 1] donc :

vtekk+1],  In(k) <Int) <In(k+1)

et donc, par croissance de 'intégrale,

k+1 k+1 k+1
/ In(k) dt < / In(t) dt < / In(k + 1) dt
k k k

Ainsi :
(x) k1 (%)
Vk € N*¥, In(k) < / In(t)dt < In(k+1)
k

* En sommant les inégalités (x) sur les entiers k € [1,n], on a :

n n

OED / @t ie )< / " ) at
k 1

k=1 k=1

* On somme maintenant les inégalités (sx) sur les entiers k € [1,n — 1] :

Z In(k i.e. /" In(t) dt < In(n!)

n—1

k=1

Ainsi :

et :

n—1

k+1
Z/ In(t)dt <) In(k+1)
k

k=1

Vn € N\ {0,1}, /n In(t) dt < In(n!) < /”+1 In(t) dt

/nln(t) dt = [tln(t) —tK =nln(n)—n+1 ~

n—+oo

nln(n)

/1n+11n(t)dt=(n+1)1n(n+1)—n=(n+1)ln <n {H?{LD .

=nln(n) +In(n) + (n+1)In (1 + i) -

~

nln(n)

n—+0o0

~ 1

n—+oo

Les inégalités précédentes et le théoréme des gendarmes (version équivalent) permet de
conclure que :

In(n!)

~
n—r+oo

nln(n)

Exercice 15

N

1
1. Soient n € N* et N € N\ [0,n]. On pose R, n = Z w2 Soit k € N*. La fonction

1
tF—+%§

est décroissante sur RY donc :

vt € [k, k+ 1],

k=n-+1

1 1 1

444444,<A4,< i
k+1)2 > g2
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Fiche de TD #28

Par croissance de I'intégrale, on obtient : et donc : .
() (%)
B k41 k1 vk € N*, 1 . </ %dt < ia
/ 7dt</ dt\/ —dt (k+1) koot k
ko (B+1)? —_— ko K2 .
Soit n € N*.
Alinsi : . G AL e 1 * On somme les inégalités (xx) sur les entiers k € [1,n] :
Vk e N*, — < —dt < —
(k+1)2 /k t2 k2 nopktl g nq ntl g
* En sommant les inégalités (sx) sur les entiers k € [n+ 1, N], on a : Z/k to dt < Z = L€ /1 1o dt < Sn(@)
k=1 k=1
k+1 N 1 N+1 4
Z / — dt < ﬁ i.e. / — dt < Ry n * On somme les inégalités () sur les entiers k € [1,n — 1] :
k=n+1 k=n-+1 n+1 3
- n—1 k+1 1 n 1 nq
* On somme maintenant les inégalités (x) sur les entiers k € [n, N — 1] : Z r1)e Z /k o dt i.e. Z k— —dt
No1 . k=1 k=1 k=2
> e k+1 Z/ St e s 62\/ La 6t comme :
k= l=n+1 n n
o . 1 1 n 1
Ainsi : Ni1 v Z o Z Ta Sp(a) —1, on a Spla) <1+ = dt
1 1 =
YN >0+ 1, / i< Rn_Ng/ St k=
n+1 i n t ..
Ainsi :

i.e., en calculant les intégrales :

n+1 n

1 1
1 1 L1 Vn € N* / —dt<5(a)<1+/—dt
VN > 1, —— — —— <R < —— = ) a =M = a
nt n+l1 N+1 NS L TN 1 t 1t

Or R, N N—> R,, donc on obtient, en faisant tendre N vers +oo dans les Pour tout n € N*, on a (puisque o # 1) :
—+00
inégalités précédentes : . ) /n 1 N f—at17n 1 : e )
—dt = - n _
n—l—langE L te l-al, l-a
1
— donc, d’aprés le théoréme des gendarmes (version équi- donc :
n—+1 n—>+oo n
lent 1 1
valent) : YneN,  ——((n+1)"*—1) < Su(a) <1+ (nt= 1)
1 1—« 1—«
R, ~ -—
n—+oo N

Comme a < 1,on an!=® —— 400 et (n+1)17% ——— 400 donc :

-« -«

et 1+ (n'=*—-1) ~ "

~Y
n—+oo 1 — 1 -« n—+oco 1 — v

2. Soient a €]-00,1[ et k € N*. La fonction ¢ — o est décroissante sur R’} car a > 0

1
donc : — > -1
w Vvt € [k, k + 1] 1 11 1_@((n+ ) !
’ 9 (k+1)a\ta\ko‘

n

Les inégalités précédentes et le théoréme précédent (version équivalent) permettent
de conclure que :

k+1 k+1 k+1 1—a
1 1 1 n
——dt< —dt < — dt Snla) ~
/k (k+ 1)~ /k to /k ko (@) n—+oo 1 —

MPSI 13 Année 2023-2024
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Fiche de TD #28

Exercice 16 On note (S,)n>2 la suite des sommes partielles de la série
1

; nlin(n)’

1
Soit k € N\ {0, 1}. La fonction t — 0 est décroissante sur l'intervalle [2; +o0o[ donc :

n

1 1
vVt € [k, k+1], <

puis, par croissance de l'intégrale :

k+1 1 k+1 1 k+1 1 1
a4t < __dt e ——_dt<
/k tn(t) /,C kn(k) e /k tn(t) kn(k)

Soit n € N\ {0,1}. En sommant les inégalités précédentes sur les entiers k € [2,n], on
obtient :

n k+1 1 n 1 n+1 1
< . €. < Sp
2 /k T S kZ:Q Rl “° /2 () 4S9

k=2

Or :

/ g = ()] = (o + 1)) - nin(2))

o tln(t) 2
Ainsi :
vYn e N\ {0,1}, Sp 2 In(In(n + 1)) — In(In(2))

Comme In(In(n+1)) —In(In(2)) 0, le théoréme de comparaison (pour les suites)
n—+oo

nous permet de conclure que S,, —— +0co0. Autrement dit :
n—+oo

1
la série ——— est divergente
7; nln(n) &
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