Question 910

Vincent Devinck

Question. Pour tout entier n au moins égal a 2 on pose .S, = Z T i o
zn=1;z#1
Dans I’exercice 7 corrigé dans RMS 123-4, on établit I’existence d’une constante strictement positive
C telle que S, < Cnlnn pour tout n.
Etudier I’existence et le calcul des constantes a, b, ¢ tels que S, — anInn — bn tend vers ¢ quand n
tend vers co.
(RMS)

Solution. Nous allons démontrer le résultat suivant.

Théoréme 1. Le développement asymptotique de la suite (Sy,)n>2 est

Su = “Inn) + = <7 +1In <72r>> +o(1)

too L dt
ony =1-— / {t}t—2 ~ 0,5772156649... est la constante d’Euler. Nous obtenons donc les
1

1 1 2
a=—, b:<v+ln<>> et c=0
T T T

Nous commengons par expliciter les sommes que nous souhaitons estimer. Soit n € N\ {0,1}.

D’apres la formule d’Euler pour le sinus, on a
= ‘—22' sin (l”) el | = 2sin <km>
n n

coefficients :

2ikm
Vk e [1,n — 1], l—en

k k
car sin <W> > 0 puisque e [0, 7]. Donc
n n

n—1 1 n—1
Sp = Z — c’est-a-dire S, =
k=1]|1—e n

1
£~ sin (47) M

1
2

L’existence et le calcul de a, b et ¢ se déroule en essentiellement deux étapes. Donnons en 1’idée
générale. La somme S,, (n € N\ {0,1}) est la somme de Riemann d’une fonction qui n’est pas
définie en O et en 7. L’idée est alors de perturber cette fonction (et donc de modifier la somme S),)
pour obtenir une fonction suffisamment réguliere sur 'intervalle [0, 7] dans le but d’appliquer un
théoreme renforcé sur les sommes de Riemann (proposition ??). Dans un premier temps, nous allons
chercher un équivalent de .S;, quand n tend vers +00, ce qui nous donnera la valeur de a (proposition
??). Nous remarquons que cet équivalent est lié a celui de la suite des sommes partielles de la série
harmonique (ce qui est précisé dans le lemme ??) dont il est plus facile d’en donner un développe-
ment asymptotique. En perturbant la somme initiale par une somme liée a la série harmonique, nous



faisons apparaitre les sommes de Riemann d’une fonction de classe C? sur I’intervalle [0, 7], ce qui
nous permet d’appliquer le théoréme évoqué sur ce type de sommes (proposition ??) et d’en déduire
finalement le développement asymptotique de notre suite.

Premiére étape : recherche d’un équivalent de .S,, quand n tend vers +oo

Pour obtenir cet équivalent, nous aurons besoin d’un développement asymptotique de la suite des
sommes partielles de la série harmonique.
1
Lemme 1. Pour tout n € N*, on pose h,, = Z = On a le développement asymptotique suivant :
k=1

1 1
hn =1 — —
400 n(n)+’y+2n+0(n>

oo Lt
oy =1 —/ {t}t—2 ~ 0,5772156649 . .. est la constante d’Euler. Pour toutt € R, on a ici noté
1
{t} la partie fractionnaire de t qui est définie par {t} =t — |t| ou |t| est la partie entiére de t.

Démonstration. Soit n € N*. On utilise une sommation par parties :

n

ndt 1 o dt
h,, = )= 18— + 1
1< k t2+n> ;/1 [k’}()t2+

k=
— /n (Z Ljjon] (t)) % +1

k

1 -1
moodt
[t]—5 +1
1 t

n

car pour tout ¢ € [1,n], la somme Z 1(j,n)(t) compte le nombre d’entiers naturels & non nuls

k=1
inférieurs ou égaux a t. Donc

hn:/lndtt—kl—/ln{t}i;
— In(n) + (1 - /1+°O{t}§> —i—/:oo{t}?;

too Lt
car I’intégrale généralisée / {t}t—2 converge (puisque 0 < {¢t} < 1 pour tout ¢ € R et par

1
comparaison de fonctions intégrables a valeurs positives). En majorant la partie fractionnaire par 1,
on trouve donc que

1
b = In(n) +7+0 <n> @
En posant u,, = h,, — In(n) — 7 pour tout n € N*, on a

Upt1 — Up = hpt1 —In(n+ 1) — hy, + In(n)



On en déduit que la série de terme général u,41 — u, est convergente. D’apres le théoreme de
sommation des équivalents (sur les restes des séries équivalentes convergentes), on sait que

+o0 1 +o0 1
Z(uk—H — ug) {9 Z 2
k=n k=n

c’est-a-dire
121
525
k=n
puisque nEToo u, = 0 d’apres (??). On utilise maintenant une comparaison série-intégrale pour
+oo

déterminer un équivalent de la série Z e quand n tend vers +oo. Pour tout £ € N\ {0,1}, on a

k=n

: . 1
par décroissance de la fonction ¢t — 72 sur R% :

/k+1dt<1</k dt st 1 1 _1_ 1 1
- <75 S - c’est-a-dire <5< — 7
o 12 R2 T 2 ko k+1 kK k-1 k

Pour tout n € N\ {0, 1}, il vient en sommant (les séries numériques mises en jeu sont convergentes) :
“+o0o +00 +0o0
1 1 1 1 1
S (-itr) i m o (s
E o k+1 k2 E—-1 k
k=n k=n k=n

c’est-a-dire

1 +o00 1 1 +oo 1 1
~< ];LkQ < -~  douTondéduit que ;;L"?Q -

.. 1 . . .
en divisant par — dans chaque membre de ces inégalités et en invoquant le théoreme des gendarmes.
n

1 1 1 1
Finalement, u,, o +o <n>’ c’est-a-dire hy, = In(n) +~v+ o +o <n> O

Remarque. Ce développement asymptotique montre en particulier que la suie (h,, — In(n)),en+ est
convergente de limite v et donc

n
1
= lim ——1
v n—-+o0o (Z k n(n)>
k=1
Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de cette partie.

Proposition 2. On a I’équivalent suivant :

1
Sp ~ n In(n) et donc a=—
+oo 7T ™

Démonstration. Si A et a sont des nombres réels tels que o > 0, la notation A = O*(«v) signifiera
que |A| < a. Nous allons utiliser la formule de symétrie du sinus :

Va € R, sin(m — ) = sin(x) (3)
pour démontrer le lemme suivant.

Lemme 2. Pour tout n € N\ {0,1}, on a I’égalité

1



Démonstration. Justifions cette égalité en distinguant deux cas suivant la parité de n. Soit n € N\
{0,1}. Si n est impair, alors il existe m € N* tel que n = 2m + 1 et donc

1 1 1 &m 1
Sn 527. -\ 3 > 7~ P
k=18 | 5,77 k=m+1 S | 5,75
1 1 1 2m 1
o 5 Z km T3

(2m+1—k)7r>

k=1 S <2m+1> k=m+1 Sl ( Im+1

d’apres (??). Le changement d’indice j = 2m + 1 — k dans la deuxieéme somme fournit

ZS(

Sln —
2m+1) k=1 n

2
nant n est pair, alors il existe m € N* tel que n = 2m et donc

1
puisque LEJ = {m + ZJ = m. Autrement dit, la constante O*(1) est nulle dans ce cas. Si mainte-

13, 1 1 by 1
S —— - =
) 1; sin (%) Z;n sin (%) 2
1 1 2m 1 1 1
2 ; sin (%) kzgl sin ((%;;lk) ) 2

car on a compté deux fois le terme d’indice m (et toujours d’ apres la formule de symétrie du sinus
(??) pour la deuxieme égalité). Le changement d’indice j = 2m — k dans la deuxieme somme fournit

,_
SIS
[

i _ 1 1
i sin 2—“ sin (%’r) 2

=
Il
—

.. |n . 1 . .
car ici [§J = |m] = m. Autrement dit, la constante O* (1) vaut D) dans ce deuxiéme et dernier

cas. Ceci démontre I’égalité (2?) et le lemme. ]

Pour démontrer la proposition ??, nous allons commencer par utiliser le développement en série
entiere de la fonction sinus :

' R . w2kt

Siz € }0, g} la série mise en jeu est alternée. En effet, pour un tel nombre réel x, on a pour tout
entier naturel n :

p2nt3 (2n+1)! 2 2 2

X = < < —

(2n+3)! x2ntl 2n+2)2n+3) " 4@2n+2)(2n+3) 24

3

<1

et donc la suite des valeurs absolues du terme général de la série (??) est décroissante (et elle tend

too 2k+1
bien vers 0). D’apres le critére de convergence des séries alternées, le reste ;(—1)’“(;{;4_1)'
vérifie, pour = € }0, g},
o 2k+1 3
>V i <6 ©)
P (2k+1) 6




Soit n € N*. Le lemme ??, le développement en série entiere en 0 de la fonction sinus appliqué en

k
tout entier k € [1, [n/2]] (on abien 0 < ual < g) et la majoration (??) fournissent :
n

1

W +0%(1)

w\»—t

ﬂ
2
k=1

*
Il
5
3
—_
=
w
w
N—
>H3

Soit k € [1,|n/2]].Ona

k‘2 2 kg 2
O* ( 677;2 )‘ < 67?2 donc, puisque k € [1,[n/2]], il vient

22 22 2
1+O*<k7r)> k*m T

612  6n2 24

Ainsi,

1+O* (kg;l';) 1+O* <k2 2 24

) e O* (k(;;f) ) <1 ) 7r2>_1 J:2 72 _ 37k2 -

2\ 12
puisque <1 — 72T4> % < 3. L’estimation (??) nous donne donc,

sn_ZZKHO* <3§>) +0*(1)

* 1 *
+0 ;Zk +0*(1) (8)

Z k< Z k c’est-a-dire Z k < — 5
k=1 k=1

k=1

et le lemme ?? nous donne, en particulier,

3]

|3

() o m(3row) o0

v

— m( ) +o()

+oo

PSR T I . . n . .. .
ou la derniere égalité s’obtient en factorisant par 5 dans le logarithme. En injectant ces deux estima-

tions dans (??), on obtient

n n n
S = =In (5) +0(n) = “In(n) +O(n)
Finalement,
Sy ~ “ln(n)  etd !
~ —In(n et donc a=—
" foo s ™
ce qui acheve la démonstration de la proposition ??. O



i 1 . N
La fonction z —— T n’étant pas définie en 0 et en 7, nous allons retrancher a la somme S,
sin(x
une somme dont on sait en calculer un développement asymptotique, et qui aura pour effet de faire
apparaitre une somme de Riemann d’une fonction suffisamment réguliére sur I’intervalle [0, 7]. C’est

ce que nous allons étudier dans la suite.

Deuxieme étape : a la recherche des deuxiéme et troisieme termes

Afin de compléter I’équivalent précédemment obtenu, nous allons utiliser le résultat suivant qui pré-
cise le terme d’erreur dans le théoreme lié aux sommes de Riemann.

Proposition 3. Soient (a,b) € R? tel que a < b et f une fonction de classe C* sur le segment [a, b].
Alors , ,
b—a k(b — a) / , 1
- ;f<a+ " >+oo af(x) x (x)dx 4o "

k(b —
Démonstration. Soit n € N*. Pour tout k € [0, n], posons zj, = a + kb-a)
n

. Posons encore

b—a— b
ra= 25" F ) — | fla)de

[t @
D’apres la relation de Chasles, on a
n xy
=3 [ (@) - @) do
k=1"Y%k—-1

Soit k € [1,n] et € [z)_1, k). La fonction f est continue sur le segment [z, 2| et dérivable sur
|z, z1[ donc, d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe &, ,, € |z, 21 [ (dépendant de k et
de z) tel que

fay) = f(@) = (k) (21 — 2)
= f"(x1) (w — 2) + (f (ra) — ' (1)) (2 — 2)
Comme f est de classe C? sur [a, b], la fonction f” est continue sur [, ,,, 7] et dérivable sur | ,,, 2|
donc, d’apres le théoreme des accroissements finis, il existe 6 ; € |k n, 1| (dépendant de £ et de
x) tel que
f'Era) = ' (@r) = f"(Ore) (ke — 1)

et donc

fxr) = flx) = f' (xr) (2p — 2) + [ (Okz) ko — 1) (25 — )

Par linéarité de I’intégrale, on a donc

Tn—Zf wk/ () — ) d$+z "(Okz) (Epw — xk) (2 — x) dx )

Tk—1 kll‘kl

D’une part,

n
/

Sor) [ G—a -

k=1 Tk—1 k=1
b
= (/ f'(z)dz + o ))
b

b= '(z )d:v—|—0<1> (10)
a n

_2n




. . . b—a
car la fonction f’ est continue sur le segment [a, b] donc la suite ( E f (xk)> des
n
k=1 neN*

b
sommes de Riemann de f’ est convergente de limite / f'(z) dz. D’autre part, comme f est de
a

classe C? sur [a, b], 1a fonction f” est bornée sur ce segment donc il existe M € R% tel que pour tout
x € [a,b], onait | f”(x)] < M. Pour tout k € [1,n] et tout x € [z)_1, 2], ona
M(b— a)?

n2

}f”(ek,w) (gk,oc —xp) (T — x)‘ <

puisqu’on sait aussi que &, , € [T}_1,x)]. L'inégalité triangulaire pour les sommes et les intégrales
fournit alors :

i Tk M —a)?
S P 0) € — ) (1 — ) da] < MO (an
k=1"Tk-1 "
L’égalité (??), ’estimation (??) et la majoration (??) permettent de conclure que
b—a /b , < 1)
Ty = fl(x)dz+o| =
" 2n  J, n
ce qui acheve la démonstration de la proposition ??. O

Nous allons appliquer la proposition ?? a la fonction f définie sur [0, 7| par

1 1 1

et f0)=f(r)=-~ (2

sin(z) x w—=x T

Va €]0, 7], flx) =

Commencons par en dégager quelques propriétés.

Lemme 3. 1. Lafonction f est de classe C* sur lintervalle [0, ].

[oar=n(2) o [ Few-

Démonstration. 1. La fonction f est de classe C* (donc en particulier de classe C?) sur Iinter-
valle |0, 7[ comme somme et quotient de fonctions qui le sont (et qui ne s’y annulent pas).
Pour montrer qu’elle est de classe C? sur I’intervalle [0, 7], on utilise le théoréme de prolon-
gement des fonctions de classe C2. 11 suffit pour cela de démontrer que les fonctions f, f’ et
/" admettent des limites finies en 0 et en 7. Commengons par faire I’étude en 0. On sait que

2. Ona les égalités :

sin(z) - oy o(z3) donc

6
1 1 =x-—sin(z) oz
sin(z) = xsin(x) 0 6
et donc il_r% flx) = —%. De plus,
—cos(z) 1 1

Ve €lo,xf,  f(z) = sin(z)2 " 22 (7 —1x)?

et donc, en utilisant les développements limités des fonctions cosinus et sinus en 0, on a

—cos(z) 1  sin(z)? — 27 cos(x)
sin(z)2 a2 x? sin(z)?
2?2 — %—x2+%+0(1‘4)
0 x4 +o(z*)
1
06



1 1
Donc lim f'(x) = 6 2 Ensuite,
T

x—0
sin(z)3 sin(zx) cos(x)?
e, () = S +Si2n(x)<4> w2 (ﬂf@g
_ 23 (sin(x)? + 2sin(z) cos(x)?) — 2sin(z)* e
23 sin(z)4 (7 —2)?

23 (sin(z)? + 2 sin(z) cos(z)?) — 2sin(z)*
4

et en posant g(z) = pour tout = €]0, [, on a

a3 sin(x)

3 <x3 + o(x) +2 <a: - %3 + 0(3:4)> (1 —a? 4 0(1’4))) -2 (:C4 - % + O(.CE7))

9(2) 5 23 (zt + o(zh))

3 <2$ — % + 0(x4)) — 22t + % +o(x")

z7 + o(z")

o

o(x7)
0 z7 4 o(x7)
. s N 10 z . . 1/ 2 z N

Donc lim g(z) = 0 d’ol I'on déduit que lim f"(z) = ——;. Le théoréme de prolongement

z—0 z—0 ™
des fonctions de classe C? permet alors d’affirmer que la fonction f est de classe C? sur
I'intervalle [0, 77[. Nous remarquons ensuite que

Vz €0, [, f(r—z) = f(x) (13)

ce qui fournit, par dérivations successives,

Yz €]0, 7, f@)y=—f(r—2) et f'(x)=f"(m—x) (14)
Les formules de symétrie (??) et (??) nous donnent alors :
lim f(x) = lim f(x) = —l, lim f/'(x) = —lim f(z) = iz 21
T z—0 ™ T—T z—0 s 6
et 9
limn () = lim () =~

Finalement, la fonction f est de classe C? sur I'intervalle [0, 7].

. Comme f est continue sur le segment [0, 7], elle y est intégrable et d’apres la formule de

symétrie (??), on a
™ w/2
/ f(m)d:r:2/ f(x)dzx
0 0

Il suffit pour cela d’utiliser la relation de Chasles et d’utiliser le changement de variable
/2
t= g—x, qui est de classe C! sur ’intervalle [g, w} , pour calculer I’intégrale f(z)dx.
0

w/2
Passons maintenant au calcul de I'intégrale / f(z)dz. Soit e > 0. Alors
0

w/2 w/2 /2 /2
J AL A e
- . sin(z) . T e T—X

= /7r/2 do +In(e) — In(m — ¢)

sin(z)




. ™ .
La fonction z +—— cos(z) est de classe C! sur le segment [e, —} donc on peut faire le
changement de variable ¢ = cos(x) etona:

/2 /2 : cos(e)
/ .dm _ / sin(x) o= / dt
€ Sln(x) € ) 0

1 — cos(z 1—¢2
1 cos(g) dt 1 cos(€) dt
- 2/0 T 2/0 1+t
_ In(1+cos(e)) In(1 —cos(e))
B 2 B 2
Or
In(e) — 2= 0s()) —1ln< e ) :1ln< < )
2 1—cos(e)/ 0 2 = +o(e2)
1u(er)
0 2 1+ o0(1)

donc, en faisant tendre € vers 0 par valeurs supérieures, il vient

/Oﬂ/2 F(z)dz = In <72T>

d’ou la valeur de la premiére intégrale. Pour terminer, la fonction f est continue sur le seg-
ment [0, 77| donc elle est intégrable sur ce segment et

A”fqu—fwwaﬂm—o

d’apres (??).

O
Nous disposons désormais de tous les outils nécessaires pour démontrer le théoreme ??. Soit
n—1
n € N\ {0,1}. D’apres (??), on a 25,, = Z —— % etdonc, en posant
sin (—“)
k=1 n
n—1 n—1
1 1
T = 25, — kr Z km

on a

=/ 1 1 1 [k
nef(aimw) 2 ()

n

ol f est la fonction définie en (??). La fonction f est de classe C? sur I'intervalle [0, 7] d’apres le
lemme ?? donc on peut appliquer le lemme ?? qui fournit une approximation de 7),. En effet

Tnzéfc{;j)—f(7r)+:00:/Oﬁf(a:)da:—i-;/Oﬂf’(m)da:—i—jr—i-o(l)
4§ﬁm<f>+l+“”

d’apres les valeurs des intégrales obtenues dans le lemme ??. On en déduit donc (par définition de
T,) que

1 4 1
2Sn+_oo +Z (n T n<2)—|—7r—|—0(1)

7T s
kln



et le changement d’indice ;7 = n — k dans la deuxieme somme fournit :

n—1
1 4 1 2n 1 n 4 1
S cq0) = Y 4 P (2 )+ 24001
<Wz)+ﬂ+o<> k:1k+7rn(7r2)+ +o(1)

250 = 22_:E
k=1

n

>H§

En utilisant enfin le lemme ??, il vient

<ln( )+'y—21+0<;>> —l—%ln <72T> +%+o(1)
ln(n)—k% <7+ln <72T> +o(1)

ce qui acheéve la démonstration du théoréme ??.

Sn =
—+00

13 313

+oo T
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