Question 871

Vincent Devinck

Question. Soient x et y des réels strictement positifs. Montrer que
o +yY > 2V oyt

RMS

Solution. Soit o €]1, +o0[. Notons f la fonction définie sur R par f(t) =t* —tsit > 0et f(0) =

0. Une étude rapide du signe de la dérivée montre que la fonction f est décroissante sur I’intervalle
71n(o¢)
[0, 3] puis croissante sur [3, +oc[ ot ’on a posé § = e a—1.On a le tableau de variations suivant :
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Soient = et y deux nombres réels strictement positifs. L’inégalité a démontrer est évidente si x = y
. PSR TV xr .
et on peut supposer dans la suite, sans perte de généralité, que y < x, de sorte que o« = — Vvérifie

a > 1. L’inégalité a démontrer est équivalente a f(y¥) < f(x¥). On raisonne par disjonction des
cas.

* Premier cas : 1 < y < . Comme o > 1l,ona 8 < 1 < y¥ < 2% La fonction f étant
croissante sur I’intervalle 3, +ool, il vient f(y¥) < f(2¥), ce qu’il fallait démontrer.

* Deuxieme cas : y < 1 < z. Si y¥ € [B,+o0], alors on a encore § < y¥ < ¥ et donc
f(y¥) < f(zY). Sinon y¥ € [0,0] et donc f(y¥Y) < 0. Comme 5 < 1 < zY, on a par
croissance de f sur 'intervalle [3, +o0],

f) < fa¥) et donc fy") <0< f2¥)

* Troisieme cas : y < x < 1. Nous allons démontrer que § < yY. La croissance de f sur
'intervalle [, +o00[ permet alors de conclure comme dans le premier cas. Tout d’abord,

In (%) < ylnly) In(z) — In(y)
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On est donc ramené a démontrer la derniere inégalité. La fonction g : ¢t — (y—t+1) In(y)—

In(t) est dérivable sur R et, pour tout t € R*,ona ¢'(t) = —In(y) — T On trouve que g

est décroissante sur ’intervalle |0, —1/In(y)] et croissante sur [—1/In(y), +oo[. Une étude
rapide de fonction permet de montrer que —ylIn(y) < 1 et donc y < ———. De plus,

In(y)
g(y) =0etg(1) = yIn(y) < 0.



1
e Si ——— < 1, alors le tableau de variations de g sur [y, 1] est le suivant :

In(y)

Comme z € [y, 1], on a bien g(z) < 0.

1
e Si ———— > 1, alors le tableau de variation de g est
In(y)
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On a encore g(x) < 0.

Dans les deux cas, on trouve que g(z) < 0. Ceci achéve la démonstration de 1’inégalité dans
ce troisieme et dernier cas.



