Question 1028

Vincent Devinck

Question. On considere I’espace de Hardy H constitué des fonctions développables en série entiere
dans le disque unité ouvert D := {z € C||z| < 1} :

+oo
f(z):Zanz" (an € C, z € D),
n=0

+oo
et telles que Z |an|? < +o0. On munit H de la norme ¢2 définie par

n=0
+o0o 1/2
If1l = (Z Ian2>

n=0

Soit la fonction ¢ : z — az + [ oll aw et B sont des nombres complexes tels que || + |5] < 1et
a #0.

a) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
VieH, |foel <Clfl (%)

b) Dans le cas particulier ou

al + |B] = 1, déterminer la plus petite constante C' satisfaisant
H — H

[ fop~
(Vincent Devinck)

(%), c’est-a-dire déterminer la norme de I’opérateur C.,, : {

Une réponse. Nous allons démontrer que la propriété (x) est vérifiée pour la constante C' = |a/|~1/2

et que cette constante est optimale. Les calculs reposent sur le résultat élémentaire suivant.

. L. N n . N
Lemme 1. Pour tout entier naturel k, la série entiére g ( k) 2" a un rayon de convergence égal a

n=>k
1 et, pour tout s € D, on a

> (1) = i

n=~k

+oo
Démonstration. Le rayon de convergence est évident. Soit s € ID. On sait que 1 = Z s" ce
. . . S nio
qui donne, en dérivant k fois :

= +oo
ij‘s;yﬂﬂ_zn(”—l)--.(n—kJrl)s”k—klz <Z>Snk7

d’ou le résultat. OJ



+0o0
Soit f un élément de H, noté f(z) = Z anz". Les fonctions f et ¢ sont développables en séries

n=0

entieres dans D et ¢ (D) C I donc la fonction f o ¢ est développable en série entiere dans D et :

+oo +o0 n
Vz e D, (fow)(z)_za"mz"'ﬂ)n_zanz<Z>akﬁnkzk
n=0 n=0 k=
—+00 Jroo0 n
e
k=0 \n=k k

. . e g . n _
I’interversion des sommes provenant de la sommabilité de la famille ( < k:> la|*| 8" an | 2| >
0<k<n

Justifions que f o ¢ appartient a H et estimons sa norme. Sous réserve de convergence des séries
mises en jeu, on cherche a montrer que :

+o00 | +0o n 2 +oo
Y |% (i) ten] <lat Tt
k=0 In=k n=0

Fixons £ € N. La fonction carré étant convexe sur R, on sait d’apres 1’inégalité de Jensen, que pour
tout entier naturel IV supérieur ou égal a k, on a :

(fj (+) |a|’frﬂ“\an\>2 < (i ;) Ial’“lﬁl”’“> > (2t ti

~— (" k| pn—k (7 ki pin—k(,. |2
< Z(k>lal 18] Z<k>|a| 181" Flal* (D)

D’apres le lemme, la premiére série de (1) converge de somme :

X ki pin—k || < 1
2 (k)'o" B = a1 S ar

n=k

puisque |a|+| 8| < 1. Ladeuxieme série de (1) converge car la famille < (Z) |18 F |y, |2)
0<k<n
est sommable. En effet :

+o0 n +oo
> (Z (7) Ial’“lﬁn"“> an? <3 Jal? < 400, @
n=0 \k=0 n=0

car |oo| + || < let f € H. En faisant tendre N vers +oo dans I’inégalité (1), on obtient :

+o0 2 +o0o
(Z (7) rar’“m”ﬂan\) <lal 3 ()l e ®)

n=~k n=k

Pour tout K € N on a donc, en utilisant I’inégalité triangulaire et en sommant les inégalités (3) :

K |+oo 0 2 K /40 n 2
3 (5% (1)otten| <30 (35 (3ot
k=0 In=k k=0 \n=k
K +o0
1 n k| pin—k 2
<lal 0 (1) alt18*an
k=0 n=~k
+o0 +o00
1 < n k| qin—k 2
<lal oY (1) lalt18 o
k=0 n=~k
< lal 12



en permutant les sommes et d’apres (2). Ainsi, f o ¢ appartient a H et :

—+o0
Z (Z) o Bn—k a,

n==k

2
< a7

+oo

Ifoel>=>"

k=0

On a donc démontré que pour tout f € H, la fonction f o ¢ appartient a H avec :

VieH, |foel<lal"V2|f] 4)

Montrons maintenant que la constante || ~1/2 est optimale. Pour a € [0, 1[, considérons la fonction :

1

A
Ja 1 —ae ¥z

ou ¢ désigne un argument du nombre complexe 8 (on prendra §# = 0 si 5 = 0), de sorte que
e"3 = |3|. Comme |ae~"| < 1, la fonction f, est développable en série entiere dans le disque D
et:

+o0 4
Vz € D, fa(2) = g ae oy
n=0

La fonction f, appartient & H puisque la série géométrique de raison a?

|u|2—§f2”— !
al T T T g2
n=0

converge etona:

De plus, pour tout z € D, on a:

+oo —inf n
1 1 1 ae "
(faop)(z) = X o 2"
L—alBl  1- wome 1- a|B] == (1 —alB])"
donc (on sait que f,op € H):
”f H2 < 1 >2 +oo a2n’a‘2n 1
OSD = _— =
. 1—alBl) ZT—aB)? ~ (1—alB)? -l
Or |a| + |8] = 1 donc :
Macgl? ___ 14a 2 1
I fall® L—a(|B] = la]) am1= 1+ ]af = [B] o
Ainsi :
lim | fa ool _ ]a\’l/Q
a—1= | fall

Cette limite et la majoration (4) impliquent que la plus petite constante vérifiant () est || /2.



