Question 1018

Vincent Devinck

Question. Soit a un entier naturel non nul. On considere la suite (hy,(a)),>1 définie par :

"1
VneN',  hp(a)= ) -
k=1

(k,a)=1

ou (k,a) désigne le plus grand commun diviseur des entiers k et a.

a) Montrer que la suite (h,(a)),>1 est divergente. En déterminer un équivalent quand n tend
vers +00.

b) Que dire de la suite (h,(n))p>1?

(Vincent Devinck)

Une réponse. On rappelle que la fonction indicatrice d’Euler ¢ est définie par
Vn € N¥ ¢(n) = card{k € [1,n] | (k,n) =1}
La proportion d’entiers premiers avec a dans I’intervalle [1, n] étant équivalent a M quand n tend
a

vers 400, on s’attend a ce que la somme h,,(a) soit de I’ordre de

p(a) x~ 1 p(a)
;kn:;m n(n)

a a

Nous allons préciser cette idée en introduisant la notion de multiplicativité, ce qui sera possible grace
a la fonction i de Mobius ; ceci aura pour effet de faire apparaitre explicitement la fonction .

La fonction p est définie sur N* par 11(1) = 1 et, pour tout entier n > 2, par :
e 1(n) = 05sin aun facteur carré (c’est-a-dire s’il existe un nombre premier p tel que p? divise
n);
e (n) =1 sin estle produit d’'un nombre pair de nombres premiers distincts;
e u(n) = —1 sin estle produit d’'un nombre impair de nombres premiers distincts.

Cette fonction vérifie la relation fondamentale suivante (voir par exemple [2])

X 1 sin=1
dln

Cette identité et I’estimation classique suivante (dont une démonstration est proposée a la fin de la
réponse, et ol v désigne la constante d’Euler) :

Vo € [1, 400, Z % =In(x)+~v+ O <1) )

x
k<x



vont nous permettre de donner des formes exploitables des sommes hy(a) et h,(n) (proposition
1) et de répondre directement a la premiere question. Une estimation (minoration) adaptée sera né-
cessaire pour étudier plus précisément le cas a = n. Commengons par dire quelques mots sur la
multiplicativité.

Dans la suite, on notera d | J pour dire que d divise 0 (d et ¢ sont des entiers naturels non nuls)

et Z ag correspondra a la somme des nombres ag portée par les diviseurs (positifs) de . Enfin, la
d|s

lettre p désignera systématiquement un nombre premier et une somme de la forme E ay sera celle

P<T
des nombres a,, portée par les nombres premiers inférieurs ou égaux au nombre réel .

1 Fonctions multiplicatives

Une fonction f : N* — C est dite multiplicative si f(1) = 1 et si, pour tout couple (m, n) d’entiers
naturels non nuls premiers entre eux, on a I’égalité f(mn) = f(m)f(n). Une telle fonction est
donc enticrement déterminée par ses valeurs sur les puissances des nombres premiers (en vertu du
théoreme fondamental de I’arithmétique).

La fonction p définie plus haut est clairement une fonction multiplicative. Les fonctions :

1 sin=1

. , Id:n+——n, 1:n—1
0 sinon

5:n>—>{

en sont d’autres. La fonction ¢ est également une fonction multiplicative d’apres le théoreme des
restes chinois.

L’ensemble M des fonctions multiplicatives peut-&tre muni d’une loi de composition interne : si f
et g sont deux telles fonctions, alors le produit de convolution de f et g :

f*g:néN*»HZf(d)g(%)

d|n

est encore une fonction multiplicative (voir par exemple [1]). On peut en fait montrer que (M, x) est
un groupe abélien d’élément neutre §. Remarquons que 1’identité de Mobius (1) se réécrit, avec la
convolution, sous la forme :

ux1l=4¢

Dégageons enfin deux formules qui seront utiles dans la suite. Si p est un nombre premier et si
o € N*, alors p(p®) = p® — p®~! (car un entier k € [[1,p%] n’est pas premier avec p si et seulement
s’il est divisible par p et on dénombre p®~! multiples de p dans cet intervalle). Un calcul élémentaire

montre que I’on a également (p*Id)(p®) = p® —p>~! si bien que, par multiplicativité de ¢ et p*1d,
on en déduit que

Va € N*, pla) = wld) 3
- d§|j y (3)
Par ailleurs, en décomposant un entier n > 2 en produit de facteurs premiers :
n = H pvr(™)
p=2
alors la multiplicativité de ( entraine que

o) = [T o) = [[("™ — p™-1)

p=>2 pln

-\ )

pln



soit encore

one)

pln

Nous allons maintenant utiliser la fonction p (et plus précisément (1)) pour calculer les sommes h,,.

2 Forme exploitable des sommes h,,

Nous avons les deux premieres estimations suivantes.

Proposition 1. * Soit a € N*. Pour tout entier naturel n non nul, on a l’estimation

h(a) = 29 ) + 0, + 0 <i> ,

a

ou

_ ¢(a) In(p)
Cc, = v+ pzla: o1

* Pour la suite (h,(n))n>1, l'estimation est analogue :

" p(n) In(p
v = —=
neN',  ha(n) =" n) + v +Z O(1) (5)
pln
Remarquons que ce résultat permet de répondre a la premiere question : nous avons un développe-
ment asymptotique de la suite (h,,(a)),>1 qui prouve sa divergence vers +oo (puisque £ ( ) > 0)et
on a I’équivalent simple (qui confirme I’intuition avancée dans I’introduction) :

(@) ~ 2D 1nm)

n—-+00 a

Démonstration de la proposition 1. On exploite I’identité (1) :
VEEN*,  1(go(k) =6((ka) = > p(d),

d’ou I’on tire que, pour tout n € N*,

Un entier k& € [1,n] est divisible par a si et seulement s’il existe £ € [1, [n/d]] tel que k = Za (ici,
|- | désigne la partie entiere). En utilisant aussi (2), on obtient

Z“ >3

t<n/d
- bt
Z“ ) -3 D@ vo (132

= SDia)(ln(n) +7) - Miid) In(d) + O <le>



p(d)

d’apres (3). Il reste a traiter la somme ; 'UJEZd) In(d). En posant f(s) := dz 7 (s € C),ona
(par multiplicativité de f)
1
fs)=11 (1 - s>
pla P

et donc, en dérivant les deux expressions,

, (d) In(p) 1
o=~ @ =m0 T (1- )

dla pla p q premier q
a#p
qla
In(p) 1\ !
YR (1o
pla
_ In(p)

On évalue finalementen s = 1 :

Dans les calculs menés ci-dessus, a peut €tre égal a n, la proposition est donc démontrée (pour le

terme reste de la suite (hy,(n)),>1, on majore par contre la somme Z 2(d) par n, ce qui nous
din
donne le reste en O(1)). O

Pour la suite (h,,(n))n>1, il résulte de 1’estimation (5) qu’il existe C' > 0 tel que
Vn € N¥, hn(n) > pln) In(n) — C
n

Remarquons que si n est un nombre premier, alors ¢(n) = n — 1, d’ot I’on tire que

lim sup hy,(n) = +o0

n—-+4o0o

Cependant, on peut préciser le comportement de la suite.

3 Etude plus précise de la suite (h,,),>1
Nous souhaitons établir le résultat suivant.

Proposition 2. La suite (h,,(n)),>1 est divergente de limite +cc et on a I’équivalent

hn(n) ~ ——=1In(n)

n—-+oo n
Ceci nécessite une minoration adaptée de la fonction .

Lemme 1. Pour tout entier n supérieur ou égal a 8, on a l’'inégalité



. .o L 1
Remarque. La clé de la démonstration qui suit repose sur une bonne estimation de la somme E —.

p<T
Nous n’en donnons ci-dessous (dans la deuxiéme étape) qu’une majoration (ce qui suffira). Signalons

qu’il est tout a fait possible d’améliorer la minoration du lemme. On peut en effet montrer qu’il existe
une constante A > 0 telle que

Vn € N*,

Cette minoration requiert plus de travail ; signalons simplement qu’elle découle du deuxieme théo-
reme de Mertens qui stipule qu’il existe une constante C' > 0 telle que

Vo € [1,+o0, Z; =In(ln(z)) +C+ O <i>

psT

Démonstration du lemme. La preuve se déroule en plusieurs étapes.

* Premiere étape : majoration de type Tchebychev de m(x)
Nous allons montrer que :

T

Vo€ Rotocl,  me) = 3 1< 5

p<zT

Pour cela, commencgons par montrer, en utilisant une récurrence forte, que si n € N*, alors

H p < 4". C’est évident si n € {1,2}. Soit maintenant un entier n > 3 et supposons que
psn

I’inégalité précédente soit vraie pour tous les entiers k£ € [1,n — 1]. Si n est pair, alors n
n’est pas un nombre premier (puisque n # 2) et alors

[Ir= ][ <ot <o

psn psn—1

Supposons maintenant que n = 2m + 1 soit impair. On peut écrire que

I[Ie=1{ I » IT »

PN p<m+1 m+1<p<2m+1
m+1
<4 II »
m+1<p<2m+1

par hypothese de récurrence. Il nous reste a majorer le dernier produit. Pour cela, on part de

I"égalité
2m—+1
2m + 1
! = k
w (M) =TI

k=m+2

m—+ 1

2
Si p est un nombre premier tel que m + 1 < p < 2m + 1, alors p divise < ) d’apres

le lemme de Gauss. En particulier, on a I’inégalité
2m +1
[T »< ( >
m
m+1<p<2m+1

Par ailleurs, on a clairement (d’apres la formule du bindme de Newton)

2<2m+1> _ <2m+1> N <2m—|—1> < g2ml
m m m+1



donc

I »p<2m

m+1<p<2m+1

ce qui acheve la récurrence.

On peut désormais établir la majoration de 7(x) annoncée. Si n est un entier supérieur ou

égal a 2, alors
[Ir> II »=(va)™ ™

p<n Vn<p<n

Le point précédent entraine que
(\/ﬁ)ﬂ'(n)fﬂ'(\/ﬁ) < 4"

puis

In(n) 41n(n)

m(n) < (1+2In(4))

Si x est un nombre réel supérieur ou égal a 3 de partie entiere n, alors

n T
= <4 <4
m(w) = m(n) In(n) In(z)
t
par croissance de la fonction f : t — N sur [e, +0o[. Comme f est de plus décroissante
n
sur |1, e, on a la majoration suivante pour = € [2,3[ (icin = 2) :
2 f(2) 2 In(z) 5 In(x)
2 = <>
IO =15 =950 Sh@e X w S1% s

Pour tout € [2, +00], on a donc bien 7(z) < 5

o o 1
* Deuxieme étape : majoration de Z -
p<T
Pourtoutz > 2,ona

S ([ 8h) - [t

p<T p<T
v 5
5 di
/2 o) T )

)
In(x)

N

< 5In(In(z)) +

* Troisieme étape : conclusion
Pour tout entier n > 2, I’égalité (4) nous donne

()50

pln

On montre facilement que

Vz €] —1,0], x —




Comme de plus
L =
P~ < =1
1-17 2 k(k—1) 7
p|n p k=2
on a la minoration .
In <‘p(”)> > 1-Y = (6)
n p
pn

Si P € [2,n] est un parametre réel (que I’on déterminera dans la suite), on peut écrire (en

utilisant le point précédent) que

< 5In(In(P)) + 1n(5m + % >

< 5In(In(P)) + 1n(5p) * erllrgz%)

Détaillons la derniére majoration. Si np désigne le nombre de facteurs premiers p de n tels
quep > Petsi P <p; <---<ppp < nsontces facteurs premiers, alors p; . .. p,,, divise

n. On a donc en particulier :
P L pi...pnp <1
d’ot I’on tire bien que
In(n)
1= <
> 1=nr In(P)
pln
p>P
La valeur P = In(n) (ici, n est donc un entier supérieur a e), on a
Zl < 5ln(In(ln(n))) + 0
| A In(In(n))
pln

< 11In(In(In(n)))
est croissante sur |1, 4+o00[ et prend

sin > e2. En effet, la fonction ¢t — In(In(t)) — n(?)
n

une valeur positive en e?. D’apres (6), pour tout . > 8, on a I’inégalité
p(n) e’
n In(In(n))!

In (@E:L)) > —1—111In(In(In(n))) d’ou

Ceci termine la démonstration du lemme.

Démonstration de la proposition 2. On sait qu’il existe C' > 0 tel que

)

Vn € N*, hn(n) = SO(: In(n) - C

Le lemme entraine donc bien la divergence vers +oo de la suite (hy,(n)),>1. Pour justifier I’équi-

valent annoncé de hy,(n), il nous reste a établir (d’apres (5)) que

SR )

p—1 n—s4oo

pln



On traite cette somme comme dans la troisiéme étape de la démonstration du lemme. Si P
un parametre et si n est assez grand, alors

In In In
ey +zpipi

-1
pn p<P p pln
p>P
<21
< 2In(P) Z - 1
péP pln
p>P
5 In(P) In(n)
< 2In(P) <5 In(In(P)) + 1n(P)> + p_1"° In(P)

et donc, pour P = In(n),

In(n)
In(n) — 1’

Z ln(p) < 10 hl(]n(n)) ln(]n(ln(n))) +10+

qui est bien négligable devant In(n) au voisinage de +oo.

Démonstration de I’estimation classique (2). Soit x € [1,400[. On a

S-S ([ 51) - S e

k<:p k<zx

2/1 > L (t) 74_@

k<z

- [z

En notant {0} := 6§ — | 0| la partie fractionnaire d’un nombre réel 6, on obtient

- [ 0% r1- 12

=In(z) + <1 - /lm{t}ff) +/x {t}% - {i}

k<x

> 2 est

la convergence de I’intégrale généralisée découlant des inégalités 0 < {t} < 1 pour tout ¢t € R. En

majorant la partie fractionnaire par 1, on trouve bien I’estimation (2) avec vy = 1 — / {t}t—2
1
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