Fiche de

TD #7

RELATIONS BINAIRES

(corrigés)

Exercice 1

1. *

*

*

*

La relation & n’est pas réflexive car 1 n’est pas en relation avec lui-méme (en
effet, 1 # —1).

Pour tous x,y € Z, si xZy, alors x = —y ce que 'on peut réécrire y = —x. On
a donc la relation yZz. On en déduit que la relation Z est symétrique.

La relation # n’est pas antisymétrique car on a 1%Z(—1) et (—1)#1 mais
1#—1.

La relation n’est pas transitive car 1Z(—1) et (—1)%1 mais 1 n’est pas en
relation avec lui-méme.

Finalement :

la relation & est symétrique et elle n’est ni réflexive, ni antisymétrique, ni
transitive

2. *

Pour tout x € R, on sait que cos(z)? + sin(x)? = 1 donc on a z%Zy. Ainsi, la
relation Z est réflexive.

Montrons que la relation &% est symétrique. Soient z,y € R tels que l'on ait
xZy. Alors :

cos(x)? +sin(y)? =1 i.e. (1 —sin(z)?) + (1 — cos(y)?) = 1,

soit encore cos(y)? + sin(x)? = 1. On a donc la relation y%Zz. Ceci montre que
la relation & est symétrique.
La relation Z n’est pas antisymétrique. En effet, on a 0Z7 et 7Z#0 mais 0 # 7.

Montrons que la relation # est transitive. Soient z,y,z € R tels que 'on ait
xRy et yZz. On a donc :

cos(z)? +sin(y)? =1 et cos(y)? +sin(z)? = 1
On en déduit que :

cos(z)? + sin(2)? = (1 — sin(y)?) + (1 — cos(y)?) = 2 — (cos(y)? + sin(y)?)
=2-1
1

On a donc zZz. La relation # est donc transitive.

Finalement :

3.

la relation Z est réflexive, symétrique et transitive mais elle n’est pas antisy-
métrique

* Pour tout t € N,onaz =1 x 2! et 1 € N* donc on a la relation x%x. La
relation Z est donc réflexive.

* Montrons que la relation % n’est pas symétrique. On a 122 (car 2 =2 x 1! et
1,2 € N*). Supposons que l'on ait aussi 2#1. Alors il existe p,q € N* tels que
1 =p29. Comme p > 1et qg>1,0onal>2 cequiest absurde. Ceci montre
que la relation &Z n’est pas symétrique.

* Montrons que la relation Z est antisymétrique. Soient x,y € N. Supposons que
Pon ait aZy et yZx. 1l existe alors p,q,r,s € N* tels que y = pz? et z = ry®.
Ainsi :
x=ry’ = r(pxq)s = rp°x?® i.e. x(l — rpsxqsfl) =0 (car rs > 1)
On a donc z = 0 ou rp*z?*~! = 1. On distingue trois cas.

— Siz =0, alors y = pz? = p0? = 0 (car ¢ > 1). Ainsi, x = y = 0.

— Siz > 1, alors rp*29*~! = 1. Comme ¢,s € N*, on a gs — 1 > 0 donc
2971 > 1. De méme, r > 1 et p° > 1 (car p,r,s € N¥). Légalité
rp*z?~! = 1 implique donc que r = 1, p* = 1 et 291 = 1. Sip > 1,
alors p® > 1, ce qui est absurde. Ainsi, p = 1.

e Onen déduit quesiz =1, alorsy=pr?=1x17=1=n=x.

e Si x > 2, alors I'égalité z9°~! = 1 implique (puisque gs — 1 > 0) que
sq = 1. Or s et g sont des entiers naturels donc s = ¢ = 1. Ainsi,
y=pri=1xz! =ux.

Dans tous les cas, on a I’égalité £ = y. On en déduit que la relation Z est

antisymétrique.

* Montrons que la relation Z est transitive. Soient z,y,2z € N tels que zZy et
yZz. 1l existe p,q,r,s € N* tels que y = px? et z = ry®. Ainsi :

z=ry’ = r(pa:q)s = rp°z?® = aa®
en posant a = rp°® et b = ¢gs. Comme p, q,r,s sont des entiers supérieurs ou
égaux 4 1, on a a,b € N*. La relation & est donc transitive.
Finalement :
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la relation Z est réflexive, antisymétrique et transitive mais elle n’est pas
symétrique

On peut conclure que : Finalement :

* la relation de la question 1. n’est ni une relation d’ordre, ni une relation
d’équivalence ;

* la relation de la question 2. est une relation d’équivalence (et n’est pas
une relation d’ordre) ;

* la relation de la question 3. est une relation d’ordre (et n’est pas une
relation d’équivalence).

Exercice 2 Montrons que ~ est une relation d’équivalence sur C.

* Pour tout z € C, l’égalité |z| = |z| nous donne la relation z ~ z. La relation ~ est
donc réflexive.

* Solent z, 2’ € C. On suppose que z ~ z'. Alors |z| = |2/| et comme la relation d’éga-
lité est symétrique, cette égalité se réécrit |2’| = |z| donc on a la relation 2’ ~ z.
Ainsi, la relation ~ est symétrique.

* Solent z,2',2” € C. Sionaz~ 2 et 2/ ~ 2" alors |z] = |Z/| et |2/| = |2”| donc
|z| = |2”| (par transitivité de la relation d’égalité). La relation ~ est donc transitive.

Ainsi :
|~ est une relation d’équivalence sur (Cl
Soit z € C*. La classe d’équivalence de z, notée Cl(z), est :
Clz) ={weC|lw~z}={weC||lw~ |z}
Donc :
|Cl(z) est le cercle de centre O(0,0) et de rayon |z| > 0|
La classe de z = 0 est C1(0) = {0} (cercle de centre O(0,0) et de rayon nul).
Exercice 3
1. Montrons que ~ est une relation d’équivalence sur R .
In(z In(z
* Pour tout z € R%, on a L = L) donc x ~ x. La relation ~ est donc
x x

réflexive.

* Soient z,y € R} tels que v ~y. Ona ——= = ce que 'on peut réécrire

In(z)  In(y)
y x
| |
(par symétrie de la relation d’égalité) n;y) = ng(/a:)

. On a donc y ~ z. La

relation ~ est donc symétrique.
* Soient x,y,z € R}. On suppose que x ~ y et y ~ z i.e. que :

In(z) In(y) " In(y) 1In(z)

Y T z Y
On a
1 1 1
() Ym0) _ v () )
x x Yy T
1 1
En divisant par z # 0, on obtient @ = niz) On a donc x ~ z. La relation

~ est donc transitive.
Finalement :

~ est une relation d’équivalence sur R’

. Soit z € R% . La classe T de = pour la relation ~ est :

z={yeR} fy ~az}={yeR; |y1n(y) =zn(z)}
={y eR} | f(y) = f(2)}
ou f:t+— tln(t). Le nombre d’éléments de T est donc le nombre d’antécédents de

f(x) par I'application f dans R . Etudions donc la fonction f sur R . Celle-ci est
dérivable sur R* comme produit de fonctions qui le sont et :

1
Vo € RY, f(x) =In(z) +z x ;zln(a:)—i—l

donc (par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R) :

Vz e RY, fl(x) >0 <= In(z) > -1 <= z>e !

On en déduit que f est strictement décroissante sur ]0,e ~!] et strictement crois-
sante sur [e 7!, +0o[. On en déduit le tableau de variations suivant (la limite en 0%
fait 'objet des croissances comparées) :
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On distingue trois cas.
% Six = e ! alors les variations obtenues nous donnent 7 = {e 7'} (i.e. 7 = {x}).
* Soit z €]0,1[\{e'}. Alors f(z) €] —e~!,0[. Comme f est strictement mo-
notone et continue sur chacun des deux intervalles ]0,e ~![ et e ™1, 1[, on sait
d’aprés le théoréme de la bijection que I'équation f(t) = f(x) admet exacte-
ment une solution dans chacun de ces deux intervalles. Cette équation n’admet
pas de solution dans I'ensemble {e 7'} U [1,+o0o[ car f(e ™) = —e ! # f(x) et
car pour tout ¢ > 1, on a f(t) > 0 donc f(t) # f(z). Ainsi, T contient deux
éléments.
* Soit © € [1,+00[. Alors f(z) > 0. Pour tout ¢t €]0,1[, on a f(¢t) < 0 donc
f(t) # f(x). D’apres le théoréme de la bijection, I’équation f(t) = f(z) admet
une unique solution dans 'intervalle [1, +oo[, & savoir z.
Finalement :

pour tout z € R%, la classe T de = contient :

* un seul élément si x € {e "1} U[1,+00[;

x deux éléments si z €]0,e ~H{Ule 71, 1].

Exercice 4
1. Montrons que =~ est une relation d’équivalence sur Z(E).

* Pour tout X € Z(F), légalité X N A = X N A nous donne la relation X ~ X.
Ainsi, la relation ~ est réflexive.

* Soient X, Y € Z(F). Si X ~ Y, alors X N A=Y N A i.e. (par symétrie de la
relation d’égalité) Y N A = X N A. On a donc Y ~ X. La relation ~ est donc
symétrique.

* Soient X,Y,Z € P(E)telsque X ~Y et Y 2 Z. Ona XNA=YNAet
YNA = ZNA. Par transitivité de la relation d’égalité, on a donc XNA = ZNA.
Autrement dit, on a la relation X ~ Z.

Ainsi :

| ~ est une relation d’équivalence sur Z(FE) |

2. On considére ’application :

9:{ P(A) — P(E) =~
X —  O(X)

ou C1(X) désigne la classe de X € Z(A) pour la relation ~, i.e. :
CUX)={Y e Z(B)|Y ~ X}
_{Yeﬁ J[YNA=XnNnA}
={YeZ(E)|YnA=X} (car X C A)

Montrons que 'application 8 est bijective.

* Soient X, Y € (A) tels que 6(X) = 0(Y). Alors C1(X) = CL(Y). Comme
X € Cl(X),on aaussi X € Cl(Y), i.e. XNA=YNA Or X et Y sont des
parties de A donc X N A = X et YN A =Y. Finalement, X = Y et donc
I’application 6 est injective.

* Montrons que 6 est surjective. Soit C' € P (E)/ ~. 1l existe X € Z(E) tel que
C = CI(X) (par définition d'une classe d’équivalence). Posons X = X N A. On
aX~Xcar:

XNA=XnNANA=XN(ANA)=XNA
). Ainsi, C = CI(X) et comme X € F(A),

C. Finalement, 'application 6 est sur-

On en déduit que CI(X) = CI(X .
cette derniére égalité se réécrit 0(X) =
jective.

Finalement :

Papplication 6 est une bijection de Z(A) sur Z(F)/ :l

Exercice 5

1. Montrons que =; est une relation d’équivalence sur E.

* Pourtout z € E,ona f(z) = f(z) i.e. ¢ = x. Larelation = est donc réflexive.

* Pour tout z,y € E, si x =5 y, t.e. si f(x) = f(y), alors on a aussi f(y) = f(x)
(par symeétrie de la relation d’égalité) donc y =y x. Ainsi, la relation =; est
symétrique.

* Solent z,y,z € Etelsque z =f y et y =5 2. On a f(z) = f(y) et f(y) = f(2)
donc (par transitivité de la relation d’égalité) on a f(x) = f(z). Autrement dit,
on a ¥ =y z. La relation =; est donc transitive.

Finalement :

| = est une relation d’équivalence sur £ |

2. Soit x € E. Si y est un élément de T, alors T = 3. On a y € ¥ donc y € T. Ainsi,
x =5 y et donc f(xz) = f(y) par définition de la relation =;. On en déduit donc
que la valeur de f(Z) = f(x) ne dépend pas du représentant x de la classe T choisi.
Autrement dit :

|1’application f est bien définie
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f(D). Montrons
Tet D=7y. Par
i.e. que C' = D.

3. Montrons que f est injective. Soient C, D € E/ =; tels que f(C) =
que C' = D. Par définition de E/ =y, il existe z,y € E tels que eC =
hypothése, on a f(z) = f(y) donc z =; y. On en déduit que T =7,
Ainsi :

lapplication f est injective

est une relation d’ordre sur .#.

|z| et Re(z) < Re(z) donc z %

Exercice 6 Montrons que <

* Soit z € .#. On peut écrire que |z| = z. La relation <

est donc réflexive.

* Montrons que la relation < est antisymétrique. Soient z,w € .Z tels que z < w et
w =< z. Montrons que z = w.

— Montrons d’abord que |z| = |w|. Par absurde, supposons que |z| # |w|. Quitte
a échanger les roles de z et w, on peut supposer que |z| < |w|. Comme on a la
relation w < z, on a |w| = |z| (et Re(w) < Re(2)), ce qui est absurde. On a
donc nécessairement |z| = |w].

— Les relations z < w et w < 2z et |z| = |w| impliquent que Re(z) < Re(w) et
Re(w) < Re(z). Par antisymétrie de la relation < dans R, on a Re(z) = Re(z).
On en déduit que :

Im(2)? = |2 — Re(2)? = u|® -

On en déduit que \/Im(2)2 = \/Im(w)? i.e. |Im(2)| = |Im(w)|. Or z,w e s
donc Im(z) > 0 et Im(w) > 0. La derniére égalité se réécrit donc Im(z) = Im(w).
Ainsi :

Re(w)? = Im(w)?

z = Re(z) + ¢Im(z) = Re(w) 4+ ¢ Im(w) = w

La relation < est donc antisymétrique.

* Montrons que la relation < est transitive. Soient z, w, £ € & tels que z < w et w < &.

— Si |z] < |wl|, alors comme |w| < |£] (puisque w < &), on a |z| < [¢] donc z X &.

— Sinon, comme z < w, on a |z| = |w| et Re(z) < Re(w).
o Si|w| < [€], alors |z| < |£]| et donc z < &.
e Sinon, comme w < &, on a |w| = [§| et Re(w) < Re(€). Par transitivité des

relations = et <, on a |z| = [¢] et Re(z) < Re(€). Ainsi, on a z < &.

La relation < est donc transitive.
* Solent z,w € .. On distingue trois cas.
— Si 2] < |w], alors z < w.

— Si |z| > |w]|, alors w <X z.

— Si |z| = |w], alors on a ou bien Re(z) < Re(w) et alors z < w, ou bien

Re(w) < Re(z) et alors w < z
Ainsi, la relation d’ordre < est totale.

On peut donc conclure que :

=< est une relation d’ordre totale sur .

Exercice 7 Montrons que < est une relation d’ordre sur N.

* Pour tout z € N,on a z = 2! et 1 € N donc = < «. La relation < est donc réflexive.

* Soient z,y € N. On suppose que = < y et que y < x. Il existe donc m,n € N tels que
y=2a™ et x=y". Ainsi:
r=y" = (mm)n i.€. x=zxm"

— Si 2 = 0, alors 'égalité 2 = y™ implique que y = 0 (en effet, si y > 1, alors on
al0=2x=y" > 1, ce qui est absurde).

— Sinon, on a z > 1. L’égalité z = x™" se réécrit eln(@) = gmnin(z) gone

In(z) = mnln(x), soit encore In(z)(mn — 1) = 0. Ainsi, In(z) = 0 ou mn = 1.
e Siln(z) =0, alors x =1 et donc y = 2™ = 1" = 1. Donc z = y.

e Sinon, mn = 1 et comme m et n sont des entiers naturels, ona m =n = 1.
Ainsi, z = y" =yt = y.

Dans tous les cas, on a z = y. La relation < est donc antisymétrique.

< est transitive. Soient z,y,z € Ntelsque zr < y et y < 2.
et z=y". On a donc :

* Montrons que la relation <
Il existe alors m,n € N tels que y = 2™
(xm)n =" et

z=y" = mn € N (car m,n € N)

Ainsi, on a la relation = < z. La relation < est donc transitive.

* Montrons que l'ordre sur (N, <) n’est pas total en montrant que 2 € N et 3 € N ne
peuvent pas étre mis en relation.
— Supposons que 2 < 3. Alors il existe n € N tel que 3 = 2". L’entier 3 est donc
impair, ce qui est absurde.
— De méme, si on avait 3 < 2, alors 2 serait impair, ce qui est absurde.

Les entiers 2 et 3 ne peuvent donc pas étre mis en relation avec la relation <. L’ordre

sur (N, <) n’est donc pas total.

Finalement :

| (N, <) est un ensemble partiellement ordonné
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Exercice 8

1.

* Montrons que &7 est majoré par Ry € Z(R). Soit A € 7. Il existe £ > 0 tel

que A = [¢, +o0[. Comme € > 0, on a A C R;. On a donc montré que :
VA e o, ACRy

Ainsi :

|1’ensemb1e (7, C) est majoré par Ry

Montrons que &7 est minoré par & € Z(R). Soit A € 7. 1l existe € > 0 tel que
A =[g,+00[. On a @ C A. On a donc montré que :

VA € o, g CA

Ainsi :

I'ensemble (27, C) est minoré par &

D’aprés les deux premiers points :

Pensemble (7, C) est borné

Montrons que &/ n’admet pas de maximum en raisonnant par 1’absurde. Sup-
posons que &/ admet un maximum noté A*. Il existe alors ¢* > 0 tel que
A* = [e*,+00] et :

VA e o, AC A",

e :
Ve > 0, [e, +00[C [e7, +00]

) €
Pour le choix ¢ = 5 >0,ona:

e* e*
[2,+oo[ C [, +o0] donc e* < 5 i.e. 2e* L e

Ceci implique que €* < 0, ce qui est absurde. Ainsi :

| (#7,C) n’admet pas de maximum

Montrons que &/ n’admet pas de minimum en raisonnant par l’absurde. Sup-
posons que &/ admette un minimum noté Ag. Alors il existe g > 0 tel que
A = [e0, +00] et :

VA € o, Ay C A,

i.e. :
Ve > 0, [€0, +00[C [€, +00]

Pour le choix e =g+ 1>0,0n a:
[€0, +00[C [g0 + 1, +00] donc eot+1<¢gp

Ceci implique que 1 < 0, ce qui est absurde. Ainsi :

| (7, C) n’admet pas de minimum

Montrons que # est majoré par [—1,1]. Soit B € A. 1l existe n € N* tel que
11 1

B = {, } .Onan >1donc — <1 (par décroissance de la fonction inverse
n'n n

sur R% ). Ainsi :

On a donc montré que :
VB € 4, B C [-1,1]

Ainsi :

| (£, C) est majoré par [—1,1] |

On remarque que [—1, 1] appartient & £ (il suffit de choisir n = 1 € N*). Ainsi :

|max(%’, C) =[-1,1] |

Comme & la question précédente, on vérifie que :

| (A, C) est minoré par & et il est donc bornél

Si # admet un minimum, alors il existe ng € N* tel que :
1 1 11

wmere, [L 1] c[L]]
no MNo nn

1
Vn € N*, — <

On en déduit que :

1 . .
Pour n = ng +1 € N*, on a donc — < 1.e. ng + 1 < ng, soit encore
no ng + 1

1 < 0 ce qui est absurde. Ainsi :

| (%, C) n'admet pas de minimum
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Exercice 9
* Soit x € X. Il existe n € N tel que z =2". On a 1| 2™. Ainsi :

Vo € X, 1z

Ainsi :

| (X,|) est minoré par 1 |

Onal=2%e 0¢eNdoncleée X. Comme de plus 1 minore X, on peut conclure
que :
min(X,|) =1

* Pour tout n € N, on a 2™ | 0 (car 0 = 2" x 0) donc :
Vo e X, x]0

Ainsi :

(X,|) est majoré par 0

On en déduit que :

(X,]) est borné

* Montrons que X n’admet pas de maximum en raisonnant par ’absurde. Supposons
que X admette une maximum zq. Il existe alors ng € N tel que xyg = 2™° et tel que :

Vn €N, 2™ | 2n0

Pour le choix n = ng + 1 € N, on a 2m*! | 270 ]| existe donc k € Z tel que
2motll = 970 En simplifiant par 27°, on obtient 2k = 1 et donc 1 est pair, ce qui
est absurde. Ainsi :

| (X,]) n’admet pas de maximum
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