Fiche de TD #1

GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Exercice 1 (propriétés algébriques de In et exp)
On rappelle que :

1 1
Vo e Ry, VI =22 et Vr=zx1
1 1
1. Comme 272 = 2= on a :

3 1 1 1 1
A1n<e2)+ln<e4)+eln(4)§++ ie. A=2

2. Soit w > 0. On aln <1) = —In(w) et :
w

donc :

Remarque : on a utilisé ici le fait que :

Vz,y € R, (e®)! =e™

3. Soit z € R. On a :
1 e” +1 N
1n<1+ex>ln( o >1n(e +1)—=

C = eln(1+ex) =1 +em

(car In(e”)

donc :

4. Soit z € R%. On a e2In(@) — oIn(=*) — 22 donc :

z)

(corrigés)

5. Soit z € R%. On a :

3In(2z) — In(z) = In ((22)?) — In(z) = In(82%) — In(x)

3
:m (836)
X

= In(82?)
et :
exf?)ln(:v) — % % eln(w73) _ ﬁ
= =5
Ainsi :
822 x & )
fla)=ox e =8
On vient de montrer que :
Vz e RY, f(z) =8e?

donc :

la fonction f est constante sur R

Exercice 2

1. Pour tout x € R%, on a :

* flla) =1

* f'(z) = —% =—z72;
*x fO)(2) =2273;

* fW(2) = —627*;

*x fO)(z) = 2425,
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Fiche de TD #1

Notation : pour tout n € N*, on pose :
nl=nxn-1)x---x2x1 (factorielle de n)

Par convention, on pose 0! = 1.

Avec cette notation, on conjecture que :

- 1!
VneN* Ve eRY,  fM(z)= (_1)Hu,
xn
Nous allons le vérifier par récurrence.
x Pourn=1,0n a:
» -t
veeR,, (-7 g =—=f(2)
donc I’égalité est vraie au rang n = 1.
* Soit n € N*. On suppose que :
- 1!
veeRy,  fM(z)= (—1)"—1M = (=) Yn-1)tz™™

xn

Par définition de la dérivée (n + 1)¢, on a :

Ve e Ry, [0 (@) = () (@) = ()" - ) (mm)a

(=1) x (=1)" 1 x (n—1)! x nz~ Y

(=1)"p g~ (D

donc 1’égalité est vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

f(n) (x) = (_1)71,—1@

Vn € N*, Vo € R},
xn

(et fO =1n)

2. Posons D =R\ {—1,1}. Pour tout x € D, on a :

.
(z—1)(x+1)

1 (@4 —(z—1) 1
2 @D+ 2

g(x) =

11
r—1 x+1

Notons a et b les fonctions définies sur D par :

Ve e D,

On peut montrer par récurrence que :
vneN, Vx e D, o™ (z) =

Ainsi :

(=)™ n!

(=1)"n!

M T

VneN, Vz e D, g™ (z) =

1/ (-1)"n! (=)™ n!
9 (( — 1)l - (z + 1)n+1)

3. Pour tout z € R, on a :
h(z)=(x+1)e”,

On conjecture alors que :

B'(x)=(z+2)e® et

R (z) = (x4 3)e”

Vn €N, Vo € R,

B (2) = (@ +n)e” |,

ce que l'on vérifie par récurrence.

Exercice 3

1. Ona:
1
/= lim 23 —2+—+£ = lim 2*|-24 = +
T—+00 x2 l“3 T—+00 5132 (E%
= -0
3 1
car 1° ——— +00, > ——— 0et = —— 0
T—r+00 T4 T—+00 2 T—+00
2. On a:
P02t 1+
82 = lim 171 . 3\ = 3 =
T—+00 T (1 + aj—d) T—+00 332(1 + x—s)

11 3
car1+2—>1etz2(l+>
T

T4 T—+oo 3
3. Ona:
x(l-— L
¢ = lim ( 1‘/5)
T—+00 .73(1+ nim)
car — 0et In(z)
ﬁ r—+00 €T r—+00

— +0Q.
Tr—r+00
1-— L
— lim — Y& —1

T—+00 | + In(x)

0 par croissances comparées.
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Fiche de TD #1

4. On utilise I'expression conjuguée :

G VEAL-VE)(Verl4yE) o (@t l) -

T a5 Vitl+yz = Ny
1

= lim ———

xirfw\/x+1+ﬁ

=0

1
5. Pour tout € R* ; on a —1 < sin(z) < 1 donc, en multipliant par — < 0, on obtient :
T

1
Vo € R*, i
x

1
Or £ — ——— 0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, on peut conclure que
€Tr x——00

l5 =0.
6. Pour tout z € R%, on sait que 2% = ern(@) Or xIn(z) — 0 par croissances
z—0
comparées donc :

66 = limet =1
t—0

7.0nazxr—1—— —1<0doncz(zx—1) —— 0~ puis :
z—0+ z—0t

8. On utilise a nouveau ’expression conjuguée :

2 (Vi+a? +1)

fs = lim = lim

2?(Vi+a? +1)

w=0 (VI+a2—1)(VI+aZ+1) =20 (1+2?) -1
=lim (V1+22+1)
x—0
=2
9. Pour tout x € Ry, on a —1 < cos(e®) < 1 donc, en multipliant par % > 0, on
T
obtient : ()
T x cos(e” T
V 6 R 3 - X ~X
v + 2+ 1 2+ 1 2 +1
Or: )
T
i + 7 = ] + = i + - =

donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, on peut conclure que £9 = 0.

10. On remarque que 1 est racine du polynome (du second degré) X2 —3X +2 et on a
la factorisation :
X2 -3X+2=(X-1)(X—-2)
donc :

o (r=D)(x—-2) B
=ty G2 2=

11. Pour tout x € R}, on a (@) = 2" In(@) Op .

In(z) —— -0

lim ¥ =/l =1 et
z—0t

donc 2% In(z) ——— -c0. On en déduit que :
z—0t

m el=0

611 =1l
t——o0

12. Pour tout x € R%, on a :

exln (wz) _ 612 In(z)

()" =

et on sait (par croissances comparées) que x2 In(x) — 0. On en déduit que :
z—0

612 = lim et =1
t—0

Exercice 4 Pour chaque fonction, on note 2 son domaine de définition et A son
domaine de dérivabilité.

1. Soit € R. La fonction racine carrée est définie sur R4 donc :
TE€EP = 12120 = (r—-1)(z+1) >0

< x €]-00,—1] U1, +o0[ (tableau de signes)

Le domaine de définition de f est donc 2y =]-co0,—1] U [1,+00[. Par ailleurs, la
fonction racine carrée est dérivable sur R} donc (en reprenant le raisonnement pré-
cédent), on obtient Ay =]-00, —1[U]1, +oo[. De plus :

_ 2z _ x
W2 -1 VaZ2-1

2. La fonction racine carrée est définie sur Ry donc, pour tout € R, on a :

Vo e Ay, f(z)

€9, < vzE€Retz— 220 < z20etVz(vVz—-1)>0
< z=0o0u(z>0etz>1)

P
>1

< z=0o0uczx
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Fiche de TD #1

On en déduit que 2, = {0} U[1, +oo[. La fonction z —— /= étant dérivable sur R ,
on obtient (en reprenant le raisonnement précédent) Ay =]1, +oo[. De plus :

1— 1
2
Jlw) = ——2F

2\/x —\/x

Vo € Ay,

. La fonction In est définie sur R et s’annule en 1 donc :

vz € R, r€ D <= x>0¢t In(z) #0 < =z €]0,1[U]1, +o0[

Ainsi, ), =|0,1[U]1, +co[. La fonction In est dérivable sur |0, 1[U]1, +oo[ (elle Dest
en fait sur R%) et elle ne s’annule pas sur cet ensemble donc h est dérivable sur
10, 1[U]1, +oo[. Ainsi, Ay =]0, 1[U]1, +oo[. De plus :

Vr € Ay,

. Soit z € R. La fonction In est définie sur R donc :

2
TED < e +2e " -3>0 <— ew+e—x—3>0
e2r _3e% 42
- "~ >
eﬂf
— (%)’ =3e"+2>0
— 2-3t+2>0
= t €]-00,1[U]2, +00[

<= 0

(car e > 0)

(en posant t =e”)

car les racines du trinome du second degré ¢ — 3t + 2 sont 1 et 2. Comme ¢t = e?,
on a :

TED — e <loue®>2 < zx<0ouz>In(2)

Le domaine de définition de k est donc %) =]-00,0[U]In(2), +oco[. La fonction In
est dérivable sur R* (et la fonction exponentielle est dérivable sur R) donc on a
également Ay =]-00,0[U]In(2), +oo] et :

e? —2e” %

V!EEA]C, —ez+267I73

K (z) =

Exercice 5

1. Soient z,y € R. Par définition des fonctions sh et ch, on a :

sh(z) ch(y) + ch(z)sh(y)
T—e ™ e¥Y4e YV eTH4e ®
X + X
2 2 2 2
(e —e ™)(e¥+e ¥)+ (eT+e T)(e¥—e7Y)

e eV —e7Y

4

ez+y + ey _ e—m+y —eTTTY + ex+y — %Y _|_e—ac+y —_eTT7Y
B 4

2y — 20 ~(r+y)
B 4

ety _ g —(z+y)

2
=sh(z +y)
Ainsi :
Vo,y € R, sh(z +y) = sh(z) ch(y) + ch(z)sh(y)

2. On procéde de la méme maniére.

3. Soient z,y € R. On sait que th(z),th(y) €] — 1,1[ donc th(z)th(y) €] — 1,1[.
Ainsi, 1 4 th(z)th(y) > 0 (donc ce nombre est en particulier non nul). La quan-

th(z) + th(y)

tité ——————
" T4 th(x) th(y)

est donc bien définie. De plus :

sh(x) sh(y) sh(z) ch(y)+ch(z) sh(y)

th(z) +th(y) @@ Tty ch(z) ch(y)
T+ th(@)th(y) 14 B0 20l S ShGIh)

_ (@) by + ch(z) sh(y)
ch(z) ch(y) + sh(zx)sh(y)
sh(z +y)

ch
ch
ch(z +y)

d’apreés les questions 1. et 2. Ainsi :

th(z +7) = th(z) + th(y)

Va,y € R, ="
Y 1+ th(z) th(y)
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Fiche de TD #1

Exercice 6 Soit z € R%. On a :

(\/E)I = 2V? — exln(ﬁ) =eVPIn(®) 0 21 (:E

=
N———
I
B
E
—~
&

= 21n(x):\/51n(x)

= (g—ﬁ) In(z) =0

— \/E(\éi—l In(z) =0

= ﬁzOou%—leou In(z) =0
— rz=4oux=1

car > 0. On en déduit que :

Pensemble des solutions de I’équation est {1,4} |

Exercice 7

1. La fonction sh est dérivable sur R; elle est donc en particulier dérivable en 0. Par
définition de la dérivabilité, on a :

3. Si « vaut 0, alors chaque terme dans le produit est égal a 1 (puisque ch(0) = 1).

Pour tout n € N, on a alors u,, = 1.

Supposons maintenant que x € R* et commencons par calculer les premiers termes
de la suite. On a ug = ch(x) puis (en utilisant la question 2. avec les nombres non

nuls z et z/2) :

~ 2sh(z) © 2sh(%)  22sh(2)

uy = ch(z)ch (%) sh(2z) % sh(z) sh(2x)

On conjecture alors que :

sh(2x)

Vn € N7 Up = m
Démontrons ce résultat a ’aide d’un raisonnement par récurrence.
* On sait que :

sh(2x)
2sh(z)
d’aprés la question 2. L’égalité est donc vraie au rang n = 0.

ug = ch(z) =

* Soit n € N. On suppose que :
~ sh(2z)
" Ta(E)

n

Montrons que :
sh(2z)
2742 sh (55

On a (en mettant le dernier terme de coté dans le produit définissant wy,11) :

Unp+1 =

. x T
" Un41 = H ch (k:)) x ch (T&-l>
lim 28 _ (k_o 2 2
z—0 X \—7/—/
2. Soit x € R*. Alors sh(z) # 0 et : Par hypothése de récurrence, on a :
o_ 22 sh(2x) x
sh(2z)  S— e¥oe ™ Ul = iz <M (3s1)
2sh(z) 9« e”—e”" 2(e* —e~7) .
(eF—e ) (e e ) Comme i1 # 0 (puisque z # 0), la question 2. nous donne :
e -e) () = hiEai)  sh(s)
_et e ST T sh(GE) T 2sh(55)
) Ainsi :
Ainsi : g = sh(2x) " sh(g%) sh(2z)
n+l — T T - ., T
vx c R*7 Ch(fE) — Sh(2x) 2n+1 Sh(ﬁ) 2 Sh(271+1) 2n+2 Sh(2"+1 )
2sh(z) L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.
MPSI
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Fiche de TD #1

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

sh(2x)

Vn € N, Uy = risn( 2 sh(%)

Il s’agit maintenant de trouver la limite de u,, quand n tend vers +co. Remarquons

que :
h(2
Vn € N, Uy = sh( QE)I
2z x 2 3")
b
z sh(57) .
Or — ——— 0 donc, d’aprés la question 1., on a —*~ ——— 1. On en déduit
2N n—toco b n—+oo
h(2
s(ix). Finalement :

donc que u,, ——
n—+oo

h(2
sh(2z) siz#0
2z

la suite (uy)nen converge de limite 1 si z = 0, et de limite

Exercice 8 Soit (z,y) € R?. Posons a =e® +e¥ et b=e"%+e Y. Alors :

35 35
Ch(x)‘f'(?h(y):ﬁ €x+e_“+ey+e_y:€
25 = N . 3 25
sh(z) +sh(y) = 5 ef—e T teV—e V=2
35
a+b:€
= a_b_§
6
35
a+b=—
= 6
2a =10 LQ%L1+L1
5
b= -
— 6
a=2>5

a=X+Y et

donc
b—§ X+Y=5
6 «— a5 <:>{ Y:
@a=5 XY "6
+Y =5
‘:’{X@ X)=6
— X+Y =5
X?—-5X +6=
<:>(X—2etY—3) u(X=3etY=2)
< (r=In(2) et y =1n(3)) ou (z =1n(3) et y = In(2))
Ainsi :

I’ensemble des solutions de () est { In(2

),1n(3)), (In(3), In(2)) }

Exercice 9 On note . 'ensemble des solutions de chacune des trois équations.

1. Soit x € R. On a (en posant X =e®) :

5e*+e™ "

3ch(z) +2sh(z) =7 f:7
<~ beP4+e =14
— 5 —14e"+1=0
— 5X? 14X +1=0
7—2V11 54 2y/11
@XZ%OUXZ—FT

Ces deux nombres sont strictement positifs donc :

)

MPSI

Année 2025-2026



Fiche de TD #1

2. Soit x € R. Sachant que ch(z)? —sh(z)> =1, on a :

ch(z)* —sh(z)* =1 <= (ch(z)? — sh(z)?)(ch(z)? + sh(z)?) = 1
ch(z)? +sh(z)* =1
02T 1 o=2 | 91 o2 4 020 9 _ 4
22 o2 _9_

brreetd

e =
0T — o7
r=-x
=0
Par conséquent :
< ={0}

3. Soitz € R. On a :

ch(z)* —sh(z)* = (ch(z)? — sh(z)?) (ch(z)* 4 sh(z)?)
= ch(z)? + sh(z)?

et :

Ainsi :
ch(x)* 4 ch(z)3sh(z) — ch(zx) sh(z)® — sh(z)* =0
<= ch(x)? +sh(z)? + ch(z)sh(z) =0

(ch(a:) + Shéx)f + SShix)z =0

<= ch(x) + sh(z)

=0etsh(z)=0
La fonction sh ne s’annule qu’en 0 et on remarque que 0 n’annule pas la fonction

ch + % Ainsi :

Remarque : & la derniére équivalence, on utilise le fait qu'une somme de deux
nombres positifs est nulle si et seulement si chacun de ces deux nombres est nul.

Exercice 10

1. La fonction f est dérivable sur I comme produit de fonctions qui le sont et :

F() =Ina) + 2 x - =In(x) + 1

Ve e,

donc :

-1

Ve el, ()20 < In(z) > -1 < z>e

On en déduit le tableau de variations de f suivant sur I (la limite en 0 provient des
croissances comparées) :

2. Les fonctions  — z% — 1 et 2 — % 4+ 1 sont dérivables sur R, la deuxiéme ne
s’annulant pas. On en déduit que g est dérivable sur R et que :

CAxd(at+1) -4zt —-1) 8B

Vr € R, J'(z) 1) BRCEE

Pour tout x € R, on a 5 > 0 donc g'(x) est du signe de 23, i.e. de x. On

8
@+ 1)

en déduit le tableau de variations de g suivant (les limites en * oo s’obtiennent en

factorisant par 2* au numérateur et au dénominateur) :
x -00 0 +00
g'(x) - 0 +
1 1
-1
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Fiche de TD #1

3. La fonction h est dérivable sur I comme fonction polynomiale (elle est en fait déri-
vable sur R) et :
Va €]-00,0], B (z) = —72% 4 42 4+ 22 < 0

car —72% < 0 (puisque 2% > 0), 23 < 0 et < 0. On en déduit que h est décroissante
sur |-00,0]. La limite en —oco s’obtient en factorisant par z7) :

4. On note 7, le domaine de définition de k. Soit z € R. La fonction racine carrée est
définie sur R donc :

2

TED < 1°—2r—-320 < 1z €]-00,—1] U3, +o0|

car les racines du trindme X2 —2X — 3 sont —1 et 3. Ainsi, 9 =|-00, —1]U[3, +o0].
De plus, la fonction x — /& est dérivable sur R donc la fonction k est dérivable
sur |-o00, —1[U]3, +o0] et :
_ 20 — 2 _ r—1

2Wr2 -2 —3 Va2 —2x-—3

YV €]-00, —1[U]3, +o0], K (z)

Pour tout = €]-00, —1[U]3, +oo[, on a V2 — 2z — 3 > 0 donc k’(z) est du signe de
z — 1. On en déduit le tableau de signes de k' et le tableau de variations de k sur
]-00, —1] U [3, +o0] suivant :

Exercice 11
1. Cette inégalité a été établie en classe (il faut savoir le refaire).
1
2. Soit n € N\ {0,1}. Remarquons que comme 1= — > 0 (en effet, n > 2 donc
n

17%2%),011&:

<1 + 1) _ enln (1+%> et
n

1 1 1
* Ona — >0> —1doncln <1 + > < — d’aprés la question 1. puis, multipliant
n n n
parn =0 :

1 1
nln(l+)<nx:1
n n

La fonction exponentielle étant croissante sur R, on obtient :

1 \"
P (R
n
. . 1 1 . .
*x De la méme maniére, comme —— > 3 > —1 (puisque n > 2), la question 1.
n

nous donne :

1 1 . 1 1
In (1— ) < —— puis —nln (1— ) > -—n X (—) =
n n n n

en multipliant par —n < 0. En invoquant & nouveau la croissance de la fonction

1 —n
exponentielle sur R, on obtient (1 — ) > e.
n

Finalement :

VYn € N\ {0,1},

Exercice 12
On rappelle que pour tous a € R et b€ R, on a ab = ebn(a),

Pour tout n € N*, on a :
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*
Ry —

Considérons la fonction f : { In(z) . Il s’agit de trouver la plus grande de

xT — €

f(n) pour n € N*. Etudions les variations de f sur R . Cette fonction est dérivable sur
R* et :
+

Vr e RY,

1 In(z)
Pour tout 2 € R’ , on a clairement Zxe T > 0 donc f'(x) est du signe de 1 — In(x).

On en déduit le signe de f’ sur R* et le tableau de variations de f suivants :

x 0 e +00
f(@) + 0 -
e’
d / \
0 1

Ainsi, sachant que 2 < e < 3, la plus grande valeur de f(n) pour n € N* est soit f(2), soit
f(3). Or:

In(2)

In(3)
2 3

— 3In(2) < 2In(3)

< In(2%) < In(3%)

— 8 <9,

ce qui est vrai. On a donc bien f(2) < f(3). Finalement :

la plus grande valeur de {/n = f(n) pour n € N* est v/3 = f(3)

Exercice 13 Soient a,b € R%. On a :

ln(a)—zl—ln(b) <In <a—2|—b> — 1n(\/%) <In (a—2|—b>

b
— ﬁ\@éa;

. Wy wgm (vb)®

=0
— (Va-vb)*=0

Cette derniére inégalité étant vraie, la premiére 1'est également. Ainsi :

In(a) + In(b) <ln (a + b)

beR:
Va,b e R}, 5 5

Exercice 14
1. Pour tout = €]0, 1[U]1, +oo], on a :

z1n(x) _ xIn(x) _
22-1 (z—-1)(z+1) =z+1

In(x)
z—1

In(z) '

et comme n > 0 (car z > 0), le signe de 'expression proposée est celui de
x T —
x 0 1 +00
In(z) — 0 +
x—1 - 0 +
xIn(z)
+ +
2 -1
Ainsi :
Vo €0, 1], voof,  ERE)
x 6]
bl ’+ ) x2 _ 1

2. La fonction f est dérivable sur R} comme produit et différence de fonctions qui le
sont et :

1
Vo e R, f’(m):ln(m)+xxE—x:ln(m)—i—l—x
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Or on sait que :

Vt €] — 1, +o0], In(1+1¢) <t
donc :
Vo € RY, In(z) =ln(14+(z-1)) <z -1 (cart=xz—1¢€]—1,+00])
Ainsi :

Vo e RY, flle)<z—-1+1-2=0

On en déduit que :

la fonction f est décroissante sur R%

3. On remarque que f(1) = 0. Le tableau de variation de f sur R est le suivant (pour
obtenir la limite en +o0o, on factorise par x2) :

&,’
DO =

On en déduit le signe de f sur R} suivant :

f(x) + 0 -

Démontrons maintenant l'inégalité. Soit = €0, 1{U]1, +oo[. On distingue deux cas.

* Premier cas : z €)0,1]
On a f(z) > 0 donc :

z? -1
2

2 -1

zln(x) — 5

>0 i.e. xzln(z) >

Comme x €]0,1[, on a 22 — 1 < 0. En divisant par 22 — 1 dans la derniére
inégalité, on obtient donc :

zln(x) <
22 -1

DO =

* Deuxiéme cas : z €]1, +o0[
On sait que f(z) < 0. Autrement dit :

2 _ 1 2 _ 1
xzIn(z) — z <0 i.e. zIn(z) < ’
2 2
Or z €]1,+00[ donc 22 — 1 > 0. En divisant par 2 — 1, il vient :
xIn(x) < 1
2—-1 "2
Finalement :
zln(z) 1
vz €]0, 1[U1 <=
x €]0, 1{U]1, +oo], 51 S 3

Exercice 15 La fonction f: 2 — 2%(1 — x)!~% a pour expression :

f(x) — ezln(m) ~ e(lfx) In(l-z) _ exln(m)+(17m) In(1—z)

Cette fonction est donc définie en tout nombre réel x tel que z > 0 et 1 —z > 0. Autrement
dit, la fonction f est définie sur l'intervalle ]0,1[. Elle y est de plus dérivable (produit et
composition de fonctions dérivables) et, pour tout = €]0, 1], on a :

1 1
f(z) = <1n(:17) +axx——In(l—z)—(1-x)x 1) o @ In(2)+(1—2) In(1-z)
* — X
- (ln(a:) —In(1— I)) o In(@)+(1-2) In(1-2)

donc (puisque e®(@)+1-z)In(l=2) () .

f() 20 < In(z) —In(1—2) 20 < In(z) > In(1 —2)
<— z>1—=z
— 2z 21

= =

N =

1 1
Ainsi, la fonction f est décroissante sur l'intervalle }0, 2} et croissante sur [2, 1 [

r 0 ! 1
2
1 1
; \ 1/
2
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Les limites en 0T et en 17 sont conséquences des croissances comparées (d’ailleurs, elles
ne sont pas utiles pour répondre a la question posée). En effet :

lim xzln(x) =0 et

z—0+

lim (1—2)In(l —2) = lim tIn(¢t) =0

r—1— t—0+

D’aprés les variations obtenues, la fonction f est minorée sur ]0, 1] par :
1 1
1 1\2 /1\2 1
1()=() () =

vV €]0,1], fz) >

Finalement :

)

N

i.e.:

vz €]0,1], (1 —z)'7® >

DO =

Exercice 16
le sont et :

La fonction f est dérivable sur R* comme quotient de fonctions qui

, o= In(1 +bx) — In(1 + ax)
fl(w) == In(1+ zj;)b
a(l + bx)In(1l + bx) — b(1 + az) In(1 + ax)
(14 az)(1 4 bz)In(1 + bx)?

Vr e Ry,

Considérons la fonction g : © — a(1+bx) In(1+bx)
est dérivable sur R et, pour tout z € R, on a :

—b(1+ax)In(1+ax) sur R Celle-ci

a
1+azx

1+ bx
=abln(1l + bz) + ab — abln(1l + az) — ab

—abln(1+bx)
1+ax

Soit x € R}. Comme 0 < a <

Jd(x)=a (bln(l +bz) + (1 + bx) x ) —b (aln(l +az) + (1 + az) x

bonal+bxr>1+4azx >0 et donc:

1+ bx S

>1 i ! >0
oz puis g (z)

On en déduit le tableau de variations de g, ainsi que son signe sur R7 :

x 0 +00

g /
0

g() +

Comme f’ est du signe de g, la fonction f est croissante sur R .

x 0 +00
f'(@) +
f
1 1 )
On a0 < a<bdonc 3 < —. La croissance de f entraine que :
a
In(1+ ¢
f(1)<f<1> ie. n( +b) < ln(2)b
b a In(2) In(1+2)
b
En multipliant des deux cotés par In(2 1+ - 0, on obtient bien :
a

)>
1+ ) ) <m

b
<1+
a

Exercice 17

1. Remarquons tout d’abord que I'inégalité est claire si a vaut 0 ou 1 (en effet, les deux
expressions valent 1 pour tout = € [0,1] si @ = 0, et les deux nombres sont égaux a
1+ x pour tout = € [0,1] si @ = 1. On se place désormais dans le cas ot « €]0, 1] et
on consideére la fonction :

f:{]—1,+oo[ R

—
x — (1+2)*—1-ax
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qui est dérivable sur | — 1, +oo[. On a :
Vz €] — 1, +o00], flz)=a(l+2)* ' —a
Comme « €]0,1[, on a pour tout = €] — 1, +o0] :
fl2) <0 <= 142)* 1 -1<0 « ele"Dhl+s) <

<~ (a—1)In(1+2) <0
<~ In(l1+=z)>0 (car a — 1< 0)
<~ 14+z>1

<~ x>0
On en déduit le tableau de variations de f suivant sur | — 1, +oo] :
x -1 0 +00
f'(x) + 0 -
0
! /
a—1
Ainsi :
Vo €] — 1, +o0], f(z) < f(0)
Or f(0) = 0 donc I'inégalité ci-dessus se réécrit :
Vo €] — 1, +o0], 1I+2)*<1l4oax
Finalement :
|Va€[071}, Vo €] — 1, +o00], (1+m)a<1+a$|

2. Soient « € [0,1] et n € N*. Soit k € [1,n]. Comme % € Ry C]—1,+00], on a d’aprés

la question précédente :
« 1\“
i’ > |14+ T >0

En multipliant ces inégalités (ce qui est possible car tous les nombres mis en jeu sont
positifs), il vient :

1+

Or:

= N\ & /k+1 ©(k 4 1)

(1e5) ~LIL(5) -5

k=1 k=1 k=1
20 3% 40 (n+1)
= — X — X — X +++e X —F
la 20 3o ne
=(n+1)"

en simplifiant et car 1% = 1. Ainsi :

I1(+2) > mep

k=1

Exercice 18 Considérons la fonction g : { I%r — 0t Par hypothése, on
a:
Ve eRy,  g(f(z) ==
La fonction g est dérivable sur Ry et :
Vr € Ry, gd@)=014z)e*>0

donc la fonction g est strictement croissante sur R . Montrons alors que f est strictement
croissante sur R en utilisant la définition. On veut montrer que :

< f(y)

Soient x,y € Ry tels que & < y. Par absurde, supposons que f(z)
croissante sur Ry, et puisque f(x), f(y) € R4, on peut écrire que g(
que x > y. Ceci contredit la définition de z et de y. On a donc f(x) <

Vo,y Ry, <y = f(x)

> f(y). Comme g est
f(@) 2 9(f(y)), ie.

f(y). Finalement :

|1a fonction f est strictement croissante sur R |

Exercice 19 On utilise un raisonnement par récurrence. Pour tout n € N, on
consideére la proposition :

P« Ve eR,, e”

> 717
k=0

* Pour tout x € Ry, on ae® > e =1 (par croissance de la fonction exponentielle sur

0 ok
i.e.e” g T La proposition &, est donc vraie.
k=0
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* Soit n € N. On suppose que la propositopn &, est vraie. Montrons que &, ;1 est
vraie. Soit € R,. Par hypothése de récurrence, on a :

tk
vie[0,2], e'=) —

Par croissance de 'intégrale, on a :

et :

x4k norr gk 1 z
/0 <Zk'> dtzz/o Hdt:kz:o [(kﬂ)k!h
n okt
RG]

La derniére inégalité se réécrit donc :

La proposition &, est donc vraie.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

n

k
Vn e N, Vz € Ry, ew>z%
k=0

Exercice 20

1. La fonction In étant définie sur R, il s’agit de montrer que :

Vr € R, z+Vz2+1>0

Soit & € R. On distingue deux cas.

x Premier cas : z >0
Onaxz?+4+12>1>0donc vVa2+1>0. De plus, z > 0 donc z + v22+1 > 0.

*x Deuxiéme cas : z <0

Onaz2+1>2x2donc vVz2+1 > vVz2. Or £ < 0 donc Va2 =

déduit donc que :

—z. On en

r+Ve2+1>z+ (—x) i.e. r+Vz2+1>0
On a donc bien démontré que :
Vz € R, z+V22+1>0

Ainsi :

|onabien @f:Rl

2. Tout d’abord, R est symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout z € R, on a :

_ 2 — /z2 _ _( 1—x)( x? + +x)
B4 AP = VBT = VLV

B (22 +1) —
T4+ Va2 +1
1

x4+ Vr2 1

On en déduit que :

Vz € R, f(—x)zln( x2+1)=—f(x)

1
_— :—ln(ac—i—
m+\/x2+1>

Ainsi :

|1a fonction f est impaire sur ]Rl

3. Onaz+va?+1 — o rooet In(t) Tt donc :
Tr—r+00 —+00

lim f(z)= lim In(¢) = +o0

T—r+00 t—+oo

La fonction f est impaire sur R donc :

lim f(z)= lim f(—t)= lm — f(t)=-00

T——00 t—+o00 t—+o00

Ainsi :

flz) —— -0 et

Tr——00 xr—r+00
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4. La fonction f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et :

14+ 2z 1+ T Va2+l+tzx
Ve e R f/(w) _ 2vz2+1 _ z2+1 _ 241
’ r+vVri+1l zH+vVai+l Va4l
1
IRV ZES
>0

La fonction f est donc strictement croissante sur R.

T -0 +00

s -

-0

+00

5. La fonction f étant dérivable en 0, I’équation de la tangente (notée T') a la courbe

représentative € en ce point est y = f'(0)(z — 0) + £(0), i.e. :

6. Graphe de la fonction f sur R :

<l

Exercice 21
(g0 f)y).

* La fonction f est croissante sur R et on a < y donc f(z) < f(y).

Soient z,y € R tels que z < y. On veut comparer (g o f)(z) et

* La fonction g est décroissante sur R et on a f(x) < f(y) donc g(f(x)) = g(f(y)),
i.e. (go f)(z) = (g0 f)(y).

On vient donc de démontrer que :

Autrement dit :

Exercice 22

Vz,y € R, <y = (gof)(x) = (g0 f)y)

|la fonction g o f est décroissante sur Rl

On rappelle que, si f est une fonction dérivable sur R et si a,b € R,

alors les fonctions ¢ : x — f(ax) et h: x — f(z + b) sont dérivables sur R et :

Vz € R, gd@)=af'(ax) et  K(z)=f'(x+b)

1. Par hypothése sur f, on a :

VeeR,  f(-z)=f(z)

Comme f est dérivable sur R, on obtient en dérivant 1’égalité ci-dessus :

VeeR,  —f(-a)=['(e) ie f(-2)=—f"(2)

Autrement dit :

|la fonction f’ est impaire sur Rl

2. On procéde de la méme maniére. On obtient que f est paire sur R.

3. Par hypothese sur f, il existe T' > 0 tel que :

Vo € R, flz+T) = f(x)

En dérivant (ce qui est licite car f est dérivable), on a :

Vr € R, f(x+T)=f(x)

Autrement dit :

Exercice 23

| la fonction f’ est T-périodique sur ]Rl

1. Il s’agit ici de donner un contre-exemple.
Considérons les fonctions f : x — e® et g : * — —x sur R qui sont respectivement
croissante et décroissante sur R. On pose h = f + ¢. La fonction h est dérivable sur
R (comme somme de fonctions qui le sont) et :

Vz € R, W(z)=e®—120 < e" 21 < 22>0

Le tableau de variations de h sur R est donc :
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R (x) — 0 +

+00 +00
1

La fonction A n’est ni croissante sur R, ni décroissante sur R. Ainsi :

la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante peut étre
ni croissante, ni décroissante

. Soient f et g deux fonctions bornées sur un intervalle I. Il existe alors des nombres

réels a, A, b et B tels que :
Ve e 1, a< f(r) <A et b<g(x)<B
En sommant les inégalités, on obtient :

Vo e, a+b< f(z)+g(x) <A+ B
—_—
=(f+g)(z)

La fonction f + g est donc bornée sur I. Ainsi :

|la somme de deux fonctions bornées est une fonction bornée

. Soient f et g deux fonctions bornées sur un intervalle I. Il existe alors des nombres

réels a, A, b et B tels que :

Ve el, a< f(r) <A et b<g(x)<B

et, quitte a diminuer les valeurs de a et b, on peut supposer que a,b € R_.
Soit « € I. Les inégalités ci-dessus impliquent que :

0< f(z)—a<A—a et 0<g(z)—b<B-b
Les nombres mis en jeu étant positifs, on obtient en multipliant membre & membre :

0<(f(2) —a)(g(e) —b) < (A—a)(B-b)

o 0 < f(2)g(x) — bf () — ag(x) +ab < (A — a)(B — b)

soit encore :
bf(x) + ag(x) —ab < f(x)g(x) < (A—a)(B —0b) +bf(x) + ag(x) — ab

Ora< f(r) < Aet b<0donc Ab < bf(z) < ab. De méme, aB < ag(x) < ab. On
en déduit donc que :

Ab+aB —ab < f(z)g(x) < (A—a)(B—b) + Ab+aB — ab
——
=(f9)(®)

La fonction fg est donc bornée sur I. Ainsi :

| le produit de deux fonctions bornées est une fonction bornée

Exercice 24

1. Montrons que les fonctions fy, f1 et fs sont bornées sur R.

* La fonction fy:z —> 1.2 est dérivable sur R et :

+ 22
2x
Vr € R, fé(f):*m
On en déduit le tableau de variations de fy sur R suivant :
x -0 0 +00
o(x) + 0 -
1
fO / \
0 0
On a donc :
VeeR, 0< fo(z)<1

La fonction fy est donc bornée sur R.

X
T3 22 est dérivable sur R comme quotient de fonctions
x

qui le sont (le dénominateur ne s’annulant pas) et :

* La fonction f; : z+——

(1-—z)(1+2a)
(14 22)2

1+ 22 —a x (27) 1—2?
vz € R, filz) = (1+22)2 = (1+ 22)2 =

On en déduit le tableau de variations de f; sur R suivant :
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x -00 —1 1 +00
1(x) — 0 + 0 -
0 1
2
fl \ / \
1
) 0
Ainsi :
VreR,  —i< ()<t
) 2 X J1 X 2

La fonction f; est donc bornée sur R.
2

* La fonction fo : 2 +— T est dérivable sur R et :
1+ 22
2z(1 + 2?) — 2% x (22) 2z
V E R, , == =
v f2() (1+22)? (1+a2)2

On en déduit le tableau de variations de fp sur R suivant (les limites en + co
s’obtiennent en factorisant par z? au dénominateur) :

x 0 0 +00
5(7) - 0 +
1 1
f2 \ /
0
On a donc :
Vr € R, 0< falz) <1

La fonction f; est donc bornée sur R.

Ainsi :

|1es fonctions fy, f1 et fo sont bornées sur R

2. On suppose que n > 3. Alors :

" .Z‘"_Q
lim fu(z)= lim —7——= = lim ——— =+00
T—+00 T—>+00 xQ(P + 1) r—too = 41

1 .
car "2 ——— 100 (en effet, n > 3) et — +1 ——— 1. Ainsi :
r—+00 x r—+00

|si n > 3, alors la fonction f, n’est pas bornée sur R

Exercice 25 On raisonne par I’absurde. Supposons qu’il existe x € R tel que
f(z) # x. Alors ou bien f(z) < x, ou bien f(x) > x. On traite les deux cas séparément.

flr) <z

La fonction f est croissante sur R donc :

*x Premier cas

et on sait que flz) <z
donc f(f(z)) < x. Puis, & nouveau par croissance de f sur R, on a :

FF(f@)) < flx)  de (fofof)z)< flz)

en utilisant ’hypothése faite sur f. Ceci est en contradiction avec I'inégalité f(x) < x.

soit encore z < f(z)

* Le cas f(x) > x se traite de maniére analogue.

On peut donc conclure que :

|VCUG1R7 f(:r):xl

Exercice 26
1. Soit « € I. On raisonne par double implication (pour montrer I’équivalence (1) <=
(2), il suffit de montrer que I'on a les deux implications (1) = (2) et (2) = (1)).

Montrons que (1) = (2). Supposons donc que (f o f)(x) = x et montrons que
f(z) = x. Par 'absurde, supposons que f(z) # z. Alors ou bien f(z) < z, ou
bien f(z) > .
— Si f(z) < z, alors par stricte croissance de f sur I on a (puisque z, f(z) € I)

f(f(@) < f(z), t.e. (fo f)(x) < f(x), soit encore x < f(x) (puisque (1)

est vérifiée). Les inégalités f(z) < x et x < f(z) sont en contradiction.
— On obtient également une contradiction si on suppose que f(z) > .
Finalement, f(xz) = z et donc (2) est vraie.

Montrons que (2) = (1). Supposons donc que f(x) = z et montrons que
(fo f)(x) = z. Comme f(x) =z, on a f(f(x)) = f(z), i.e. (fo f)(z) = f(x)
et f(z) =z (d’aprés (2)) donc (f o f)(z) = «.

Finalement :

|les assertions (1) et (2) sont équivalentesl
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. . . R — R . . i : -1
2. Soit a € R’}.. On considére la fonction f : ax - Celle-ci est strictement * Premier cas :a>e
] ] e Dans ce cas, In(a) > —1 (par stricte croissance de In sur R et car In(e ') = —1)
croissante sur R car elle y est dérivable et car : In(a) + 1
donc ———— > 0. On déduit du tableau de variations ci-dessus que :
Vr € R, f(x)=ae®™ >0 (car a > 0 et € > 0) a
) ) Vo € R, g(z) >0
D’aprés la question précédente, un nombre réel x est tel que (f o f)(z) = = (i.e.
e = 1) si et seulement si f(x) = z (i.e. ¢*® = z). Considérons la fonction La fonction g ne s’annule donc pas sur R.
R — R . . s _
g: { s eaT _ g La fonction g est dérivable sur R et : * Deuxiéme cas : a =e !
Ici, le minimum de g sur R vaut g(a) = 0. Comme de plus g est strictement
Vz € R, g (x) =ae™ —1 monotone sur R_ et sur Ry, la fonction g s’annule une unique fois sur R (a
savoir en a = e 1),
donc : * Troisiéme cas : a < e ™!
1 1 In(a) Dans ce dernier cas, on a In(e) +1 < 0. La fonction ¢ étant continue et stricte
vV € R, g’(ac)>0<:>ea”><:>am>ln<><:>x>— S ’ a ' g .
a a a L In(a) L e
ment décroissante sur |-oo, — , le théoréme de la bijection nous permet
On en déduit que la fonction ¢ est strictement décroissante sur l'intervalle , . , . .
In(a) In(a) d’affirmer que la fonction g s’annule une et une seule fois dans cet intervalle car
-00, — et strictement croissante sur 'intervalle |— ,+00|. In(a) R . , . . .
a a ———= ] < 0. De la méme maniére, g s’annule une unique fois sur l'intervalle
a
In(a)
€T —00 o ln(a’) 100 |:_ 0 , +0O0 |:
a
Finalement :
9'(x) - 0 +
+00 +00 * si a > e~ !, 'équation proposée n’admet pas de solution dans R ;
g \ / * si a = e !, alors I'équation admet une unique solution dans R (et cette solu-
In(a) + 1 tion est z = e~ 1);
a * sia < el alors 'équation admet exactement deux solutions dans R.
La limite de g en -oco est immédiate. De plus :
In(a In(a 1 In(a In(a) +1
S (@Y _ ey Inla) (a) _ In(a)
a a eln(a) a a
et :
x
lim g(z)= lim e® (1 - ) = +00
T—+00 T—+00 ear
car lim e = 400 (puisque a > 0) et car lim = 0 par croissances com-
T—++00 T—+o0 e aT
parées. Rappelons qu’il s’agit de déterminer le nombre de solutions de 1’équation
g(x) = 0 d’inconnue = € R. On distingue trois cas.
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