MPSI Mariette du 28 au 27 janvier 2023

PROGRAMME DE COLLE 16

Chapitre 16 : Fonctions convexes

Dans tout ce qui suit, I désigne un intervalle non vide et non réduit a un point et f : I — R est une
fonction.

notion de fonction convexe/concave

la fonction f est convexe sur I si et seulement si, pour tous x1,xo de I tels que x1 < z2, la
courbe représentative de f |[ est en-dessous de la corde joignant les points de la courbe
d’abscisses 1 et xo

x1,T2]

inégalité de Jensen : si f est convexe sur I alors pour tout p € N*, pour tous Ay,..., A\, € Ry
P

tels que Z Ai = 1 et pour tous x1,...,x, € I, on a 'inégalité
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convexité et croissance des pentes :
— la fonction f est convexe sur I si et seulement pour tous x,y,z € I tels que z < y < z, on a
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— la fonction f est convexe sur I si et seulement si pour tout a € I la fonction ci-dessous est
croissante sur I\ {a} :
I\{a} — R
Ta: f(x) — f(a)

T —
r—a

si f est dérivable sur I'intervalle I, alors f est convexe sur I si et seulement si f’ est croissante
sur I (si et seulement si f” > 0 sur [ si f est deux fois dérivable sur I)

application : convexité de exp sur R, concavité de In sur R

position de la courbe d’une fonction convexe dérivable par rapport aux tangentes : si f est une
fonction dérivable et convexe sur I, alors

Va,z €1,  f(z)> f'(a)(z —a)+ f(a)
application (inégalités de convexité classiques) :

(VzxeR, e 21+ x), et (Vz €] — 1,+00[, In(1 4+ z) < z)

Chapitre 17 : Calcul matriciel et systémes linéaires

notions de matrices a n lignes et p colonnes (ensemble .7, ,(K)), matrice nulle 0, ;,, matrice co-
lonne, matrice ligne, matrice carrée (notations ., (K), 0,), matrice identité I,,, matrice scalaire,
matrice diagonale, triangulaire supérieure/inférieure (ensembles %,,(K), 7.t (K) et 7, (K))

somme de deux matrices de méme taille, (.4, ,(K),+) est un groupe abélien, multiplication
d’une matrice par un scalaire, notion de combinaison linéaire de matrices de mémes tailles



e matrice élémentaire F;; € 4, p(K), symbole de Kronecker et égalité E; ) = (5i,k5j,e)1<k;<n,
1<U<p
tout élément de .4, ,(K) se décompose comme une somme de matrices élémentaires

e produit matriciel de deux matrices de tailles compatibles, associativité du produit matriciel,
bilinéarité, la matrice identité est 1’élément neutre

p
o si Ae M,p(K) et X € #,:1(K), alors AX = Zka’k ou Cq,...,Cy sont les colonnes de A
k=1
(et z1,...,zk les composantes de X)

e transposée de A € .4, ,(K), notation AT, lindarité de la transposition, involution, transposée
d’un produit

e matrice carrée symétrique, antisymétriques

o (M, (K),+, x) est un anneau non commutatif et non intégre (si n > 2), formule du bindéme de
Newton, factorisation (de AP — BP) lorsque les matrices mises en jeu commutent

e les ensembles 7, (K), 7,7 (K) et 7, (K) sont stables par produit

e notion de matrice (carrée) inversible, groupe linéaire GL,,(K) = ., (K)* (groupe des inversibles
de 'anneau ., (K)), rappel des propriétés de I'inverse : unicité en cas d’existence, inversibilité
et inverse de A™!, AB, A* (k€ N) et AT si A et B le sont

e déterminant d’une matrice de taille 2 x 2, description de GLy(K)

e systéme linéaire, systéme homogéne associé, systéme compatible, ensemble des solutions du
systéme

e dans le plan, ’ensemble des solutions d’un systéme & m équations et 2 inconnues correspond
géométriquement aux points d’intersections de droites (analogie pour des plans dans ’espace)

Questions de cours

e Soit f: I —> R une fonction convexe. Alors pour tous x,¥y,z € I tels que x < y < z, on a :

f) ~ f@) _ fE) - f)
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e On suppose que f est dérivable et convexe sur 'intervalle I. Montrer que la fonction [’ est
croissante sur I.

e Soit f une fonction convexe et dérivable sur I. Alors :
Va,z €1,  f(x) > f(a)(@ —a)+ f(a)

e Le produit matriciel est associatif.

Remarques aux colleurs

e Merci d’étre trés exigeants sur la rédaction.



