MPSI Mariette du 12 au 16 janvier 2026

PROGRAMME DE COLLE 14

Chapitre 15 : Fonctions convexes

Dans tout ce qui suit, I désigne un intervalle de R d’intérieur non vide et f € RT est une fonction définie sur
I et a valeurs réelles.

notion de fonction convexe/concave sur [

la fonction f est convexe sur I si et seulement si, pour tous z1,x2 de I tels que x; < w3, la courbe
représentative de f|(;, ., est en-dessous de la corde joignant les points de la courbe de coordonnées

(z1, f(21)) et (w2, f(22))

inégalité de convexité (ou de Jensen) : si f est convexe sur I, alors pour tout p € N*| pour tous

P
Ay Ay € Ry tels que Z)‘i =1 et pour tous z1,...,x, € I, on a l'inégalité
i=1

P P
f (Z Aﬂi) < Z)\if(xi)
i=1 i=1
convexité et croissance des pentes : la fonction f est convexe sur I si et seulement pour tous x,y,z €

tels que r < y < z, on a
fly) = 1) 1) = fl@) 1) — FW)
y— z—x z—y

si f est dérivable sur Uintervalle I, alors f est convexe sur I si et seulement si f est croissante sur I (si
et seulement si f” > 0 sur I si f est deux fois dérivable sur T)

position de la courbe d’une fonction convexe dérivable par rapport aux tangentes : si f est une fonction
dérivable et convexe sur I, alors

Va,x €1, f(z) = f(a)(x —a)+ f(a)
inégalités de convexité classiques :

Vz eR, e® 2 1+ux), et (Ve €] —1,+00[, In(1 +z) < z)

Questions de cours

Soit f € R! une fonction convexe. Alors pour tous z,v,z € I tels que z < y < z, on a :

1) = f@) _ )~ f@)

<
y—x z—x

On suppose que [ est dérivable et convexe sur l'intervalle I. Alors la fonction f’ est croissante sur I.

Soit f une fonction convexe et dérivable sur I. Alors :
Va,z €1,  f(z) > f(a)(z—a)+ f(a)

Exercice. Soient f,g € R¥ deux fonctions convexes, g étant de plus supposée croissante sur R. Montrer
que la fonction g o f est croissante sur R.

Exercice. Montrer que pour tout n € N* et pour tous xy,...,2, € R}, on a:
Yry...x, < AT T (znegalzte amthmetzco—geometmque)
n

Exercice. Soit f € (R’_j_)f . On suppsoe que la fonction Inof est convexe sur I. Montrer que la fonction
f est convexe sur I.

Remarques aux colleurs

Merci d’étre trés exigeants sur la rédaction.



