Fiche de TD #5

NOMBRES REELS

Manipulation d’inégalités

Exercice 1 (racine carrée) 1. Soient a,b € R. Montrer que va + b < v/a + Vb.

Dans quels cas a-t-on égalité ?

2. En déduire que :

vayeR  |Vil- Vi < Ve =y

3. Soient z,y € R. Montrer que |z| + |y| < |z + y| + | — y|.

Exercice 2 Proposer un encadrement des quantités suivantes :

22 — 3z + 2 —z+y>+1
lL.A=————pourze|-1,1 2. = ——F——pourz,y €|1,2
PNy =111 ey ? vel2

Equations, inéquations

Exercice 3 Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

1.In(lz+1]) —In(j2z +1]) =0
3. |2z — 3| < |3z + 5|

5. v/Bx+5)2=x+1

2. 2c+3|—z—2=12z -1
4. In(J4z — 1)) = In(Jz + 3]) < 0

Exercice 4 Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

2. Vr—1++vz+4=+5
dvr+1<2x—3
6. vVr+1>+dr—1

LVz+2=2-4
3.Vr2—x—2=3x+2
5. V2 —2z—-20>=x

7. Ve —1—+v2224+1>0

Exercice 5 Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

z—1 e2z+1
l.ez+2 < e? 2. —— =¢e
eI—S

3. In(z + 2) + In(x — 2) = In(2z + 11) 4. In(2xr+1)—In(z—-3) <1

T 41
5. £ 11 o
e T —e

7. (e —1)(e " +1)<0

6. In(z2 —e?) <2

Bornes supérieure et inférieure

Exercice 6 Soit I un intervalle non vide de R.

1. Soit f € R! une fonction majorée. Justifier que I'ensemble f(I) admet une borne
supérieure.

Dans la suite, on pose N(f) = sup(f(I)).

2. Soient f,g € R deux fonctions majorées sur I. Montrer que :

N(f+g)<N(f)+N(g)

et justifier que I'inégalité peut étre stricte.

Exercice 7 Soit A une partie non vide de R.

1. Justifier, pour tout nombre réel z, I'existence du nombre réel :
d(z, A) = inf {|z —a||a € A},

appelé distance de x a A.
2. Soit x € A. Calculer d(z, A).

3. Montrer que :
Va,y € R, |d(xz, A) — d(y, A)| < |z -y
Exercice 8 1. Soit f € [0,1](% une fonction croissante. On veut montrer que
f posséde un point fize, c’est-a-dire qu’il existe un nombre réel x € [0,1] tel que
f(z) = z. On pose :
T={ze[0,1]]f(z) <z}
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(a) Montrer que T posséde une borne inférieure. On la notera t.
(b) Monter que f(t) minore T

(¢) Montrer que f(T) C T.

(d) En déduire que f(t) =t.

2. Ce résultat est-il toujours vrai pour une fonction croissante de [0, 1] dans lui-méme ?

. 1
Exercice 9 1. On considére 'ensemble A = {(—1)" +-

+1
A est une bornée de R et déterminer inf(A) et sup(A). L’ensemble A admet-il un
plus petit élément ? un plus grand élément ?

' n e N}. Montrer que

2. Méme question avec les ensembles :

y—1
B = eR|IyeR,, x =——;
@ B={scr|3yers o= 11}
(b)C’—{lll‘m,neZ*};
m n
p+2 qg-—1
D={""24 3 |pgeNS.
) {p+1 g+1|71 }

Exercice 10 1. Soient A et B deux parties non vides et bornées de R telles que
B C A. Montrer que :

inf(A) < inf(B) < sup(B) < sup(A4)
2. Soient A et B deux parties non vides et bornées de R telles que :
V(a,b) € A x B, a<b

Que dire des quantités inf(B) et sup(A)?

3. Soient A et B deux parties non vides et majorées de R. On pose :
A+B={a+b|(a,b) € Ax B}
Démontrer que A + B admet une borne supérieure telle que :
sup(A + B) = sup(A) + sup(B)

4. Soient a,b € R} tels que a < b. Etudier les éventuelles bornes supérieure et inférieure
de ’ensemble :
T
A= {
Y

(@) € fa?}

5. Soit A une partie non vide et bornée de R. On pose :

B = {lz —yl|(z,y) € A%}

(a) Démontrer que B est non vide et bornée.
(b) Montrer que B admet un plus petit élément, dont on donnera la valeur.

(c) Démontrer que B admet une borne supérieure telle que :

sup(B) = sup(A) — inf(A)

Exercice 11 Soit n € N*.

n n

1. Soient ay,...,a, € R. Exprimer la somme Z (1 — ax)? en fonction de Zak et

k=1 k=1
n
E 2
ay..
k=1

2. On considére 'ensemble :

n n
En:{xERlﬂal,...,aneR, x:Zak etx:Zai}
k=1 k=1

L’ensemble E,, est-il majoré ? minoré ? Posséde-t-il un maximum ? un minimum ?

Partie entiére

Exercice 12 1. Soit x € R. Simplifier Pexpression |x]| + |—z].

2. Montrer que :

Vz,y € R, lz] + [z +y] + [y] < [22] + |2y]

Exercice 13 On considére 'application suivante :
£ R — R
1z — z—|x]
1. Tracer le graphe de f sur lintervalle [—3, 3].
2. Déterminer f=1({0}).
3. Démontrer que la fonction f est 1-périodique.
4. Démontrer que sup(f(R)) = 1.

Exercice 14 1. Soit m € N. Déterminer les entiers naturels k tels que [\/EJ =m.
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n2+2n
2. Soit n € N. Calculer la somme S,, = Z {\/EJ
k=0

Exercice 15 Montrer que :

Yn € N*, 2v/n + —2\/ﬁ<%<2\f—2\/n—1
n

10000 4
En déduire — .

Exercice 16 1. Montrer que :

VreR,  |20] = |o| + {HlJ

2. Montrer que :
Vr € R, Vp € N¥, {U;EJJ = ||
3. Montrer que :
vz € R, [22] —2|z] <1

Exercice 17 Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € R :

1. [22—1] = |z + 1] 2. [z +3]=|z—1]

Exercice 18 1. Montrer que :

Vn € N*, L\/n4—|—2n3—|—3n2—|—1jzn2+n

2. Déterminer 'ensemble des entiers n € N* pour lesquels n? + 2n3 + 3n2 4+ 1 est le
carré d’un entier.

Rationnels
Exercice 19 Le nombre a = /2 + /3 est-il rationnel ?

Exercice 20 Soit n € N\ {0,1}. On considére les fonctions :

0.1 — R {[0,1] s R
T et h: z"

n
g: = _
X — € wk_oﬂ X — g(l)+e IF

. Montrer que la fonction g est strictement décroissante sur [0, 1].

. ~ 1
. En déduire que Z o <e.
k=0

. Montrer que h est strictement croissante sur [0, 1].

1 1
. En déduire que e < <Z k') + ok

k=0

. On suppose que e st un nombre rationnel. Il existe donc des entiers naturels p et ¢

(g étant non nul) tels que e = P Montrer que g > n.
q

. Conclure que e ¢ Q.
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