Fiche de TD #6

NOMBRES COMPLEXES

(corrigés)
Exercice 1 donc :
1. xOnaz =1-2V3-3=-2-2i3. Re(iz) = —Im(z),  Im(iz) = Re(z)
* On utilise la conjugaison : et :

L (-4 —5i) _ ~19-9i
2T n+siP 26

* On utilise la conjugaison :

) _(1+z’)2_1+2@'—1_i
T =2 T 2

*

En posant w = Z,,onaz:w—i—E:?Re(w). Or :

1+ 57
(1-20)(1—5i) —9—7Ti
1+5i2 26
9
d =——.
onc z4 13
* On a:
25 =8+3x4i+3x2xi2+i>=2+11i
* On a:
I ) B & VR B
C T L +ivE)2 6 3773
*x Onaz; =235 =i = —1.
x Pour tout (a,b) € R?, on a :

28 = a® 4 3ia®b — 3ab? — ib® + a® — 3ia®b — 3ab® + ib® = 24> — 6ab?
2. Soit z€Z. On a:
iz =i(Re(z) +iIm(z)) = —Im(z) + i Re(2)

et :
22 = (Re(z) +iIm(2))? = Re(z)? — Im(2)? + 2i Re(2) Im(2)

Re(2%) = Re(2)? — Im(2)?, Im(z%) = 2Re(2) Im(2)
Exercice 2

1. z="Tet0

2. z=3e'"

3. z= Se’%

1 3 2
4. z:2<—2+i\2[> =2e'3

5. z:2x/§e_i%
6. Ona\/§fi\/§:2eﬂ% etlfi\/§:2e7’% doncz:eil%.
7. SoitaeR\(g—i—ﬂ'Z).Ona:

1 1

z= (cos(a) + isin(a)) = el

cos(a)
On distingue ensuite deux cas.

* o€ U}—g+2kﬁ7g+2kﬂ’{
keZ

1 ,
> 0. Ainsi, z = e’ est la forme trigono-

1
On a cos(a) > 0 donc ——
¢ cos(a

os(a)

métrique du nombre complexe z.
3
* o€ UBHM,JHW[

1
< 0. Ainsi, z = ———~

eiatm) egt la forme
cos(a)

On a cos(a) < 0 donc ——
cos(w)
trigonométrique du nombre complexe z.

3T
8. z=4e'2
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Fiche de TD #6

9. On utilise la technique de I’angle moitié et on obtient :
T T L. [T\ T
z=¢"'8 (e '8 7618) = —2isin <§) e's
= 2sin (g) ei(%_g)

s ™ ;3T
Comme sin (g) > 0, la forme trigonométrique de z est z = 2sin <§> e '8

10. On utilise la technique de ’angle moitié :

I i T 4
z=e 4 (e 12 4+ ¢ 12) :2cos<ﬁ> e'4

Ceci est la forme trigonométrique de z car cos (%) > 0.

11. Tout d’abord, si a € m 4 27Z, alors z = 0 et donc z n’admet pas de forme trigo-
nométrique. Soit maintenant z € R\ (7 + 27Z). On utilise la technique de Pangle

ay o
moitié et on obtient z = 2 cos 5) e'2. On distingue ensuite deux cas.

* Premier cas : a € U |—7 + dkm, 7w + 4kn]
kez

a o o
On a ici cos (5) > 0 donc z = 2cos (5) e'2 est la forme trigonométrique de

* Deuxiéme cas : a € U |7+ 4km, 3w + 4kn|
k€EZ

e
Comme cos (5) < 0, la forme trigonométrique de z est :
z = —2cos (%) ei(g'HF)

12. Soient o, 3 € R. Si a — B € 277 (i.e. si a« = B[27]), alors ™™ = e et donc z = 0.
Dans ce cas, z n’admet pas de forme trigonométrique. On suppose maintenant que
a— B € R\ 27Z. On utilise la technique de I'angle moitié et on obtient :

_ Lo+ — co+B+m
zzQisin(OéQﬁ) e’ 2 =2sin (042ﬁ> e’ 2

On distingue ensuite deux cas.

@b |12k, (2k + Vx|
keZ

*x Premier cas :

B

o —
On a sin <2> > 0 donc la forme trigonométrique de z est :

o — ,Oé+6+ﬂ'
z—281n< ﬂ) e’ 2

2

a—p
2

e J1@k + 1), (2k + 2|
keZ

*x Deuxiéme cas :

B

o —
Ici, sin <2> < 0 donc la forme trigonométrique de z est :

_ .a+B+37
z = —2sin (a 5 ﬂ) e 2

13. Onal—i:ﬂe_’% et 1+i\/§:2e’% doncz:Q\/iei%.
T 1 .27
14. Ona3+i=2e'6 doncz:l—66_"3.

15. On éléve z au carré :

z2=(2+\/§)—(2—\/§)+2i\/(2+\@)(2—\/i)
=2v2+2iV2

g aiT
=4e"4

TN 2
= (2¢%)
On en déduit que :

(Z—Qei%> <z+2ei%) =0

Or Re(iQei%) = iQCOS(%), Re(z) = V2++v2 > 0 et COS(%) > 0 donc

z= 261%.
16. Soit (a, 8) €]0, 27[x }07 g [ Ona:

LT LT
et donc z=—-2¢'8 ouz=2e"'s

)

N

) am (B
ie® +1 :el(5+§) +1=2cos (g + Z) GZ(EJF

Comme 3 € }0, g [, on a g + % € ]O, g[ donc cos (g + Z) > 0. En particulier,

le nombre complexe z est bien défini (le dénominateur étant en particulier non nul).

De plus :
. e .a+T
e'™ —1=2¢sin (%) e'2 =2sin (%) e 2

sin( )

Bif > (0 donc la forme
cos (5 + %)

Comme % €]0, [, on a sin (%) > 0. Finalement,

trigonométrique de z est :

i (3) i(ergop) o _n(5) e

Lo sn(3) _ 2
o (5 +) cos (5 +9)
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Fiche de TD #6

Exercice 3
1. Soit n € N. On a :

nim

2 2 T no.nT
1+i:ﬁ(§+i{>:ﬁel4 donc (1—|—i)n:22el4

On a ainsi obtenu la forme trigonométrique de (1 +¢)™. Ainsi :

(1+i)" eR < Arg((1+9)") =0[1] < Vi [7]

Ainsi :

| (14 4)™ € R si et seulement si n est un multiple de 4|

LT
2. Soit n € N. On procéde de la méme maniére : on a V3+i=2e"6 donc :

nm

(\/§+Z)n — 2neiT

Ainsi :
(V3+i)" € iR <= Arg((V3+i)") = g [7] — % = g [7]
<— n =316
Donc :

(V3 +14)™ € iR si et seulement s’il existe k € N tel que n = 6k + 3

Exercice 4
1. Soit k € N. On distingue trois cas.
* Premier cas : k = 03]
Il existe alors £ € N tel que k = 3¢. Alors j* = (j3)¢ =1 (car j3 = e?'"
de la méme maniére, j2* = 1. Ainsi, 1 + j* + j2¥ = 3.
* Deuxiéme cas : k = 1[3]
Il existe £ € N tel que k =3¢+ 1. On a :

R =3 ot 2k _ 60, 2 _ ;2

Ainsi, 1+ 58+ =1+ j+ 52 =0.
k=23
De la méme maniére, on trouve que 1+ j* + j2¥ = 0.

x Troisiéme cas

1) et,

Ainsi :

3 sik=0[3

0 sinon

vk €N, 1+jk+fk—{

2. Soit n € N.

(a) D’aprés la formule du bindéme de Newton, on a :

(L+1)" + (1 +5)" + (142" = zn: (Z) + ,:0 (Z)jk + znj (Z)j%,

k=0

i.e. :

u+1w+(1+ﬁ”+u+j%"§:<Z>p+jk+ﬁ]
k=0

On utilise la premiére question. Si k n’est pas un multiple de 3, alors le som-
mant de la somme précédente est nul. Il reste dans la somme les indices de la

forme k = 3/ tels que 0 < £ < n, i.e. tels que 0 < £ < {gJ Et, pour un tel

n ..
3€) x 3. Ainsi :

indice k = 3/, le sommant vaut (

[n/3]
n A\ 2\n n
(141) +u+])4(1+y)_-gg<y>x3

donc :

%SJ n\ 2"+ (145" + 1 +53)"
3k 3

Exercice 5

1. On trouve que :

2m

I’ensemble des solutions de ’équation est {j,jz}, onj=e"3

2. D’aprés la formule de Moivre, on a :

Pour tout 2 € C,ona 2> — 1= (2 —1)(22 + 2z + 1) donc :

les nombres complexes z tels que 23 = 1 sont 1, j et j2 =3
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Fiche de TD #6

3. Onsait que 1 +j+352=0donc1+4j=—j2et:

a= () =" =) Xt = =14

De plus :

29=6+7—-2"=6+j+2(1+j)=8+3j

Comme 72 = (53)> =1, 0on a :

1 1 .2 3
g = — = —— = — X = —
e e J
Enfin :
; 1—3 1—j2 1—|—(1—|—j)
4: iy .: . 7.:
1=0=j) 2-0G+7) 3
donc :
2 j
SERE

4. Soient u,v € C. On a :
(w4 0)(u+ jv)(u+ %) = (u? + juv + uv + jv*)(u + %)
=u® 4+ %% + (14 )+ j2)u’v + 1+ j + 77w’

Orl1+j+j2=0etj3=1donc:

(u+v)(u+ jo)(u+ j20) = v’ +0°

5. Soit z € C\ {j,j}. On a:

1 1
Im{ ——— | =0 < — €R
m<1+z+22) 1+z—|—22€

1 1
(1+z+22> T 142+ 22
1 B 1
142472 1+z+22
1+24+22=142z2+7>
2—Z+(2-2)(2+2%)=0
(z—2Z)(1+2Re(2)) =0
1

z =Z ou Re(z) =-3

[ A I |

Ainsi, I’ensemble des solutions est :

1

RU{ZGC\{j,j}‘Re(z)Q}

Exercice 6

1. Soit (a,b,c) € C? tel que |a| = |b| = |¢| = 1 et ac # —1. Le nombre complexe 2
est alors bien défini (car on a aussi b # 0) et il suffit de vérifier que Z = —z pour
montrer que z € iR. En utilisant les propriétés (multiplicatives et additives) de la
conjugaison, il vient :

_ ((cb)(lJrab)) (c—b)(1+ab) (e—b)(1+ab)
z = = = —
b(1 + ac) b(1 + ac) b(1+ac)
1 - 1
Or a, b et ¢ sont de module 1 donc a = 2 b= - et ¢ = —. En remplacant et en

multipliant par abc au numérateur et au dénominateur, on obtient :

oG =) (+g) S x s _ (—o(eb+1) _ (c—b)lab+1)

F(1+L) actl blac+ 1) blac+ 1)

abc

Finalement :

| z est un nombre complexe imaginaire purl

2. Soient z,u € C tels que u # 1. Alors :

Z—Uuz
1—u

cR <zuz)zuz
1—u

Z-—uz)(1—u)=(z—uz)(l —7)
Z—Zu—Tuz+ |ulfz =2 — Tz —uz + |u*z
2—Z+(z-D)uF)=0

(=) (1 Ju?) = 0
z—Z=0o0ul—|u?=0 (intégrité de C)
z=7%Zoulu?=1

z€Rou jul=1

rrrrored

par injectivité de la fonction carré sur Ry (et car |u| € Ry). Finalement :

Z—uz
1—u

€ER < (ueUouzeR)

MPSI

Année 2025-2026



Fiche de TD #6

3. Soit z€ C*. On a :

rem = ()
2+ -—€ER <= (z2+— | =2+ —
z z z
_ 1 1
Z z
_ 1 1
= z2-z+-—==0
z Z
=z
— zZ—Z— — =
2Z
_ 1
<= z=%Z ou |z] =1

en utilisant Uintégrité de C et linjectivité de la fonction carré sur Ry (et le fait que
|z| € Ry4). Ainsi :

1
z+-€R <= (z€UouzeR)
z

Exercice 7
1. Soit z € U. Par définition de U, on a |z| = 1, i.e. vV2Z = 1. Ainsi, 2z = 1. En

. Finalement :

I\

particulier, z £ 0 et on a z =

Vz € U, zZ=-

2. Soit 2 € U. On a :

o(z) =1 +iz)(1+iz)+ (z4+9)z+1i) = (1+iz)(1 —iz)+ (2 +i)(zZ —19)
=1—iZ+iz+ |22+ 2> —iz+iz +1
=4

car z € U. Ainsi :

|la fonction ¢ est constante (égale a 4) sur Ul

3. Soit z € U\ {1}. Il existe 6 € R\ 27Z tel que z = e?. Ainsi (on utilise la technique
de langle moitié) :

, 0 0
1—z=1-—e"=—2sin (2> e'2

donc :
v _ ! e '2 = ! [cos (—) — ¢sin (—)}
1—z 2sin(g) ~ 2sin (%)
1 tan (%)
- 5 +1 B
Ainsi :

1 1
4. Soient a,b,c € U. On aalorsa=—,b= z et ¢ = = donc :
a &

car a,b,c € U. Ainsi :

5. Soient z, 2’ € U tels que 22’

(1 1 1>|
= Sl
a b c

1 1 1
“letrte
bc+ ac+ ab
abc
_|ab+ ac + b
e
= |ab + ac + bc|

| =
+
)

||a+b—|—c| = |ab—|—bc+ac||

Ainsi :

1 — 1
#-1.0naz= etz =— donc:
z z
TN =, 1,1 +2
z+ 2 _ z—i—zi: o _ £ _ z 42
1+ 22/ 1+72 1+ix Lzl 2241
z z zz'
z+ 2
1+ 22
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Fiche de TD #6

Exercice 8

1. (a) Soit z€ C\{2}. On a:

R =1 <

par injectivité de la fonction carrée sur R et car |2+ 1],|z —2| € Ry. Or :

lz4+1P=(z+1)(z+1)=(z+1)(z+1)
=2z+z+7zZ+1
= |2]* + 2Re(z) + 1

et, de la méme maniére, on obtient :

|z — 2% = |2]* — 4Re(z) + 4

Ainsi :
If(2)] =1 <= |2|* +2Re(2) + 1 = |2]* — 4Re(z) + 4
1
<= Re(z) = 3
Finalement :

{Zec\m}uﬂ@1}{Z€CFyGR’Z;+w}

ou, si on préfére :

keC\&Huw»—u_{;+wpeR}

(b) Soit z€ C\{2}. On a:

Re(f(2)) =0

EF+1)(z-2)=—(z+1)(z—2)
|2 —224+2—-2=—|2)> +22 -2+ 2
202> = (242)—4=0

——

[ A A A

=2Re(z)
“— [z]* =Re(2) —2=0

En posant x = Re(z) et y = Im(z), on obtient :

Re(f(2)) =0 <= 2 +y* —2—-2=0

— 1y’ 1+2 2=0
x_i —_— _— ), =
2 1Y

b))

1 3
I’ensemble cherché est le cercle de centre 2 (2, O) et de rayon 5 privé du

Ainsi :

point 2

2. On procéde comme & la question précédente.

Exercice 9

1. On raisonne par analyse synthése.

* Analyse : soit z € C tel que z 4+ Z = |z]. On pose = Re(z) et y = Im(z). On

a:
2¢ = |z| = Va2 + y? i.e. 322 = y?
Comme = = 2 >0,o0nalyl = zv/3. On a donc montré que, si z = = + iy est

un solution de I'équation, alors z > 0 et y = + /3.
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Fiche de TD #6

% Synthése : soient 2 € R, et posons z = z+izv/3. On a z +Z = 2Re(2) = 2z

et :
2| = Va2 + 322 =vV4a2 =22 =2+7Z
Autrement dit, z est solution de I’équation.

Ainsi :

I'ensemble des solutions est {x + iz\/3 ’ zeR;}

2. Soit z € C. Alors |z+1| = |z|+1 si et seulement si les nombres complexes z et 1 sont
colinéaires de méme sens (d’aprés le cas d’égalité de l'inégalité triangulaire dans C).
Donc :

|l’ensemble des solutions est R

Exercice 10

1. L’équation se rééerit 22 + (4 — 3i)z — 2 — 8i. Le discriminant A de cette équation
vaut :

A=(4-3i)> —4(—2—8i) =16 —24i — 9+ 8 +32i = 15+ 8i
= (4+1i)°

Donc :

4732;(4+z) 9 o 4732;(4+z)

les solutions de I’équation sont =4—3

2. Le discriminant A vaut :
A=25—4(4+10i) =9 — 40i = (5 — 43)?

donc :

BH(-di) 5 (5-4i)

:2‘
2 2 !

les solutions sont

3. traitée en classe

1 7
4. On trouve les racines 3~ i et 2 + 1.

5. On trouve les racines —3 + % et —1 4+ 21.

Exercice 12 On note . chaque ensemble de solutions.

1. Soit z € C. Alors :

P=1l+= 22-1=0<= (z-1)(*+2+1)=0

—1+iV/3 “1-iV3
—_—ouz=——

= z=1 =
z ou z 5 z 5

Donc :

2 2

y_{171+¢\/§71¢\/§}

2. On remarque que 0 n’est pas solution de I’équation. Soit z € C*. Il existe (r,0) €

. T
R} xR tel que z = rei?. De plus, 161 = 16e’ 2. D’aprés la formule de Moivre puis
par identification (ne pas oublier le modulo...), on a :

A =161 = rlei® =167 { 10—

par stricte croissance de la fonction ¢ — t1/4 sur R* et car 7 > 0. Finalement :

S =<¢2e'8 2e 8 2e 8 2e 8

3. On proceéde de la méme fagon qu’a la question précédente. Avec la méme rédaction,

on a :

. LT
P =141 = e =21 = {

592% mod 27
T:21/10
< 2
{ 0= R mod aill
2 5

par stricte croissance de t — t'/5 sur R. L’ensemble des solutions est donc :

LT .9 17 . 25T . 331
= {21/106120721/1061 20721/1061 20 ,21/1061 20 ,21/1061 20 }
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4.

. Soit z € C\ {i}. En posant Z =

On remarque que le nombre complexe nul est solution de ’équation. Soit z € C*.
Il existe (r,0) € R% x R tel que z = re'?. D’aprés la formule de Moivre puis par
identification (ne pas oublier le modulo...), on a :

r?=4
40 =0 mod 27

r=2
= =0 modg

par croissance stricte de la fonction racine carré sur R . L’ensemble des solutions
est donc :

42223 . 4Te—10:T3€139 . 7"26149:4610 . {

s . 3w
S = {0,2,2e‘2,—2,2e‘2} ={0,2,2i, -2, —2i}

. Soit z € C. En posant Z = 22, on obtient :

2t —2c08(20)22 +1=0 <= Z%> —2cos(20)Z+1=0

Le discriminant de cette équation du second degré est 4 cos(20)% —4 = —4sin(26)? <
0. Ou bien Iéquation admet deux racines complexes conjuguées distinctes (lorsque
le sinus n’est pas nul), ou bien une racine réelle double (quand le sinus est nul). Dans
les deux cas, les solutions (éventuellement confondues) de I’équation sont :

2 cos(260 21 sin(26 :
_ cos( )—; i sin( )26129 of

zZ Z=e 1%

et donc (en utilisant la formule de Moivre pour la factorisation) :

2t —2c08(20)22 +1=0 <= 22 =c¢'? ouz? =%
= (z—eig) (z—&—eig) =0ou (z—e_io) (z—i—e_ig) =0
o Wouz=eouz=—et

<~ z=¢%ouz=c¢e"

Finalement :

7 — {eie,ieie’eqe,ieqe}

z4+1

=)

on a :

N3 o\ 2 .
(Zﬂ) +<Z+?) F AP 0 e B2 z4120
Z—1 Z—1 Z—1

On remarque que —1 est racine de Z3 + Z2? + Z + 1 donc on peut factoriser cette ex-
pression polynomiale par Z+1. On a la factorisation Z3+Z%+Z+1 = (Z+1)(Z%+1).

Ainsi :
z4+1 3 z+1 2 z+1
( ) +( ) + -+1=0<«= Z=—-1ouZ=1iou Z = —1i
z—1 z—1 z—1
z4+1 z z4+1 .
<— -=—-1o0 = - = —i
zZ—1 — zZ—1
<
< z=0ouz=1louz=-1
Ainsi :
<7 ={0,1,-1}

7. C’est une question de cours.
Le nombre complexe 0 n’est pas solution de l’équation. Soit z € C*. Il existe
(r,0) € RYL x R tel que z = re®. D’aprés la formule de Moivre, 2" = r" e,
On a donc :

rt =1
nf =0 mod 27

= r=1
0=0 mod%7r

par stricte croissance de la fonction ¢ — ¢%/™ sur R* (et car 7 > 0). Donc :

=] = ,rnein9:ei0 {

2k
y{e' n ‘ke[[(),nl]]}

Exercice 13

4. On remarque que 0 est solution de ’équation (car 0 = 0 et 0™ = 0 car n > 1). Soit
maintenant z € C*. Si z est solution, alors 2 = Z et donc |2"| = |Z|, soit encore
|z]™ = |z| (puisque |Z] = |z|). Or |z| # 0 (car z # 0) donc la derniére égalité se réécrit
|z|"~1 =1, ce qui implique que |z| = 1 (par injectivité de z — 2"~ sur R, et car
|z| € R4). On a donc montré que si z € C* est solution de ’équation, alors z € U.

Soit maintenant z € U. Il existe 6 € R tel que z = e*’. On résout :

ema _ e—z@

nf = —0 [2n)
(n+1)0 =0 [27]

21
0=
0 {n—i—l}

2km
n+1
(voir la description de U,y dans le cours au besoin)

n

2=z (formule de Moivre)

ke, 0=

[N

AS Un+1

Ainsi :
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I’ensemble des solutions cherché est {0} UU,4+1 |

Exercice 15 fait en TD

Exercice 16 Soient a,0 € R et n € N.

* Calcul de la somme S
On utilise la formule de duplication du cosinus :

n

= l—cos(2kl) 1< 1 _n+1 S
szff521—52005(2k9)f )
k=0 k=0 k=0
N————

notée S

Par R-linéarité de la partie réelle, on a :
S = ZRe (e?™*%) = Re(E) ou E = Zegike
k=0

— SifenZ, alors e? =1etalors E=n+1etS=Re(E)=n+1.
— Si 0 € R\ 7Z, alors e £ 1 et :

_ o2i(n+1)0

n ok 1

_ 2160 _ _

b= Z (e ) - 1—e2f0
k=0

e 18 5 (— 2isin ((n + 1)0))
ei® x (—2isin(f))

Sin(<n + 1)9) ein0

sin(6)
et donc S = Re(E) = sin((n +'1)9) COS(nQ).
sin(6)
Finalement :
0 sifenZ
S=¢{ n+1 sin((n+1)0)cos(nf) .
2 25sin(6) sifeR\7Z

* Calcul de la somme T
On utilise & nouveau la R-linéarité de la partie réelle (un coefficient binomial est un
nombre réel) et on obtient :

T = Re(F) ol F= I;) (Z) k0

D’aprés la formule de Moivre et la formule du binéme de Newton, on a :

F = ;} (Z) (ew)k =(1 +ei0)n = 2" cos (Z) ei%e

en utilisant la technique de I’angle moitié. Ainsi :

n 0\" nf
T = Re(F') = 2" cos (2> cos (2)

Exercice 17 On note F', G et H des primitives respectives de f, g et h sur R.

1. En linéarisant, on obtient :

_ sin(xz)  sin(3z) = sin(5z)

Vr € R, flz) = 5 1 + 1
donc :

cos(z) cos(3x)  cos(5x)

F: — —
LT 12 20
2. En linéarisant, on obtient :
1 cos(4x)
Yz eR =-—
zeR, gl@) =g 3
donc :
x  sin(4x)
G:x— < —
TR T3
3. En linéarisant, on obtient :
3
vz € R, h(z) = cos(3x) n cos(9x)
4 4
donc :
sin(3x)  sin(9x)
H:
T T T
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Exercice 18 Fait en TD

Exercice 19 Soit n € N*. On sait que U,, = {eZ

3

= {1}. On suppose maintenant que n > 2. Alors

1 car Uy

2 27
il €]0, 7] donc e*n # 1. D’aprés la formule de Moivre (et la formule donnant la
n

* Sin =1, on a S

somme des termes d’une suite géométrique de raison différente de 1), on a :

n—1

27 1—(ei2%)n 1 — e2im
51:2(6171) = o = 27T:0
k=0 1—e'n 1—e'n
car e?™ = 1. Ainsi :
1 sin=1
Sl{o sin>2

* On a d’aprés la formule du bindme de Newton :

B ~(n\ . = (n
2= 33 (1) -2 ()
k=0
Pour tout k € [0,n], on a :

ZZ(

wel, =0

2km
d’aprés la formule de Moivre. Si k € {0,n}, alors e’ » =1 et donc Z wk =n. Si

wel,
2km ;2km o
k€ [1,n—1], alors — €]0,2n[ donc ¢" n # 1. Ainsi :
n
2k n
1— (e’ n )
k_ _
Z w" = 2k =0
wel, 1—e'n
car 2™ = 1. Finalement :
* Pour tout k£ € [0,n — 1], on a:
2k kn [ kn ok kn k
e’ n 1‘_e’n(e_zneln)‘—e n 2isin<ﬂ)‘
n

«(%)
=sin | —
n

car sin (T) >0 (car l%r € [0,7]). On en déduit que :

ZQsm( ) —QZIm (e n ) = 2Im(E),

ou :
e n (e B
E=) e'n = ( ) = —— (care'n #1)
k=0 k=0 1—e'n
B 2
1-— ei%
B 2
e'2n X (f 27 sin (21))
cos (2 ) —isin (ﬁ)
=1
sin (%)
Finalement :
1
S3 = —
tan (%)
* On a:
n—1 n—1 4. . n—1
2km 2k 9
P:Hezn —exp( ZW)—exp<mZk>
n n
k=0 k=0 k=0
(21'71' n(n — 1))
=exp| — X ————=
2
_ eiw(n—l)
Finalement :
P = (—1)"_1
Exercice 20 Soit n € N*. On a :

B 2k + 1)m
VEk € [0,n — 1], cos <2n =

 (2k+1)7
= Re <el 2n+1 >

Par R-linéarité de la partie réelle, la somme & calculer, notée S, est égale a :

n=1  (k4+1)r n=1  (2k+D)r
S =Re Z e’ 20+l | = Re(E) en posant E = Z e' 2ntl
k=0 k=0
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Pour tout k € [0,n — 1], on a (en utilisant la formule de Moivre) :

(2k+1)7 .o . 27 k
—e'2ntl x [e'2n+1

e v 2n+1

Par linéarité de la somme, on a :

2 .2
Or n € N* donc ﬁ €]0,7]. On a donc e'2n+1 # 1. En utilisant la somme des termes
n

d’une suite géométrique, on obtient :

i 2 n . 2nm

i 1— (e 2n+1) =X l_ez2n+1

F=e2n+1l x — ~ 7 —ge"2n+l x —
.27 .27

1—e'2n+1 1—e'2n+1

puis, en utilisant le technique de ’angle moitié :

. s
e'2ntl 4+ 1

FE =

— L (1o )
e"2n+1 (—2isin (Qnﬂﬁ)) )

2 sin (m

Finalement, en considérant la partie réelle :

”icos 2k+ D7\ 1
m+1 ) 2

k=0

Vn € N*,

Exercice 21 Fait en TD.

Exercice 22
1. Soit z€ C. On a:

On note . I'ensemble des solutions de chacune des équations.

1—&-2’:\/561% :el“(‘/i)“%

donc :
e*=1+4+1i < ¢e~* :eln(ﬂ)ﬂ%
In(2)

i T
= 1—
2 4

keZ}

[2im]

Par conséquent :

km

& {lné2) Z_Z

+

2.
3. Soit z € C. En multipliant par e* £ 0, on a :

ete " =1 (ez)Q—eZ+1:0
= 2?—2+1=0 (en posant z = e?)
1—iV3 1+iv3
= r=———our=——
2 2
— e*=e "Boue*=e'3
= z=—i" [2in] ouzzig [2i7]

Ainsi :

y{igwilm

ke Z} U {zg + 2k

kGZ}

4. On procéde comme & la question précédente.
5. Idem

Exercice 24
1. Soient u,v € C. On a :

lu+v|? + |u—v|? = (u+v)(T+70) + (u—v)(T—70)
= |u|? 4+ uT + T + |v|? + |u|* — uT — TV + |v]?,

i.e.:

Ju+ v + |u—vf* = 2(Jul* + |v]*)

Dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs est égale a la somme
des carrés des diagonales.

2. On suppose que |u| < 1 et |v] < 1. Par Pabsurde, supposons que :

Ve € {—1,1}, lu+ev| > V2
e :
|lu—v| >1 et lu+v| > V2,
soit encore :
lu — o> > 1 et lu+ v > 2
D’aprés la question précédente, on a :
2(Ju®* + [v?) > 4 i.e. lul® + |v|* > 2

Ceci est absurde car, par hypothése, on a |u| < 1 et |v] < 1 donc |ul? + |v]? < 2.
Ainsi :

de e {-1,1}, lu+ ev| < V2
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Exercice 26

1. Déterminons le centre de cette similitude :

Vz € C, a(z)=z <= iz+1l=2z <= (1—-i)z=1
1 144
< 2 = =
1—14 2
+1 i ,
Posons w = et notons 2 le point du plan complexe d’affixe w. Pour tout z € C,
ona:

a(z) —w=a(z) —alw)=(iz+1) — (iw+1) =i(z —w)
LT
=1xe"2 (z—w)
Par conséquent, a est la composée de la rotation de centre (2 et de rayon g et de

I’homothétie de centre 2 et de rapport 1.

2. Déterminons le centre de cette similitude :
vz € C, b(z) =2 <= 32—2=2z < z=1

Posons w = 1 et notons €2 le point du plan complexe d’affixe w. Pour tout z € C, on
a:

b(z) —w=>5b(2) —blw)=(32—-2)— Bw—2)=3(2 —w)

Par définition d’'une homothétie, 'application b est 'homothétie de centre 2 et de
rapport 3.

3. L’application c est la translation de vecteur v d’affixe 3 — 5i.
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