Fiche de TD #6

NOMBRES

Formes algébriques et trigonométriques

Exercice 1 1. Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

1— 4 14
= 1_ 32 = =
A== S BT
1—2 142 4
A=y s T 1w %= (2+1) AR

28 = (a+1ib)3 + (a—ib)> o (a,b) € R

1+i\?
Z:
7 1—4

2. Soit z € C. Exprimer, en fonction de Re(z) et Im(z), les quantités suivantes :

Re(iz), Im(iz), Re(z%) et Im(z%)

Exercice 2 Mettre sous forme trigonométrique les nombres complexes z suivants. On
discutera suivant les valeurs des nombres réels a et 3 dans les questions 11. et 12.

1. z2=7 8. z=—41i

2. z2=-3 9. z=1—¢'%

3. z=3i 10. z = % 4¢3

4. z=—-141iV3 11. z=c® +1

5. 2=2—2i 12. z=¢'™ — ¢
ﬁ.z:ﬂ*iﬁ 13. 2= (1—14)(1+1iV3)

L-ivs 14 z—il
7. z=1+itan(a) (a & § +7Z) : _(\/§+i)4

15. z = \/ 242+ Z\/ 2 — v/2 en élevant préalablement le nombre complexe au carré

i 1
16. z = ‘eiﬁﬁ ou ici («, ) €]0, 27[x }0, % [ en justifiant d’abord que ce nombre com-
ie
plexe est bien défini

Exercice 3 Déterminer les entiers naturels n tels que :

L(1+i"€eR 2. (V3+i)" €iR

COMPLEXES

2im

Exercice 4 On considére le nombre complexe j =e 3 .
1. Pour tout entier k£ € N, donner la valeur de 1+ j* 4 52~
2. Soit n € N.

(a) Exprimer sous la forme d’une somme la quantité :

A+D)"+ 1 +5)"+ (1 +55H"

[n/3]
(b) En déduire la valeur de la somme kz::o < ;;Lc)

Exercice 5 1. Résoudre I’équation 22 + z + 1 = 0 d’inconnue z € C.

2. On note j I'unique solution de I’équation précédente de partie imaginaire positive.
Montrer que j3 = 1. Résoudre plus généralement 1’équation 2> = 1 d’inconnue z € C.

3. Mettre les nombres complexes suivants sous la forme a + bj, ou a et b sont des
nombres réels :
5° 1

- et oy =—
14+ 1—7

a=01+35)" 2=02-)B+2%), ==
4. Pour tous u,v € C, simplifier le produit (v + v)(u + jv)(u + j2v).
5. Résoudre dans C\ {j,j} I’équation :

1
- )=
m<1+z+z2>

Caractérisation des réels et des imaginaires purs

Exercice 6 Les quatre questions sont indépendantes.

1. Soient a, b et ¢ trois nombres complexes de module 1 tels que ac # —1. Montrer que
(c—b)(1 + ab)
b(1 + ac)

2. Soient z et u des nombres complexes tels que u # 1. Montrer que :

le nombre complexe z = est un imaginaire pur.

Z—uz

1 €ER <= (ueUouzeR)
—u
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Fiche de TD #6

3. Soit z € C*. Montrer que :
1
z+-€R <= (z€UouzeR)
z
4. Soient a, b et ¢ trois nombres complexes de module 1 tels que b # ¢. Montrer que :
b (c—a)’
a\c—b

Exercice 7 On note U I’ensemble des nombres complexes de module 1.

1. Vérifier que :
Vz e U,

=z
z

2. Montrer que la fonction ¢ : 2 — |1 +iz|> + |z + 4| est constante sur U.

1
3. Pour tout z € U\ {1}, calculer Re <1>

4. Montrer que :

Ya,b,c e U, la+ b+ c| =|ab+ bc+ ac
5. Montrer que :
/
Vz,2 €U, zz’#—lzieR
1422/

1
+ 5 Sur C\ {2}. Déterminer

I'ensemble des nombres complexes z € C\ {2} tels que :
(a) |f(2)] =1;
(b) Re(f(z)) = 0.

2z —
2. On considére la fonction g : z —
”—

Exercice 8 1. On considére la fonction f : z —

' sur € \ {2i}. Déterminer I’ensemble des

27

nombres complexes z € C\ {2i} tels que :
(a) g(2) € R;
(b) lg(z)] = 1.

Equations

Exercice 9 1. Résoudre dans C I’équation z + z = |z|.
2. Résoudre dans C l'équation |z + 1| = |z| + 1.

Exercice 10 Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C.

2.22-524+4+10i=0
4.42%2 —162+11—-12i =0

1224+ (4-3i)z2=2+38i
3.224524+47—-i=0
5.222 4+ (8 —=5i)z+ (4—13i) =0

Exercice 11 Résoudre les systémes suivants d’inconnues (x,y) € C2.

Ll rty=2 o { Tty=3i

’ Ty =2 |l xy=—-1-3i
r+y=1+1 T+y=—a N

3{ vy = 13i 4.{ vy = a? (ona€eC)

Exercice 12 Résoudre dans C les équations suivantes (d’inconnue z) :

1L 22=1 3.9 =1i+1
2. 24 =16i 4. 3 =4%
5. 24 —2c0s(20)22 +1 =0 (ot § € R)
-\ 3 -\ 2 .
6. (Zﬁ) +(z+?> T
zZ—1 Zz—1 zZ—1

7. 2" =1 ol n est un entier naturel non nul (généralisation de la question 1.)

Exercice 13 Soit n € N*. Résoudre les équations suivantes d’inconnue z € C :

Lzt=4+4i 2. (z—1)3=8i 3.2"+1=0
1 n
427 =z 5.<Z+ ) =1
z—1

Exercice 14 Résoudre dans C les équations suivantes :
1. 22 -3244+2=0
2. 20 —223cos(p) +1 =0, ot p € R.

Exercice 15 On note (x) I'équation 2* + 23 + 22 + 2 + 1 = 0 d’inconnue z € C.

1. Montrer que, pour tout z € C solution de (¥),onaz?+z—-1=0o0tu 2z =2+ ~.
z

2
2. Montrer que e'’5 est solution de ().

3. En déduire la valeur de cos <2;)
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Sommes trigonométriques

Exercice 16 Soient (a,6) € R? et n € N. Calculer les sommes suivantes :
S = Z sin(k6)? et T= Z ( ) cos(k6)
k=0

Exercice 17 Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
1. f: 2+ cos(2x)?sin(z)
2. g:x+— cos(z)?sin(x)?
3. h:x+— cos(3x)3

Exercice 18 1. Soit z € R. Exprimer cos(5x) en fonction de cos(x).
2. En déduire cos (10> cos (g) et sin (g)

Exercice 19 Soit n € N*. Calculer les sommes et produit suivants :

Si=Y w S=Y (1+w)", S5=> |w-1 et P= [Jw

wel, wely, wel, wel,

Exercice 20 Démontrer que :

n—1
2k + L)m 1
VneN, S cos (it ) = o
n € N* 2 cos( o 1 5

2im

Exercice 21 (banque CCINP) Soit n € N\ {0,1}. On pose z =¢ n .

1. Soit k € [1,n — 1]. Déterminer le module et un argument de 2% — 1.
n—1
2
2. On pose S = 2% —1|. Montrer que S = ———.
P kZI | q tan (Z)
-0 n
Exponentielle complexe

Exercice 22 Résoudre dans C les équations suivantes :

l.e*=1+1 2. :—5—12z 3.e*4+e =1
4. e 4+e *=2x0 5.e*+2e %=1

[6] Géométrie

Exercice 23 Soit z € C. A quelle condition nécessaire et suffisante sur z :
1. les points d’affixes 1, z et 22 sont-ils alignés ?

2. les vecteurs d’affixes z et Zz sont-ils orthogonaux ?

. 1 o
3. les points d’affixes z, — et 1 — z sont-ils situés sur un méme cercle de centre 07
z

Exercice 24 Soit u,v € C.
1. Montrer que :
Ju+ o + Ju = vf* = 2(|ul* + v]?)
Quelle interprétation géométrique peut-on en faire ?

2. On suppose que |u| < 1 et |v| < 1. Montrer que :
Je € {-1,1}, lu+ev| < V2

Exercice 25 Représenter géométriquement les ensembles suivants :
1. A= {z € C|Re(z)Im(z) > 0}
2. B={a+re|te[0,n]} (acC,r>0)
3. C={a+Xe|A>0} (a€C,0€R)
4. D ={z € C*|arg(z) =6 [27]} (# €R)
5. E={zecC*|2arg(z) =0 [27]} (§ € R)

Exercice 26 1. Caractériser géométriquement les applications suivantes (c’est-a-
dire préciser de quel type de similitude du plan il s’agit et déterminer les invariants :
vecteur, centre, rapport, etc) :

(a) a: z—iz+1

(D) b:z2—32—-2

(¢c) c:z—2z+3—5i

(d) d:z—2(14+1)z—7—4

2. Déterminer une expression explicite de la rotation de centre d’affixe 1+ i et d’angle

de mesure %.

3. On note 7 la rotation de centre d’affixe 2 + 7 et d’angle de mesure 7. Soit encore s
la symétrie centrale de centre d’affixe 1 — i. Caractériser géométriquement s o 7.

Exercice 27 On note U le cercle unité. Quelle est 'image de U\ {1} par I'application
1

Lz .
fiz 1—=z2
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