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RESUME. Nous présentons la méthode du crible de Selberg sur I’ensemble des nombres premiers de la
forme n? + 1. Nous donnons une majoration du nombre de tels nombres premiers plus petits qu’une
borne fixée et nous en déduisons que ces nombres premiers, qu’ils soient en nombre fini ou non, sont
dans un certain sens, rares.
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1. Introduction

L’intérét majeur de cet article est de mettre en ceuvre sur un exemple une méthode de crible.
D’un point de vue général, une méthode de crible est un procédé ayant pour objectif d’esti-
mer le cardinal d’un certain sous-ensemble de N qui nous intéresse (et que 1’on ne sait pas
calculer). Le prétexte est ici 1’étude des nombres premiers s’ écrivant sous la forme n” + 1 (ot
n € N). Ces nombres premiers dits quadratiques font I’objet de travaux tres profonds, notam-
ment en théorie analytique des nombres et plus particulierement dans la récente théorie des
cribles que nous illustrerons ici avec le crible de Selberg. La céleébre conjecture concernant
ces nombres premiers s’énonce comme Suit :

< Il existe une infinité de nombres premiers de la forme n> + 1. >

Nous nous attachons ici a estimer la proportion de nombres premiers de la forme annoncée
parmi les entiers plus petits qu’une borne donnée. Notre objectif est de démontrer le théoréeme
suivant.
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Théoreme 1. Pour tout nombre réel X > 1, la proportion de nombres premiers de la forme

n? + 1 plus petits que X est majorée, i une constante multiplicative prés, par X
n

vX
card{l <n< VX, n? + lpremier} < X
n

Pour deux fonctions f et g définies sur [1, +00[  valeurs positives, la notation f < g signifie
qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ € [1,4o0[, on ait f(¢) < Cyg(t). La
notation < de Vinogradov a le méme sens que la notation O de Landau et nous utiliserons
librement dans le présent article les deux notations. Nous désignerons par (m, n) (respecti-
vement [m, n]) le plus grand diviseur (respectivement multiple) commun des entiers m et n.
Nous noterons encore |z] la partie entiere du nombre réel x. Dans tout I’article, la lettre p
fera systématiquement référence a un nombre premier et on notera d | n pour dire que ’en-

tier d divise I’entier n. Le lecteur rencontrera constamment des sommes du type E aq : cela

d<t
de A
signifie qu’on somme les nombres a4 pour les indices d € {1, ...t} et vérifiant une certaine

propriété décrite par I’ensemble A.

Le théoreme 1 ne permet en aucun cas de répondre a la question de 1’infinitude des nombres
premiers de la forme n? + 1 mais il fournit tout de méme une information non triviale
sur leur proportion. En effet, on démontrera qu’ils sont rares (corollaire 4) dans 1’ensemble
des nombres premiers qui est, quant a lui, infini. Signalons que des méthodes probabilistes
conduisent a penser qu’il existe une infinité de tels nombres premiers et que 1’ordre de gran-
deur avancé dans le théoréme 1 semble étre le bon. En effet, Hardy et Littlewood ont conjec-
turé en 1922 qu’il existerait une constante ¢ > 0 telle que

L2 . C\/y
card{l <n<VXin®+1 premler} Xotoo In X

Pour établir I’ estimation annoncée dans le théoréme 1, nous mettons en ceuvre le crible de Sel-
berg, procédé général qui repose essentiellement sur 1’optimisation d’une forme quadratique.
La méthode de crible, qui a été largement développée au vingtieme siecle et qui est encore
aujourd’hui employée dans de profonds travaux, tient son origine dans le crible d’Erathosténe
qui permettait de détecter les nombres premiers dans I’ensemble des entiers. Nous renvoyons
le lecteur au livre [4] pour plus d’informations sur les méthodes de cribles. De tous les cribles,
le plus simple dans son exécution est celui développé par A. Selberg entre 1942 et 1947. 1
permet d’obtenir des bornes supérieures pour de nombreux problemes attenant notamment a
des conjectures de premier rang. Par exemple :

e Laconjecture des nombres premiers jumeaux stipule qu’il existe une infinité de nombres
premiers p tels que p + 2 est également premier (de tels nombres premiers sont alors
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dits jumeaux). Le crible de Selberg permet de majorer le nombre de tels couples de
nombres premiers plus petits qu'une borne donnée :

X
{p < X;petp+2premiers} < X2

e La conjecture de Goldbach : < Pour tout entier naturel n pair, il existe deux nombres
premiers p et g tels que n = p + ¢. > A I’aide du crible de Selberg, on peut majorer
le nombre de représentations d’un entier comme somme de deux nombres premiers :
pour tout entier N > 2,

1

: N
{pgN;pethppremler} <<(h1]\7)21|_][\[<1+p>
P

Dans un premier temps, nous allons rappeler quelques résultats élémentaires d’arithmétique
concernant les résidus quadratiques modulo p (section 2) ; comme nous étudions la primalité
de n?+1, nous devons savoir pour quels nombres p premiers —1 est un carré dans Z/pZ. Dans
un second temps, nous exposerons la notion de fonction multiplicative, qui est essentielle dans
la mise en ceuvre du crible de Selberg, puis celle de série de Dirichlet et de représentation
d’une telle série en produit eulérien qui nous permettra in fine d’aboutir a la majoration en

X du théoreme 1 (section 3). La section 4 est consacrée a I’exécution du crible de Selberg
n
dans notre contexte.

2. Eléments d’arithmétique modulaire
2.1. Préliminaires

Nous rappelons sans preuve le petit théoreme de Fermat.

Lemme 1 (petit théoreme de Fermat). Soient p un nombre premier et a un entier relatif.

1. Onaad®” =a mod p.

2. Sian’est pas divisible par p, alors a?~' =1 mod p.

On en déduit le résultat suivant.

Corollaire 1 (théoreme de Wilson). Pour tout nombre premier p, ona (p—1)! = —1 mod p.

Démonstration. C’est clair si p = 2. Soit p un nombre premier impair. Considérons 1’en-
semble

A={12,...,p—1}
des éléments inversibles de Z/pZ et plus exactement leur produit P = 1-2---p — 1. Dans

I’ensemble A, deux éléments exactement sont leur propre inverse : letp — 1 = —1. En effet,
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si T est son propre inverse, alors 72 = 1 et donc p divise > — 1 = (z — 1)(x + 1). Il s’ensuit
donc que p divise x — 1 ou p divise « + 1, d’ou le résultat. Chacun des autres éléments de A
peut étre associé a son (unique) inverse, le produit des deux donnant la classe 1, de sorte que
le produit P est égal au produit 1 - p — 1 = —1. Par conséquent, (p — 1)! = —1 mod p, ce
qui démontre le corollaire. U

2.2. Résidus quadratiques modulo p

Nous rappelons la notion de résidu quadratique modulo un nombre premier.

Définition 1. Soit p un nombre premier. On dit qu’un entier a est un résidu quadratique

modulo p s’il existe un entier x tel que z? = a mod p.

Sip = 2, alors —1 est un résidu quadratique modulo 2 car —1 = 1 mod 2. Nous allons
maintenant déterminer pour quels nombres premiers p (impairs) la classe de —1 est un résidu
quadratique modulo p et nous allons chercher le nombre de facons de le représenter comme
carré dans chaque groupe Z/pZ. Nous nous intéressons d’abord a ce deuxiéme probléme.

Proposition 1. Soit p un nombre premier impair et a € [0, p — 1]. Si a est un résidu quadra-
tigue modulo p, alors I"équation => = a mod p a une seule solution dans Z/pZ sia =0 et
deux solutions sinon.

2 2

Démonstration. Si a = 0, alors x© = 0 mod p si et seulement si p divise x“, c’est-a-dire
si et seulement si p divise z, soit z = 0 mod p. Supposons que a € [1,p — 1] est tel que
I’équation ait une solution z. Alors —z est aussi solution et x Z —z mod p. En effet, sinon
p diviserait 2z, ce qui est absurde car p est impair et z Z 0 mod p. Mais comme Z/pZ est
un corps, il n’y a pas d’autre solution. O

Proposition 2. Soient p un nombre premier impair et a € [1,p — 1]. Alors a est un résidu

-1
quadratique modulo p si et seulement si 0’7 =1 mod p.

Démonstration. Si a est un résidu quadratique modulo p, alors il existe un entier x tel que
—1

a = z? mod p;donc a7 =21 =1 mod p d’apres le petit théoréme de Fermat.

Supposons que a ne soit pas un résidu quadratique modulo p. Nous allons montrer que les

éléments de I'ensemble A = {1,2,...,p — 1} peuvent étre regroupés par paires {5, ¢} (avec

5 # 1) telles que 5 - £ = a. En effet, pour toute 5 € A, alors t = (5)71 -te Aets-t=a.De
—1

plus, si 5§ = 7, alors s> = @ mod p, ce qui contredit la définition de a. Comme il y a L

_ I p—1
paires de cette forme dans A,ona1-2---p—1= (@) * ,cequifournita > = —1 mod p

d’apres le théoréme de Wilson. L

p—1
2

On déduit de cette proposition les nombres premiers p pour lesquels —1 est un carré dans
Z/pZ.
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Corollaire 2. Soit p un nombre premier impair. Alors —1 est un résidu quadratique modulo
p si et seulement si p =1 mod 4.

—1
Démonstration. Si p est impair, alors (—1) 2= =1 mod p si et seulement si p est pair,

c’est-a-dire si et seulement si p = 1 mod 4. O

Dans toute la suite, on notera p la fonction définie sur N* qui & chaque entier d compte le
nombre de représentations de —1 comme carré dans Z/dZ :
p(d) = card{z € [0,d — 1] ; 2> = —1 mod d} (1)
D’apres ce qui précede, on sait que
1 sip=2

sip=1 mod 4
0 sip=3 mod 4

[\)

pour tout nombre premier p, p(p) =

Dans la suite, nous aurons besoin d’estimer le nombre de représentants de —1 comme carré
dans Z/dZ, dans un intervalle [1,y] ol y est un nombre réel supérieur ou égal a 1. On dira
qu’un entier d est sans facteur carré s’il n’existe pas de nombre premier p tel que p? divise
d.

Proposition 3. Pour tout nombre réel y > 1 et pour tout entier naturel d non nul sans facteur

p(d)

carré, le nombre d’entiers n € [1,y] tel que d divise n* + 1 est égal a v + O(p(d)), ce
que l’on peut réécrire :

> 1=529 4 o)

n<y
d|n2+1

Démonstration. L'entier d étant sans facteur carré, notons d = p; ... pg sa décomposition
en produit de facteurs premiers distincts. Un entier est divisible par d si et seulement s’il est
divisible par chacun des nombres premiers p1, . . ., pr. On en déduit que si n € N* alors

(d divise n® +1) <= (V¢ € [1,k], n* +1 =0 mod py)
< (V¢ € [1,k], —1 estun résidu quadratique modulo py)

D’apres le corollaire 2, il n’y a donc pas de multiple de d de la forme n? + 1 si d possede
un facteur premier p tel que p = 3 mod 4. Si d ne posseéde pas de facteur premier de cette
forme, alors pour chaque nombre premier p;, le nombre de facons de représenter —1 mod p;
comme un carré dans Z/p;Z est égal a p(p;). On en déduit que le nombre d’entiers n €

[0,d — 1] tels que d divise n* + 1 est égal 2 p(d) = | [ p(p;). De méme, pour tout entier k

—

<
Il
—

telque 1 < k < {ZJ — 1, le nombre d’entiers n € [kd, (k+1)d — 1] tels que d divise n* 4 1
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est égal a p(d) (puisque 7 est tel que d | n? + 1 si et seulement si I’entier n — dk est tel que
d| (n — dk)? +1). Enfin il y a au plus p(d) entiers n € [d|y/d],y] tels que d divise n? + 1.
On en déduit le résultat annoncé. O

3. Multiplicativité et séries de Dirichlet

On appelle fonction arithmétique toute fonction f définie sur N* & valeurs complexes. Dans
cette large classe de fonctions, on distingue les fonctions multiplicatives qui préservent la
structure multiplicative des entiers.

3.1. Fonctions multiplicatives

Définition 2. Soit f : N* — C une fonction arithmétique. On dit que f est multiplicative
si elle vérifie les deux conditions suivantes :

e f(1)=1;

e pour tout couple (m,n) € (N*)? d’entiers premiers entre eux, ona f(mn) = f(m) f(n).

Une fonction multiplicative f est donc complétement déterminée par ses valeurs sur les puis-
sances de nombres premiers. En effet, sin = p{* ... p;* estla décomposition de n en produit
de facteurs premiers (les nombres premiers p1, . . ., pi sont ici distincts), alors la multiplica-
tivité de f entralne 1’égalité
k
f) =TT+

i=1
Dans la suite, nous aurons besoin de la proposition suivante.

Proposition 4. Soit f une fonction multiplicative. Pour tout (m,n) € (N*)2, on a I’égalité

Démonstration. Soit (m,n) € (N*)?.Onnote n = H p¥»(™ (de méme pour m) la décomposition

P
en produit de facteurs premiers de n. Ici, v, (n) désigne la plus grand entier o pour lequel p
divise n (on I’appelle la valuation p-adique de n). En particulier, si p ne divise pas n, alors
vp(n) = 0 et donc le produit est fini. On sait que

(Tn, n) = Hpmin(vp(m)w;;(n)) et [m7 n} _ Hpmax(vp(m),up(n))

p p
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et comme {v,(m),vp(n)} = {max(v,(m), vy(n)), min(v,(m), vy(n))} pour tout nombre
premier p, il vient

Fm)fn) =TT @) [T £ (™)

p

=T (G )1
p

= H (f (pmax(vp(m),vp(n)))f(pmin(vp(m),up(n))))
p

= Hf(pmax(vp(m),vp(n))) Hf(pmin("”(m)’vp(")))
P P

par multiplicativité de f, ce qui démontre la proposition. O

3.2. Premiers exemples

Nous donnons ici quelques exemples de fonctions multiplicatives.

* La fonction constante 1 définie par 1(n) = 1 pour tout n € N* est multiplicative.
* La fonction identité Id définie par Id(n) = n pour tout n € N* est multiplicative

* La fonction indicatrice de {1}, notée d1, qui est donc définie sur N* par

" 1 sin=1
vn € N, 51(n){0 sin>1

est multiplicative.
* La fonction de M6bius, notée i, définie sur N* par (1) = 1 et pour tout entier n > 2,

— p(n) = 0 sin aun facteur carré
— w(n) = 1 sin est le produit d’un nombre pair de nombres premiers distincts.
— u(n) = —1sin est le produit d’un nombre impair de nombres premiers distincts

est multiplicative. En effet, si m et n sont deux entiers premiers entre eux, alors ou bien
au moins 1’un d’entre eux admet un facteur carré et alors mn a aussi un facteur carré et

p(mn) = 0 = p(m)p(n)

ou bien m et n sont le produit de respectivement ¢ et s nombres premiers distincts et
alors

p(m)p(n) = (=1)°(=1)" = (=1)"*" = p(mn)
car mn est le produit de ¢ + s nombres premiers deux a deux distincts (puisque m et n
sont premiers entre eux).
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* La fonction 2 est multiplicative. Elle correspond 2 la fonction indicatrice des entiers
sans facteurs carrés.

* Le caracteére de Dirichlet non principal modulo 4, noté x, défini par

0 sin=0mod 2
x(n) = 1 sin=1mod 4
—1 sin=3mod 4

est multiplicatif.

* La fonction p que nous avons définie en (1) et qui nous sera utile dans la suite est
multiplicative. Démontrons-le. Tout d’abord, on a clairement p(1) = 1. Si & € N*,
notons

Cy = {mmod k;2? = —1mod k}

Soit (m,n) € (N*)? tel que (m, n) = 1. D’aprés le lemme chinois, I’application

" Z/mnZ —> Z/mZ x Z/nZ
"1 xmod mn +— (xmod m,xmod n)

est un isomorphisme de groupes. Pour tout x € Z, on a

zmod mn € Cp,p <= mn |22 +1 <= (m|2® +1letn|2?+1)

<= (zmod m € Cy, etzmod n € C,,)
@)

ol la deuxiéme équivalence provient du fait que m et n sont premiers entre eux. En
particulier,
Y(Cmn) C Cry X Cyy

Si (ymod m,zmod n) € Cp, x C,, alors il existe z € Z tel que x = ymod m
et x = zmod n (par surjectivité de 1)). Donc xmod m € C,, et zmod n €
C,, (par définition de y et z) et donc, d’aprés les équivalences précédentes (2), on
a xmod mn € C,y,. Finalement, ¥(C,,,) = C,, x C,. Comme les ensembles
Cn et Cy,, X C,, sont en bijection, nous avons card(C,,) = card(C,, x C,) =
card(Cy,) card(C),) c’est-a-dire p(mn) = p(m)p(n). Finalement, la fonction p est
multiplicative.

Le produit de convolution, que nous allons maintenant définir, permet de construire de nou-
veaux exemples de fonctions multiplicatives.

3.3. Produit de convolution et multiplicativité

Nous introduisons ici la notion de convolution de fonctions arithmétiques.
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Définition 3. Le produit de convolution de deux fonctions arithmétiques f et g est la fonction
arithmétique notée f * g et définie par

Vn € N¥, (f*g)(n Zf ( )

ou la somme porte sur les entiers d > 1 divisant n.

Remarque. Une autre fagon d’écrire le produit de convolution de f et g est :
vneN,  (fxg)n)= ) fla
ab=n

ol la somme est étendue aux couples (a, b) d’entiers naturels non nuls dont le produit vaut n.

Nous allons démontrer que I’ensemble des fonctions multiplicatives est stable pour 1’ opération
de convolution (proposition 5). Nous aurons besoin du résultat élémentaire ci-dessous. Pour
tout entier naturel n non nul, on note D(n) I’ensemble des diviseurs (positifs) de n. Par
exemple, D(10) = {1,2,5,10}.

Lemme 2. Soient m et n deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. L’application

[ D(m) x D(n) D(mn)
v { (d,5) i

est bijective.

Démonstration. C’est évident si m ou n est égal a 1. On suppose désormais que m > 2 et
n > 2. On décompose ces nombres en produits de facteurs premiers : il existe (7, s) € (N*)?,

des nombres premiers p1,...,D0,,q1,- .., qs deux a deux distincts et des entiers naturels non
nuls ay,...,a, f1,. .., Bs tels que
T S
m:]:[p;” et n:Hqii
i=1 =1
i S
On a card(D(m)) = H(ai + 1) et card(D(n)) = H(ﬂi + 1). En écrivant mn en produit
i=1 i=1

de facteurs premiers, on trouve que

T

card(D(mn)) = [ [ (s + 1) x [[(B: + 1) = card(D(m)) x card(D(n))
i=1 1=1
Pour démontrer le lemme, il suffit donc de vérifier que ¥ est surjective. Si £ est un diviseur de
mn, alors pour touti € [1,r] ettout j € [1, s], il existe a; € [0, o] et b; € [0, 5;] tels que
(= RO 7edd q1 e q?‘. Les entiers d = p*...pi" et d = qll’1 e qgs sont des diviseurs de
m et n respectlvement tels que F(m,n) = L. O
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On en déduit le résultat de stabilité annoncé.

Proposition 5. Soient f : N* — C et g : N* — C deux fonctions multiplicatives. Alors
la fonction f x g est multiplicative.

Démonstration. Tout d’abord, (f * g)(1) = f(1)g(1) = 1 et si m et n sont deux entiers
naturels non nuls premiers entre eux, alors
> o( %)

(f*g)(mn) =Y f(0) ( )
LeD(mn)

£lmn

D’apres le lemme 2, on peut réécrire la somme comme :
Fram = S pana( ) - > s (%)
(d,8)eD(m)xD(n)
6|n

Comme les entiers m et n sont premiers entre eux, leurs diviseurs respectifs d et § d’une part,
m n . . .
— et — d’autre part, sont premiers entre eux. Comme f et g sont des fonctions multiplica-

d "5
f(ds) = f(d)f(9) et 9(2?) :g(g)g@)

tives, on a
On peut maintenant achever le calcul :

ot - Sron ()

d|n
- dal ™ Sal ™
(dgﬂ (% ) (%@( )g(5>)
= (fxg)(m)(fxg)(n)
Finalement, la fonction f x g est multiplicative. O

La convolution permet donc de construire de nouvelles fonctions multiplicatives, par exemple :

* la fonction diviseur 7, qui associe a tout entier naturel n non nul son nombre de divi-

seurs 7(n) est multiplicative : 7(n Z 1=(1%1)(n);

* la fonction somme des diviseurs o qui a tout n € N* associe la somme o(n) des

diviseurs de n est multiplicative : o( Z d=(1%1d)(n);
d|n
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* la fonction indicatrice d’Euler ¢ définie par :
Vn € N*, ¢(n) = card {k € [0,n —1]; (m,k) =1}

est multiplicative. On peut vérifier que ¢ = p * Id.

Voici quelques propriétés élémentaires supplémentaires concernant I’opération de convolu-
tion.

Proposition 6. Dans [’ensemble des fonctions arithmétiques, ’opération de convolution
est associative, commutative et admet pour élément neutre 61. De plus, la fonction constante
1 est inversible pour cette opération d’inverse la fonction p

wx1 =201 (formule d’inversion de Mébius)

Démonstration. Nous démontrons uniquement la formule d’inversion de Mdbius. Les fonc-
tions 4 et p * 1 étant multiplicatives, il suffit de montrer que la fonction p x 1 s’annule
sur les puissances des nombres premiers. Soit p un nombre premier. Alors u(p) = —1 et si
B € N\ {0,1}, alors x(p®) = 0. Pour tout a € N*, on a donc

o

(ux 1)) = > p(@?) = p(1) + p(p) = 0

3=0

d’ou le résultat. O

Remarque. Plus généralement, on montre que toute fonction multiplicative est inversible pour
* ; les fonctions multiplicatives constituent donc un groupe pour cette opération.

Etant donné une fonction arithmétique f, une question naturelle est de déterminer 1’ordre de

grandeur de sa fonction sommatoire F'(z) := E f(n). Nous serons confronté a ce probleme
nx
pour démontrer le théoréme 1. Nous allons pour cela expliciter la série de Dirichlet associée

af.

3.4. Séries de Dirichlet

On associe naturellement a une fonction arithmétique sa série de Dirichlet.

Définition 4. Soir f une fonction arithmétique. La série de Dirichlet associée a f est la
Sonction s — D(f, s) de la variable réelle s définie a priori formellement par

n
n>=1

3
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La série (3) peut diverger en tout point comme en témoigne la fonction multiplicative f
définie par f(n) = 2". L’exemple de série de Dirichlet par excellence est la fonction zéta de
Riemann. Il s’agit de la série associée a la fonction multiplicative 1 :

00 1
((s) = D(1,5) =" —
n=1
La série est ici (absolument) convergente en tout point s de |1, +00].
L’importance des fonctions multiplicatives en théorie analytique des nombres réside dans la
possibilité de représenter les séries de Dirichlet associées en produit eulérien.

Proposition 7. Soit f une fonction multiplicative Alors la série de Dirichlet D(f, s) converge

If( )I

absolument si et seulement si la série E g est convergente. Lorsque la série de
p>2 k=1

Dirichlet D(f, s) converge absolument, on a la représentation en produit eulérien suivante :

— f(p")
(‘f’ H Z ks = H 1+ Z pks
k=1

p=2 \ k=0 p=2

Démonstration. Soit s € R. Supposons que la série D(f, s) converge absolument. Pour tout

f k
LiCal

N
nombre premier p et pour tout entier naturel N, on a Z D(]|f], s) donc la série

k=1

A termes positifs Z |£(p*)|p~** converge. Pour tout N > 2, on a toujours la majoration
k>1

< D(|f], s) (puisque les entiers de la forme p* avec p premier et k > 1 sont

p<N k=1
deux a deux distincts) donc la série double est bien convergente. Supposons maintenant que la

série double soit convergente. En particulier, la série s, = Z | £(p")[p~** est convergente
k>1

pour tout nombre premier p. La majoration 1 + = < e” (valable pour tout nombre réel x)

fournit, pour tout entier N > 2, la majoration

H < H e’r < ezp>2 Sp

p<N k=1 p<n

ce qui montre que le produit infini converge (il est la limite d’une suite croissante bornée). Il
reste a établir le développement en produit eulérien de D(f, s) en un point de convergence
00 k
: , ik , f(")
absolue s. Soit NV > 2 un entier. Tout élément du produit H Z o
p<N k=0

s’écrit sous la forme
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k k
f(pr") - f(pg*)
plfls .. .p’z”

ou les k; sont des entiers naturels. Par multiplicativité de f,

ol les p; sont des nombres premiers distincts inférieurs ou égaux a N et

fook . feoke  fR . pE)

k k = Tk Ko s
2R i (p1*...p)")®

Les éléments du produit sont donc les termes de la forme f(n)/n® ot I’entier n est tel que
son plus grand facteur premier P (n) soit inférieur ou égal 2 N. On en déduit donc que

“+o0 “+o0 k
/ / / /
SLORNI SIS SR ) o
n=1 p<N k=0 n>=1 n>1
PT(n)>N PT(n)>N
|f(n)]
< —

ot la derniére majoration provient de 'inclusion {n € N*; P*(n) > N} C [N, +oo[NN.
On obtient le résultat en faisant tendre [N vers 4oc. O

La fonction ¢ de Riemann converge (absolument) dans I'intervalle ]1,+oo[ donc on a la
représentation en produit eulérien suivante :

1 1 1
vs>1,  ¢(s)=]] (1+ps+pzs+--~> ZHl_T
p=2 p=2 p®
Une autre propriété fondamentale est la dualité qui existe entre la convolution des fonctions
multiplicatives d’une part et le produit des séries de Dirichlet d’autre part.

Proposition 8. Soient f et g deux fonctions multiplicatives dont les séries de Dirichlet
convergent absolument en un méme point sy € R. Alors la série de Dirichlet D(f x g, so) est
absolument convergente et

D(f*gas()) :D(faSO) XD(gsz)

Démonstration. On sait que les séries de Dirichlet D(f, so) et D(g, sg) convergent abso-
lument donc le produit de ces deux séries, en tant que familles sommables, converge aussi
absolument. Le terme général de cette série produit est

b
y IO LS e = O ey
(avb)bGZ(l\V")2 (a,b)bE:(I\”)2

d’ou le résultat. O
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4. Mise en ceuvre du crible de Selberg (démonstration du théoreme 1)

La conjecture évoquée dans 1’introduction portant sur I’infinitude des nombres premiers de
la forme n? + 1 peut se réécrire :

lim card{l <n<VX:n?+1 premier} = 400
X —+o0

Si P désigne I’ensemble des nombres premiers et si 1p est sa fonction indicatrice, alors

card{l <n< \/)7(; n?+1 premier} = Z 17:(712 +1)
né\/i

ce que nous préférerons écrire Z 1. Ainsi, démontrer la conjecture revient a disposer
ngﬁ
n2+1 premier

d’informations suffisamment précises de la fonction n — 1p(n? + 1). Les méthodes de
crible consistent a construire des estimations (minoration ou majoration) de telles fonctions.
Nous allons en effet voir ci-dessous qu’il est assez aisé de trouver une fonction majorante
exploitable de n — 1p(n? + 1) pour le crible de Selberg. La recherche de minoration de
notre fonction est beaucoup plus délicate et fait 1’objet de méthodes de crible plus avancées
(le crible de Bombieri [3] par exemple). De plus, ces minorations sont en général obtenues
pour une fonction différente mais assez proche de la fonction initiale n — 1p(n? + 1).
Par exemple, H. Iwaniec [5] a démontré en 1978 qu’il existe une infinité d’entiers n tels que
n? + 1 ait au plus deux facteurs premiers, ce qui constitue actuellement le meilleur résultat
sur le sujet.

4.1. Présentation du crible

Pour tout X € [1, +0o0], considérons la somme

SX.2 =3 | D

n<VX \d[nZ+1

e 2 est un parametre réel dépendant de X que nous choisirons dans la suite (une petite
puissance de X);

e la somme intérieure porte sur les diviseurs positifs d de n? + 1 inférieurs ou égaux i z ;

e les Ay sont des nombres réels tels que A\; = 1, Ay = 0si d aun facteur carré et Ay = 0
sid> z.
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2
Nous expliquons maintenant pourquoi E Ad | est,danslecasn > z,
d|n?2+1

une fonction majorante de notre fonction indicatrice 1p(n* +1). Sin € [1, VX } est tel que
n? + 1 est un nombre premier (c’est-a-dire 17:(712 + 1) = 1), alors les diviseurs d de n?+1
sont 1 etn?+1.0rsin > z, alors on a An241 = 0 (par définition de A4 pour d > z). Ceci
entraine la majoration suivante :

DD T D PP @)

z<n<V X n<vX \d[n?+1
n2+1 premier

Nous n’avons pas encore traité les nombres premiers de la forme n? + 1 pour n € [1,z]. Ny
a au plus | z] nombres premiers de cette forme donc

Yoo1< Y 14z )

n<vX z<n<vX
n?41 premier n?41 premier

En combinant les inégalités (4) et (5), on obtient :

Z 1<85(X,2)+ = 6)
n<VX

n241 premier

Dans la suite, nous expliquons comment nous exploitons la somme S(X, z) dans le but
d’établir I’estimation annoncée au théoréme 1.

4.2. Décomposition de la somme S(X, z)

Nous commengons par développer le carré intérieur. La somme S(X, z) se réécrit alors

SX,2) =Y > A,

n<VX di|n?+1
dz‘nz-i—l

ot la somme porte sur les entiers d; et dy inférieurs ou égaux a z qui divisent n> + 1. Nous

permutons ensuite les deux symboles E , ce qui nous donne

S(X,z) = Z Ady Ady Z 1= Z Ady Ady Z 1

digz n<vX digz n<vVX
d2<z di|n?+1 d2<z [d1,da]|n2+1
d2|n2+1
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car n? + 1 est divisible par les entiers d; et dy si et seulement si il est divisible par leur
plus petit commun multiple [d;, da]. Le caractére arithmétique du crible de Selberg apparait
dans la somme intérieure. Il s’agit de disposer d’informations précises sur la représentation
de —1mod [d;,d3] comme un carré. Nous avons déja étudié ce probleéme dans la proposition
3 : la somme intérieure vaut

p(ld1,d2
S 1= vE A ED L o a,, )

[dl ) dQ]

ng\/i
[d1,d2]|n?+1

L’intérét majeur est ici d’avoir introduit de la multiplicativité par I’intermédiaire de la fonc-
tion p. En réinjectant cette estimation dans 1’expression de S(X, z) précédemment obtenue,
il vient

S(X,2) = VX Y AaAa,” [dl’d21)+o<z |/\d1|/\d2|p([d1,dg])>

[d1, do]
di1<z di <z
da<z da<z

Finalement, la somme peut s’ écrire sous la forme S(X, z) = VX F(z)+ E(z) ot nous avons
posé

dy,d
Fo = 5 a5 e B - O( 5 b |Ad2|p<[d1,d21>>
di<z 1,02 i<z
d2<z d2<z

Dans la suite, nous nous attachons a estimer la partie principale vV X F(z) puis le terme
d’erreur E(z) de la somme S(X, z). Nous verrons que pour un choix adapté du parametre z,
le terme E(z) est effectivement négligeable devant v X F'(z).

4.3. Etude de la partie principale F ()
La premiére étape consiste a écrire la forme quadratique F'(z) sous forme diagonale.

4.3.1. Forme diagonale de F(z)

p([d1, d2])

. Dans
[d1,dy]

L’idée générale est de séparer les variables d; et dy qui apparaissent dans

toute la suite, nous noterons f la fonction arithmétique définie par

—— sidn’apas de facteur premier p = 3mod 4
VieN',  f(d)=3 pd) P premiety

0 sinon

Ainsi définie, la fonction f est multiplicative et d’aprés la proposition 4, nous pouvons écrire

que
V(d1,d2) c (N*)27 p([Eidll,(;lj]]) _ p(ddll) > p(d(i;) > f((dl,dz))
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ce qui fournit I’écriture de F'(z) suivante :

F(Z): Z Ad,

d1<2
d2<2

)2 )

Nous devons encore séparer les variables dy et do dans f((d1,ds)). Pour cela, considérons
la fonction multiplicative g définie par ¢ = p % f. On sait d’apres la formule d’inversion de
Mobius que 1 x g = f. Par conséquent,

F(drd)) = Lk g)((droda)) = Y 9(8) = 9(5)
s

car § divise (d1, d2) si et seulement si J divise dy et d2. On permute ensuite les deux sommes :

F(z) = Zgw)( > A”(d‘”) ( > A“j”)

0Kz di1<z do<z
5‘d1 5|d2
@)
=> g0 (ZMQ)
6Lz d<z
5ld

ol la somme intérieure porte sur les multiples d de § inférieurs ou égaux a z. Nous avons
ainsi obtenu la forme diagonale de F'(z) cherchée :

d
PG =Y g0 ov us=Y MY )
s o

L’idée est ensuite de trouver les nombres ys qui minimisent la forme quadratique F'(z) sous
la condition de minimisation A\; = 1 (c’est la seule condition essentielle sur les Ay que nous
avons imposée). Pour traduire cette condition de minimisation sur les coefficients ys, nous
aurons besoin d’exprimer les A\, en fonction des ys;.

4.3.2. Expression des Ay en fonction des y;

Rappelons que si d a un facteur premier p = 3 mod 4, alors p(d) = 0. On déduit donc de (7)
que si J a un tel facteur premier, alors ys = 0. De mé&me, si § a un facteur carré alors ys = 0
(par définition des Ay).

Lemme 3. On passe des ys aux nombres \; grdce a la relation :
p(L) g
>\ = —
(= E B\ 7)Y

0<z
L6
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Démonstration. Cette égalité repose essentiellement sur la formule d’inversion de Mdbius.
En effet, en remplacant ys par son expression (7) et en permutant les deux sommes, il vient

S-S

<z <z d<z
2§ 08 5ld
_ p(d) 0
=P Y u(g
d<z seD(d)
l\d £)6

ou la derniére somme porte sur les diviseurs § de d qui sont divisibles par £. Or
(£|detd|d) <= (t =09/l estun entier divisant d/{)

Ainsi, en faisant le changement d’indice ¢t = §/¢ dans la somme intérieure, on obtient

5 d 1 sid=t
> M(g) = > “(t):51<e> :{ 0 sid#(
s€D(d) t|(d/€)

05

ce qui démontre le lemme. 0

La relation obtenue dans le lemme 3 ne donnant aucune information sur Ay si £ a un facteur
premier p = 3mod 4, nous poserons Ay = 0 dans ce cas.

4.3.3. Détermination de g

Nous allons déterminer explicitement la fonction g. Comme nous travaillons uniquement
avec des entiers sans facteurs carrés, nous allons expliciter g seulement pour ces entiers. Par
multiplicativité, il suffit d’évaluer g sur les nombres premiers. Pour tout nombre premier p,
ona

gp) = (ux f)(p) = u(1) f(p) + ulp) f(1) = f(p) — 1

En utilisant I’expression de la fonction p, on trouve donc :

1 sip=2
p—2

g(p) =9 —= sip=1mod 4

—1 sip=3mod 4

4.3.4. Minimisation de la forme quadratique F'(z)

La condition de minimisation de la forme quadratique F'(z) est Ay = 1. D’apres le lemme 3,
nous devons donc minimiser F’ sur I’hyperplan affine :

> nd)ys =1 ®)

0<z
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Posons 9(z) = Z 1(8)ys. Le résultat suivant assure I’existence d’un minimum pour F' sur
0<z
¢~ 1({1}) et va nous permettre dans la suite d’expliciter les coordonnées y;s de ce minimum.

Proposition 9. 1. La fonction F admet un minimum sur ’hyperplan affine 1~ ({1})
noté Yy = (Ys)s<z-

2. 1l existe un nombre réel & tel que la différentielle DF(Yy) de F au point Yy s’écrive
DF(Yp) = &y

Démonstration. 1. Notons | - || la norme euclidienne sur R*). Comme la fonction ¢
est a valeurs strictement positives sur les entiers n’ayant que des facteurs premiers
p # 3mod 4, il est clair que

lim F(Y)=4c0
1Y [| =00
Par conséquent, la fonction F' admet un minimum global Y; sur RL#). C’est donc aussi

un minimum global de F sur ¢~ ({1}).

2. Lafonction F est différentiable sur R1* en tant que forme quadratique. Comme D F'(Yp)
et ¢ sont des formes linéaires non nulles, il suffit de démontrer que Ker() est inclus
dans Ker(DF(Yy)). Soit Y € Ker(¢). Pour tout ¢ > 0, on a

F(Yo + th) - F(%) <0

car Y est le minimum (global) de F sur ¢~ 1 ({1}) et car Yy + tY € ¢y~ *({1}). Pour
F(Yy +1tY) — F(Yp)
t

des raisons analogues, on a aussi > 0 pour tout ¢ < 0. On déduit

de cela que

=0

DF(Y,)(Y) = lim 200 ﬂ;) — F(Yo)

etdonc Y € Ker(DF(Yp)).
O

Remarque. Le deuxieme point de la proposition 9 est une version faible du théoréme des mul-
tiplicateurs de Lagrange.

Pour palier a une petite difficulté technique, nous noterons dans la suite h la fonction multi-
plicative définie par

. (1xx)(q)
Vg EN*,  h(g) = o
[[e-2

plg

p>2
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ol la fonction x est le caractere de Dirichlet non principal modulo 4 défini par

0 sig=0 mod 2
Vq € N*, x(q) = 1 sig=1mod 4
—1 sig=3 mod 4

La fonction h correspond a I’inverse de g sur les entiers sans facteurs premiers p = 3 mod 4.
Elle est nulle sinon (a cause du numérateur 1 % ) ; nous verrons que c’est la facon de traduire
le fait que ys5 est nul si § a un facteur premier p = 3mod 4. Notons encore G la fonction
sommatoire de la fonction multiplicative pi?h, ¢’est-a-dire définie par

G(z) =Y _ 1’ (g)h(q)

que nous aurons besoin d’estimer dans la suite. Nous donnons ci-dessous les expressions des
coefficients ys (et A¢) minimisant la forme quadratique F'(z).

Corollaire 3. Sous la condition (8), la forme quadratique F' est minimale pour

_ p(9)h(s)
G(2)
Par conséquent,
o Go(2) N _ 2
M=pDfOMO G o Gl = ), #(@h()
a<(z/6)
(g,0)=1

Démonstration. On sait d’apres la proposition 9 qu’il existe un nombre réel £ tel que DF'(Y) =
EDY(Yy). Pour tout 6 < z n’ayant pas de facteur premier p = 3mod 4, on a donc

oF oY

Ty&(yo) = faiy(;(yo)

c’est-a-dire 2g(0)ys = &u(d), soit encore

Ys = g X ggggxu@)h(d)

cette égalité étant aussi valable si 0 a un facteur premier p = 3 mod 4 par définition de h. En
remplagant la valeur de ys dans la condition d’optimisation (8), nous obtenons la valeur de

'
¢ = ZHOm6) = 6(2)

<z
puis celle de ys annoncée. Le lemme 3 permet d’en déduire I’expression des coefficients Ay :

A= () ;u(i)ya = 203 )nomes

<z
L5 £)5
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Les multiples § < z de ¢ sont de la forme 6 = ¢¢ ou entier ¢ vérifie 1 < ¢ < (2/¢). Donc

=29 S @u(annian)

Gl Lo

Seuls les entiers g premiers a £ apportent une contribution non nulle dans la somme précédente
(si (g, £) > 1, alors ¢/ a un facteur carré et p(gf) = 0). Si (¢, ¢) = 1, alors la multiplicativité
des fonctions arithmétiques p et g nous donne

A :”(E)éggh(@ > 2(q)h<q)=u(€)f<f)h(£)céf((j))
q<(2/¢)
(g,0)=1
d’ou le résultat. [l

4.4. Estimation de la fonction sommatoire G

D’aprés le corollaire 3, le terme principal F'(z) (obtenu sous forme diagonale en (7)) se
réécrit :

<z

car g(0)h(d) = 1sid n’a pas de facteur premier p = 3mod 4 et par définition de G(z). Pour
démontrer le théoreme 1, il faut disposer d’une estimation de F'(z), ce qui revient a estimer la
fonction sommatoire G. Pour cela, nous allons utiliser la méthode de convolution qui va nous
donner I’ordre moyen de la fonction multiplicative >k (proposition 10). Nous rappelons plus
loin I’idée générale de la méthode de convolution ; pour plus d’informations a ce sujet, nous
renvoyons le lecteur a [2].

4.4.1. Interméde : deux petites estimations

Nous aurons besoin des estimations préliminaires suivantes. C’est 1’occasion d’illustrer dans
la preuve du lemme 4 la méthode de sommation par parties tres utilisée pour estimer la
fonction sommatoire d’une fonction arithmétique.

Lemme 4. Pour tout nombre réel X > 1, on a

Z % =InX+0O(1)

n<X

. . o1
Démonstration. Soit X € [1,+o0[. Pour chaque entier n € [1, X], on peut écrire — =
n

X
dt 1
/n 2 + e Donc

1 Xdt Yaex!
N

n<X n<X VM
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X
Nous voulons permuter les symboles E et / . Pour cela, on écrit I’intégrale comme :
n<X n

L5
n 2 1 [n,X] 2

X dt X dt
Z / t72 :/ Z 1[71,,X](t) t72
n 1 n<X

n<X

On a alors

Pour tout nombre réel ¢t € [1, X], la somme Z 1p,,x](t) est égale au nombre d’entiers
n<X
n € [1,X] tels que n < t (puisque pour chaque entier n, I'indicatrice 1p, x)(t) vaut 1 si

X
n < t et 0 sinon). La permutation des symboles Z et / fournit donc :
n<X n

X X X
dt dt dt
> / *=/ <§1>=/LtJ
t2 t2 t2
n<Xx/n 1 n<t 1

En utilisant I’estimation grossiere [t| =t + O(1) (puisque 0 < ¢ — |¢] < 1), il vient

1 X dt X +0(1)
Zg:/l (t+0() 5 +

t2
n<X
X X
dt dt 1
= — 1 @) —_ _
[ Fereo(f B )
=InX+0(1)

d’ou le lemme. O

Lemme 5. Pour tout nombre réel X > 1, on a ’estimation
x(n) —m 1
2 w4 O(X)
n<X

Démonstration. Rappelons que le caractere de Dirichlet x non principal modulo 4 est défini
par x(2k) = O et x(2k + 1) = (—1)" pour tout entier naturel k. Par conséquent,

Z x(n) _ Z X(2k +1) _ Z (—1)*
n 2k +1 2k +1
n<X o<k X 0k X

—1
2
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On a donc affaire aux sommes partielles d’une série alternée convergente. La somme de cette
400 k
série vaut Z o +) 1 (en considérant par exemple le développement en série entiere de

la fonction arctan) et le reste vérifie

Z (—1)*
o

1
Sox X1y X

ce qui établit le lemme. O

4.4.2. Retour aux séries de Dirichlet : estimation de G(z)

La méthode de convolution va nous permettre de trouver 1’ordre moyen de la fonction multi-
plicative 12h, ¢’est-a dire de trouver un développement asymptotique de sa fonction somma-
toire G. Examinons de plus pres la série de Dirichlet de cette fonction. Formellement,

D(u"’h@-p}l(H’?) = <1+;)g<1+m>

Cette série de Dirichlet converge absolument sur ]0, +-o0o[ (ceci est une conséquence de la

idée de la

proposition 7 et du fait que la série Z
p=2
méthode de convolution consiste a comparer cette série une série de Dirichlet D qui lui est

proche et dont on dispose d’informations plus précises (notamment sur 1’ordre moyen de la
fonction multiplicative associée). Ceci aura pour effet d’augmenter 1’abscisse de convergence
absolue de la série de Dirichlet quotient D(%h, s)/D(s).

La complexité de notre fonction multiplicative ;2h réside dans la présence du facteur p2
qui consiste a ne prendre en compte que les entiers sans facteurs carrés. La convolution va
notamment nous permettre de nous < débarasser > de ce facteur.

Pour tout nombre premier p > 3,

l*x k

~— 222 estde ['ordre de 1+M+Z(1*X & f Idk
= 2)p° pxp® g phxph °

d’otr Iidée de comparer la série de Dirichlet de 12h avec celle de la fonction multiplicative
1xx

Id

1xy
Id

3000 000) w( ! )

P pk X pks p X ps p28+2

Notons 6 la fonction multiplicative définie par u>h = ( ) *6. Pour tout nombre premier

> 3,ona
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ou la constante intervenant dans le O ne dépend pas du nombre premier p. En effet, si p =
3mod 4, alors la suite ((1 X)(pk)) ey st bornée par 1 et, en utilisant la formule donnant
la somme d’une série géométrique convergente,

+ + +

ZOO Axx0)") _ ZOC L done ZOO Lx0E) 1 p* 3
5 N 5 5

P pk X pks P pk:(a-l-l) P pk: X pk:s p25+2 ps+1 -1 p2s+2

cette derniere inégalité étant valable pour s > —1/2. Si maintenant p = 1 mod 4 (donc en
particulier p > 5), alors pour tout entier naturel k, on a (1 x x) (p’c ) = k + 1 et donc, en
utilisant la formule donnant la somme d’une série géométrique dérivée, on a

+§ (1*X)(pk) B p2(s+1) . 2 B 3p9+1 9 - 4
—~ plc % pks - (p5+1 _ 1)2 ps+1 - (ps+1 _ ]_) ps+1 = p2s+2

pour s > —1/2. En utilisant la proposition 8 donnant la série de Dirichlet d’une fonction
multiplicative qui s’écrit comme un produit de convolution puis en se servant de 1’estimation

——— =1 —u+ O(u?) valable au voisinage de 0, on trouve que la série de Dirichlet de 0

1+u
s’écrit :
2y,
D(6,5) = 2Uh:s)
D s)

4
M‘}—lu

(-3 I G2 ) (- 555 o)

1
3
I 1_* e =l )
)

*E\H

(1
>3
1 ( *X)(p) ( 1 )>
— T (1+ 2 +0
_ s+1 2s5+2
< )5 2)p P
Donc la série D(6, s) converge absolument si et seulement si la série
1 1
S (2t +0( )
p=3

est absolument convergente (d’apres la proposition 7), ¢’est-a-dire si et seulement si 2s+2 >
1 soit pour s €] — 1/2, +00.

3

Le développement asymptotique de la fonction sommatoire G fait I’objet du résultat suivant.

Proposition 10. [/ existe une constante C' > 0 telle que, pour tout nombre réel z > 1, on ait
I’estimation

G(z)=Clnz+0O(1)
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Démonstration. Par définition de 6, on a

=Zu2(q)h(q)=z<1l*dx 9) = > x(0)0(c)

q<z q<z abcLz

par définition du produit de convolution et en écrivant ¢ = abc comme le produit de trois
entiers. Nous allons maintenant utiliser les estimations obtenues dans les lemmes 4 et 5 :

2 =Y 6() % DD IR

a b
c<z ab< % c<z a<Z b E
_ 1 x(b)
= 0(c) - —
a b
c>1 a2 b<E
N NPT . . . 1 x(b)
ou la derniere égalité provient du fait que si ¢ > z, alors le sommant - 3 est
a
ag bgi

ac

s
nul. Nous pouvons appliquer le lemme 5 a la somme intérieure, ce qui donne

“30%, [ wo(%))

c>1 agz
1 1 ac
z E o(c i E 16(c) -
ll z
c>1 <z c=1 agg

Or le reste dans le O est inférieur ou égal Z |6(c)
cz1

car la série de Dirichlet associée a la fonction 6 converge absolument sur Iintervalle | —

1/2, 4+o0[ donc en particulier en 0. Nous avons donc I’estimation :

S DI CHIEETCIE)

c=1 a< %

Grace a I’estimation obtenue dans le lemme 4, il vient :

G(z) = % S 0(e)[Inz +01)] +0(1)

- <1/Z>; 9(0)) Inz + 0(1 + ; |9(C)|)

et comme la série E |0(c)| est convergente, la proposition est démontrée avec la constante
cz1

:ZZQ(C)>O. O

cz1
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On en déduit donc une estimation du terme principal de la somme initiale S(X, z) :

VX Vx VX 0(@7)

- In(z)?

VXFG) = 505 = Gl 100 mG)

©))

4.5. Estimation du terme d’erreur

Nous cherchons maintenant a estimer le terme d’erreur que nous avons noté E(z) :

E(2) = 0( > il |>\d2|p([d1,d2])>

d1<Z
d2<Z

Nous commengons par montrer que la suite de poids (Ag)qen+ est bornée. Rappelons que
nous avons obtenu au corollaire 3 que

Vd e N*,  X\g = p(d)f(d)h(d)

Proposition 11. Pour rout entier naturel d non nul, on a |Aq| < 1.

Démonstration. Si d a un facteur carré ou si d a un facteur premier p = 3 mod 4, alors
Ag = 0 et donc Iinégalité est claire. Nous supposons donc dans la suite que p?(d) = 1 et
que d n’a pas de facteur premier p = 3 mod 4. L’idée de la démonstration est de comparer
les fonctions G et G4. On commence par regrouper les entiers ¢ < z suivant les différentes
valeurs du plus grand commun diviseur (¢,d) de getd :

G(2) =Y 1 (@h(e) =D Y #(@h(g)

q<z tld gz
(g,d)=t

Un entier g tel que (g,d) = t s’écrit sous la forme ¢ = t£ ol (¢,d) = 1 (et (¢,¢0) = 1
car d est sans facteur carré). La multiplicativité de la fonction z>h nous donne 2 (t€)h(tl) =
(12(t)h(t)) (1 (€)h(£)). En faisant le changement de variable ¢ = ¢ dans la somme intérieure,
on obtient donc

G(z) =Y W*h(t) > w*(Oh(l)

tld 1<(z/1)
(€,d)=1

z_ z ..
Or n > p (car t < d) donc, comme tous les sommants sont positifs ou nuls,

tld <(z/d)
0,d)=1

G(z) > (Zu2(t)h(t)>< ) u2<4>h<f>>
J4
(
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On simplifie maintenant la somme entre parentheses en utilisant a nouveau la multiplicativité

de p°h
dowth) =TT+ r*@hm) =1 (g(p)ﬂ)

t]d pld yia \ 9P)

puisque h correspond a I'inverse de g sur les entiers sans facteurs premiers p = 3 mod 4. Par
définition de la fonction g (qui vérifie la relation f = 1 % g), ona g(p) + 1 = f(p) pour tout

2
diviseur p de d. Par multiplicativité des deux fonctions f et g, on obtient Z Mg (E;;) = ggfi))
t|d

On a finalement I’inégalité : |

62> 19a, (10)
g(d)

La majoration |Ag4| < 1 provient de 1’inégalité (10) et de I’expression de A4 rappelée avant la
proposition. O

Nous devons ici estimer le reste F(z) = (’)< Z [Ad, || Ads | p([d1, d2D>.

d] gz
d2<2

Pour tout couple d’entiers (d1,d) € (N*)? n’ayant ni facteur carré ni facteur premier p =
3 mod 4, on a p((di1,d2)) > 1 donc, par multiplicativité de p (et d’apres la proposition 4),

(dy)p(ds)
play)plaz
o((dy, dy)) S PLP(d2)

On déduit de cette majoration et de la proposition 11 les inégalités

2 2
Z Ay | [Adz | p([d1, d2]) < <Z|/\d|f) ) < (Zu%d)p(d))

d1<z d<z d<z
d2<Z

p([d1, d2]) =

Si p est un nombre premier, alors il est clair que p(p) < 7(p) (ot 7 est la fonction nombre
de diviseurs). Par multiplicativité et positivité des fonctions p et 7, on obtient la majoration
p(d) < 7(d) pour tout entier naturel d sans facteur carré. Nous obtenons donc la majoration :

Y Pl Paylp(ldi, da)) < (ZT(CD)

di1<z d<z
d2<2

ou la derniere somme est étendue a tous les entiers inférieurs ou égaux a z. Il est nécessaire a
ce stade de connaitre un ordre de grandeur de la fonction diviseur 7.

Lemme 6. Pour tout ¢ > 0, on a 7(d) <. d° (la notation <. signifiant que la constante
dépend de ¢).
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Démonstration. Soit € > 0. Il existe un nombre premier py tel que pg > 2. Pour tout entier
naturel o, nous avons donc T(pg) =a+1<2K pg(". Si p est un nombre premier tel que
P = po, alors on a aussi 7(p®) < p°* et si p < po, alors il existe une constante C), > 0 telle
que pour tout entier naturel «, on ait  + 1 < Cpp®®. Par multiplicativité de la fonction 7, on
obtient :

o) () ()< (ne) e
po||d Sz% 5;% p<po p*|d

1

ot la notation p® || d signifie que p* divise d et p®' ne divise pas d. En notant C. la

constante H C), on obtient 7(d) < C.d°. O

p<po
On déduit du lemme 6 que pour tout € > 0,

2
E(2) < 3 Aay| [Aay| p([da, da]) <e (de) <. 22t (11)

di1<z d<z
dggz

4.6. Choix du parameétre : et fin de la démonstration du théoreme 1

On déduit des estimations (9) et (11) précédemment obtenues que

\/XP \/XP 24¢e

S(X,z) =VXF(2) + E(2) < n(z) + In(z)2 e

Pour le choix du parametre z = X /5 le terme reste 22 est négligeable (pour ¢ petit)

. . N X .
. Ceci fournit alors ’estimation S(X, z) < ——, ce qui

devant le terme principal Im(X)

X
In(X)
termine la démonstration du théoréme 1.

L’estimation établie dans le théoréme 1 permet d’obtenir une information non triviale sur les
nombres premiers quadratiques. Nous allons en effet montrer que ces nombres premiers sont

rares au sens ou la série E

n>=2
n241 premier

est convergente (alors que la série de Bertrand
nln(n)

1 .
Z nT(n) diverge).

n>2

Corollaire 4. Pour tout ¢ > 0, la série Z

n>=2
n?+1 premier

(1 )E est convergente.
nnn
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Démonstration. Soit € > (0. Pour tout nombre réel X > 2, on a

> T T (/X tﬁrﬂfﬁldtu(ljx)s)

2<n<X 2<n<X
n2+1 premier n2+1 premier
X Z 1 €+ lnt dt + 1 Z 1
9 t2In(t)+e X(In X)e
2<n<t 2<n< X
n2+1 premier n2+1 premier

En utilisant 1’estimation établie, il vient

3 1<</th etlnt o1 X
n(lnn)e o Int  t2In(t)lte X(InX)e InX
2<n<X
n2+1premier

< X N 1
5 tln(t)t*e = In(X)tte

<1

+oo
dt
car I’intégrale / m est une intégrale de Bertrand convergente (puisque £ > 0).0]
2 n
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