Fiche de TD #16

MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

(corrigés)

Exercice 1 Soient A, B € #>(K). Il existe a,b,c,d,a, 3,7, € K tels que
_(a b _fa B , )
A_(c d) etB_<7 5).Dunepart.

det(A) det(B) = (ad — be)(ad — B7)
= adad — adfy — bead + befry

et d’autre part :

A - (@ b\ (o B\ _ [aa+by aB+bd
“\Ne d)\v 6] \Nca+dy cB+dd

donc :
det(AB) = (acc + by)(cB + dd) — (ca + dvy)(af + bd)
= acaf + adad + befy + bdvyd — acaff — bead — adfy — bdyd
= adad + befy — bead — adfy
= det(A) det(B)
Ainsi :
|VA, B € #5(K),  det(AB) = det(A)det(B) |

Exercice 2 Montrons que (42, x) est un groupe. Tout d’abord, S# est non vide

car 0 € R donc J# contient :
sh(0)) _ (1 0} _,
ch(0)) —\o 1) "2

ch(z) sh(x)
sh(z) ch(z)

ch(0)
H(0) = (sh(O)

Pour tout x € R, on a :

det(H(z)) = = ch(z)? —sh(z)? =1 #0

donc H(xz) € GLy(R). On a donc montré linclusion s C GL3(R). Ainsi, pour montrer
que (42, x) est un groupe, il suffit de montrer que % est un sous-groupe de GL2(R).

* Solent X,Y € /. Il existe z,y € R tels que X = H(z) et Y = H(y). Alors :

ch(xz) sh(z)\ [ch(y
H(@)H(y) = (sh(a:) ih(x)) ( ‘Z)
_ <0h(w)ch(y)+ sh(z )Ch(y) ch(z)sh(y) + ch(y) Sh(fv)>
ch(z) sh(y) + ch(y)sh(z) ch(z)ch(y) + sh(z) ch(y)
_ (ch(x+vy) sh(z+y)
= <sh(m +) chiz+ y)> (¢f. Exercice 5 du TD#1)

Comme z+y € R, on a:

H(x)H(y) =H(z+y) € H

* Soit X € 4. 1l existe x € R tel que X = H(z). On a —x € R donc, d’apreés le calcul
précédent :
H(z)H(—x)

et, de la méme maniére, on a H(

=H(z+ (—z)) = H(0) = I»

—z)H(z) = I. On en déduit que :
H(z)' = H(-x) e

Finalement, J# est un sous-groupe de GL2(R). Ainsi :

| (A, x) est un groupel

Exercice 3 Soient A, B € .#,(K). Alors :

AB € .7,(K) <= (AB)" = AB
«— BT AT =4AB (propriété de la transposition)
< BA=AB  (car A,B < .%,(K)

Ainsi :

WA, B € 7,(K), ABE.%,(K) < AB=BA|

Exercice 4 Pour tous k,f € N*, on note Stochy ¢(K) 'ensemble des matrices
stochastiques & k lignes et £ colonnes a coefficients dans K.
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Fiche de TD #16

Soient n,p,q € N* et (S,T') € Stoch,, ,(K) x Stoch, ,(K). Montrons que ST € Stoch,, 4(K).
On note :

S=(sijhi<isn et T =(tij)i<i<p
1<5<p 1<j<q

Par hypothése sur les matrices S et T, on a :
(1) V(i 5) € [1,n] x [1,p], si; = 0;
(id) V(i,4) € [1,p] x [1,4], tij = 0;

(#ii) Vi € [1,n], Zs] =1;

j=1

q
(iv) Vi€ [Lp], Y ti;=1.
j=1
On sait que :

p
= E Sikth,j
=1 1<i<n

1<i<q

* Soit (¢,7) € [1,n] x [1,¢]. Pour tout k € [1,p], on a s;, > 0 et ¢ ; > 0 (d’aprés
() et (4¢)) donc s; xtx,; > 0. Une somme de nombres réels positifs étant positive, on
peut conclure que (ST); ; > 0.

* Soit ¢ € [1,n]. On a :

y4

q
Z ST = Z Si,ktk,j

j=1 j=1k=1

[
M=

q
Sik E tr,j
Jj=1
——
=1 d’aprés (iv)

>
Il
—

I
NE

Sik

5

I
o
I

(d’apres (4i7))

Finalement, les coefficients de la matrice ST sont positifs ou nuls et la somme des coeffi-
cients de chaque ligne est égale a 1. On a donc ST € Stoch,, 4(K). Ainsi :

le produit de deux matrices stochastiques est une matrice stochastique

Exercice 5

1. Soient A, B € #,,(K) deux matrices nilpotentes qui commutent. Il existe k, ¢ € N*
tels que AF = A¢ =0,

* Montrons que la matrice AB est nilpotente. On a kf € N* et, comme A et B

commutent,
(AB)* = A*B* = 0,,B* =0,

Ainsi, la matrice AB est nilpotente.

Montrons que la matrice A + B est nilpotente. Soit p € N*. D’aprés la formule
du bindme de Newton (qui s’applique puisque A et B commutent), on a :

(A+ By = Zp: (i’) Aippi

=0

Remarque : on veut trouver un entier p € N* tel que (A + B)? = 0,,. Il suffit
que pour tout i € [0,p], on ait A*BP~* =0, Or, si i > k, on sait que A* =0,
(en effet, on sait que Ak =0, et on montre par récurrence que pour tout entier
i >k, on abien A® = 0,,). On doit choisir entier p de telle sorte que si i < k—1,
onait p—i>=/ (i.e.p=i+¥).

On choisit p =k + ¢ € N*.

— Pour tout 7 € [k,p], on a A* = 0, donc (p> AiBr—i =0,.
i

— Soit 4 € [0,k —1]. On a i < k — 1 donc :

p—izp—(k—1)=L+1>¢

7

donc BP~t = (,, et donc (p) ABP~i = (,,.

Finalement, (A + B)? = 0,,. La matrice A + B est donc nilpotente.

Ainsi :

|les matrices AB et A + B sont nilpotentes

2. Soit M € .#,(K) une matrice nilpotente. On a (par bilinéarité du produit matriciel) :

k k k
(In_M)ZMEZZME_ZMlJrl
=0 =0 =0
= MO — pMFF! (sommes télescopiques)
=1, — M1

Ainsi :

k
Vk e N, (I, — M)ZMf =1, — M*t!
=0
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Fiche de TD #16

La matrice M étant nilpotente, il existe p € N* tel que MP = 0,,. L’égalité précédente
appliquée avec 'entier kK = p — 1 € N nous donne :

p—1
(In—=M)> M'=1I,-MP=1I,-0,=1,
£=0

On peut vérifier (le calcul est le méme) qu’on a également :

p—1
<ZM4) (I, —M)=1, - MP =1,
£=0

On en déduit que :

p—1
la matrice I,, — M est inversible d’inverse Z Mt e M, (K)
=0

Exercice 6
1. Soient A, B € #,(C), notées :

A= (aij)icij<n et B=(bij)i<ij<n
n
* On a AB = (Z ai,kbk’j> donc :
k=1 1<6,5<n
n
IABI = > [(AB)ijl= > > aixbe;
1<e,5<n 1<i,y<n k=1
n n n
< Z Z Z @i k| bk, (inégalité triangulaire)
i=1 j=1 k=1
n n n
S5 N
k=1i=1 j=1
Pour tout k € [1,n], on a :

bi | + > 1bejl

/=1
04k

n
> lbw | <
j=1 j

n
. j=

1

I
=
<
&,

Pour tout i,k € [1,n], on a |a; x| = 0 donc :
n
Jai sl > [br 5| < lai k] | B
j=1

et donc, en sommant les inégalités,

JABI <303 fausl 18] = (zzw) 3]
k=1 1=1 k=1 1=1
=[lA] |IB]
Finalement, on a 'inégalité :
[14B] < ||A] |B] |

* De plus A+ B = (ai; + bij)i<i,j<n donc :

JA+Bll= > lai;+bi;l
1<i,j<n
< Z (laij| + |bi]) (inégalité triangulaire)
1<i,jsn
= Z la; ;| + Z |b; ;1 (linéarité de la somme)
1<i,gsn 1<i,j<n
= [[All + 1Bl

Ainsi :

[14+ B| <A + | B] |

2. Soient A, B € #,(C) telles que ||A| # ||B|| et k € N*.
(a) Par bilinéarité du produit matriciel, on a :

k—1 k—1
Z A?(A _ B)Bk—i—l _ Z (Ai—‘,-lBk—(H-l) _ A'LBk—v)
i=0 i=0
k—1 k—1
_ Z AP+ gh—(i+1) _ Z AP gk
i=0 i=0
= A*BY — A°B* (sommes télescopiques)

Or A% = B% = [, donc :

k—1
AF — BF =" A'(A- B)B"!
=0
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Fiche de TD #16

(b) Par définition de ||A — BJ|, on a ||A — B|| = 0 (une somme de nombres réels
positifs est positive). Par I’absurde, supposons que |4 — B|| = 0. On a alors
(par définition de ||A — B|) :

> laij—bijl =0

1<i,j<n

avec des notations naturelles pour les coefficients de A et B. Or une somme de
nombres réels positifs est nulle si et seulement si chaque sommant est nul donc :

V’i,j S [[I,TLH, ‘CliJ' —bi,j| =0
i.e. (d’apres les propriétés de la valeur absolue) :
Vi,j S [[1,71]], Qi — b@j =0 i.e. Qi = biJ'

Autrement dit, A = B et donc ||A|| = ||B||, ce qui est exclu. Finalement,
|A—B| >0et ||A— B| # 0 donc :

|lA—BJ| >0
Démontrons maintenant l'inégalité. Tout d’abord, la question 1. et une ré-

currence immédiate permet d’obtenir que pour tous p € N* et Xy,..., X, €
My (K), on a les inégaliteés :

P P
[Ar--- Apll < [[Aall---[[Apll et DA <Al
=1 =1
L’égalité de la question 2.(a) nous donne :
k—1
| A% — B¥|| =|Y_A(A-B)B !
=0
k—1
<[4 A= BB
i=0
k—1 _
< lAIFIA =Bl |BIIF
i=0
k—1 _
=[lA= B[ Al B
i=0

Or, d’apreés la formule de factorisation (dans C), on a :

k—1
”A”k — ||B||k = (||AH — ||BH) Z ”A”k HBHk—z—l
=0

et sait que ||A]| # || B]| donc :

k—1
AL B
A k B k—1 1: ||

> 141" 131 R
At 1Al — | B]*
—||B
AF — BF|| < A - B| x AL Z 1210

| | TAT= 1B

En divisant par ||A — BJ| > 0, on peut conclure que :

1A* = B*|| _ A" —11BI*
|A— B Al = I[BI

Exercice 7
1. Soit M € #,,(R), notée M = (m; ;j)1<i j<n- La matrice D est déterminée par :

D = (Nidij)1<ij<n

Pour tout ¢ € [1,n], on a :

(MD);,; = imi,ka,i = imi,k/\k(sk,i = \im,;

k=1 k=1
et :
(DM);; = Z D; ymy; = Z)\iéi,kmk,i =\im,;;
k=1 =1
donc :
(MD —DM);; = (MD);; — (DM);; = \imj i — Aimy; =0
Ainsi :

|les coefficients diagonaux de la matrice M D — DM sont nuls

2. Notons 2 l'ensemble des matrices A € .#,,(R) dont les coefficients diagonaux sont
nuls.

* On a montré a la question précédente I'inclusion :

{MD—-DM|M € #,R)} C 2
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* Montrons maintenant I'inclusion réciproque. Soit A = (a; ;)1<ij<n € Z (pour
tout ¢ € [1,n], on a a;; = 0). On veut montrer que :

IM € M,(K), A=DMD-DM
Soient M = (M j)i<i,j<n € #n(K) et i,j € [1,n]. On a:
(MD — DM), j = (MD); ; — (DM);,;

n n
= Z My kAROk,j — Z Ais kM
k=1 k=1
= A\jMy; — Aimy j
= (Aj = Ai)mi,;
De plus :
A=MD—DM <= (¥i,j€[l,n], a;; = (MD— DM); )
On sait déja que sii € [1,n], on a a;; = (MD — DM);; = 0. Notons :
1= {(i9) € [Lnl?] i # 4}
Alors :
A=MD—DM <= (¥(i,j) €I, a;; = (MD — DM), ;)
= (V(4,7) €I, aij = (Xj — A)m; ;)

= (V(i,j) el, m;; = a“) (car \; # \;) (%)
Aj— A
En effet, les nombres réels Ay, ..., A, sont deux & deux distincts par hypothése.
Notons M la matrice dont les coefficients sont nuls sur la diagonale et dont
les autres coefficients sont déterminés par (x). Les équivalences précédentes
montrent que A = DM — DM ce qui montre la deuxiéme inclusion.

Par double inclusion, on peut conclure que :

{MD-DM|M € #,R)} =2

Remarque : on peut choisir ce qu’on veut sur la diagonale de la matrice M.

Exercice 8

1. On calcule les premiéres puissances. On conjecture que :

W (1 27 -1
Vn € N, A —<0 on >,

ce que 'on démontre par récurrence.

0 1
. Onpose N=(0 0
0 0

. On calcule les premiéres puissances. On conjecture que :

0 1

Vn € N, B2+l = (22n+1 0) et B =2"I,

ce que l'on vérifie par récurrence.

. On montre par récurrence que :

VneN, O"= <COS(”9) - Sin(n9)>

sin(nd)  cos(n#)

. On obtient :

3"+l 3"—1 0
VneN,  D'=_ |31 3"+1 0
0 0  ont!

0
1 |. La matrice N est nilpotente et on a I’'égalité F = N + I5.
0

On utilise la formule du binéme de Newton (les matrices N et I3 commutent) et on
trouve :

71,2 —n

1
Vn € N, E"=10
0

o~ 3

n
1

. En procédant comme & la question précédente, on obtient :

2

1 n n
Vn € N, F'=1|0 1 2n
0 0 1
. On conjecture que :
2n71 0 2n71
Vn € N*, G" = 0 1 o0
2n—1 0 2n—1

On le démontre ensuite par récurrence.

. On montre par récurrence que :

Vk € N*, HY =nk—'H
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9. On a J = H — I, et les matrices H et —I,, commutent (car —I,, est une matrice
scalaire). Soit k& € N*. D’aprés la formule du bindéme de Newton, on a :

Jh = i (;) HY(—I,)**

£=0

noté o
D’aprés la formule du bindome de Newton (dans R), on a :
k _
a =3 (§) -0t = 0 = (= 0 (-0

k
— ——
£=0 1—=0

Finalement :

(n—1)F + (=1)F+!

Vk € N¥, JF = (=11, + H

Exercice 9 Soient a,b, c € R. En calculant A2, on obtient :

a? ab ac

A2 =(a®+0*+ ) [ab ® be| =(a*+ V7 +cP)A
ac bc c?
On conjecture ensuite que :
Vne N, A" =(a®4+b*+2)" 1A

On le démontre ensuite par récurrence. Pour n = 0, on a A® = I5.

Exercice 10

2. A T'aide d’un raisonnement par récurrence, montrons que :

Vk e N, Jag, b, € R, AY = a3 + b A

* En posant ag =1€Ret by =0€ R, on a:
A0213=1X13+0XA:a0[3+b0A

La propriété est donc vérifiée au rang k = 0.

* Soit k& € N. On suppose qu'il existe ay, br € R tels que A* = aI5 + by A. Mon-
trons qu’il existe ag 1, bry1 tels que A*+! = ay 115+ by 1 A. Par hypothése de
récurrence, on a :

AR = AAF = A(ay I + b A)
= arA + by A® (bilinéarité du produit matriciel)
= apA+ by (3A — 2I5)
= —2bi s + (ak + 3by) A

(question 1.)

Ainsi, en posant ax41 = —2b; € R et b1 = ap + 3b, € R, on a l'égalité
ARFY = gy 1 I3 + b1 A. La propriété est donc vérifiée au rang k + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

il existe deux suites (ax)ren, (br)ren € RY telles que :

Vk e N, AR = qp L5 + b A

3. Nous avons démontré dans I’hérédité précédentes que :
Vk € N, ag4+1 = —2bg et b1 = ax + 3bg

De plus, ag=1et bg =0et comme Al =A=0xI3+1xA,onaa =0et b =1.
Soit k € N. On a d’aprés les relations ci-dessus :

bit2 = ar41 + 3bg+1 = 3bgy1 — 2bg

Alinsi, la suite (bg)gen est récurrente linéaire d’ordre deux d’équation caractéristique

22 — 3z 4+ 2 = 0 dont les racines sont 1 et 2. Ainsi :
JA,BeR, VeN, b, = A+ B2*

En résolvant le systéme formé par les conditions by = 0 et by = 1, on obtient :

1. On a: . . &
-5 12 —6 Vk e N, r=—1+2
A2=1|-3 7 —3|=34-2I4 De plus :
3 -6 4 VEeN* ap= -2y =-20281-1)=-2F42
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et cette égalité reste valable pour k = 0 car ag = 1. Par conséquent :

VEeN, AF=(2-2MI3+ (28 -1)4,
1.€. :
3 — 2k+1 2k’+2 4 _21€+1 +2
Vk e N, A= 1-2F 2ktl_g 1— 2k
2k —1  —2ktl 9 ok
Exercice 11
0 1 1
1.Onpose N= [0 0 1|.0OnaN3=03et A= N —2I5. Les matrices N et —2I5
0 0 O

commutent car la matrice —2I3 est une matrice scalaire. La formule du binéme de
Newton nous donne :

8 —4n n?—"5n
Vn € N, A" =(-1)"2" 30 8 —4n
0 O 8
2. Soitn € N. On a :
Up+1 —2Uy, + vy, + Wy, -2 1 1 Up,
Xpp1= | vnp1 | = —2vp, + Wy =0 -2 1 Up
Wn41 —2wy, 0 0 =2 Wy,
=AX,

On montre ensuite par récurrence que :

Vn € N, X, =A"X,
1
3. Par hypothése, Xg = | 1 |. Pour tout entier naturel n, on a alors (en utilisant les
1
questions 1. et 2.) :
8 —4n n?-5n 1
X,=A"Xy=(-D"2" 30 8 —4n
0 O 8 1
n? —9n+8
= (=1)"2"3 8 —4n
8

Autrement dit :

— (—1)"2"=3(n% — 9n + 8)
= (1 3(8 — dn)
= (-2

Vn € N,

Exercices 12 et 13 La forme de ’ensemble des solutions d’un systéme linéaire
dépend de la maniére dont on échelonne le systéme (choix des lignes pivots et des inconnues
principales et secondaires). Proposer un corrigé n’est donc pas pertinent.

Exercice 14

1 12 -6 —4
1. La matrice A est inversible d’inverse A~1 = 6 6 -3 -1
18 —-12 -6
-2 -2 -1 3
. . . e 1 -1 -2 0 2
2. La matrice B est inversible d’inverse B+ =
4 6 2 =7
1 1 0 -1

3. La matrice C n’est pas inversible.

4. La matrice D est inversible d’inverse D! = =

—
— ==
-
—_ =
[
— =
— | [
—_

-5 2 -1
5. La matrice E est inversible d’inverse E~1 = [ 5 -2 2
-2 1 -1
6. Posons J = F' + I,, (matrice de taille n x n dont tous les coefficients sont égaux a

1). Alors :

J? =nlI, ie. F?42F+1,=nl,

car les matrices F et I, commutent. On a donc F? + 2F = (n — 1)I,, soit encore :

1 1(F+21n)} = [11(F+21n)] x F=1In

La matrice F est donc inversible d’inverse F~1 =

1
—— (F +2I,).
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