Fiche de TD #16

MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

Manipulations de matrices
Exercice 1 Montrer que, pour tous 4, B € .#5(K), on a det(AB) = det(A) det(B).

ch(z) sh(z

Exercice 2 Pour tout € R, on pose H(x) = (sh(x) ch(:v;

). Soit encore :

A ={H(z) |z € R}

Montrer que (42, X) est un groupe.

Exercice 3 Soient A, B € .#,(K) des matrices symétriques. Montrer que AB est une
matrice symétrique si et seulement si AB = BA.

Exercice 4 Une matrice (de taille quelconque et a coefficients dans K) est dite sto-
chastique si ses coefficients sont positifs ou nuls et si la somme des coefficients de chaque
ligne est égale & 1. Montrer que le produit de deux matrices stochastiques est encore une
matrice stochastique.

Exercice 5 1. Soient A,B € #,(K) deux matrices nilpotentes qui commutent.
Montrer que les matrices A + B et AB sont nilpotentes.

2. Soit M € .#,,(K) une matrice nilpotente. Pour tout k¥ € N, calculer :

k

(In— M) M

£=0

En déduire que la matrice I,, — M est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 6 Pour tout A = (a;)1<ij<n € #,(C), on pose || Al = Z la; ;
1<i,j<n

1. Montrer que, pour tous A, B € #,,(C), on a :
[AB| < Al < IBIl et [[A+ Bl < [|All + [|B]

2. Soient A, B € #,(C) telles que ||A| # || B|| et k € N*.

(a) Montrer que :
k—1
AF —BF =" A'(A-B)B" !
i=0

(b) Justifier que ||A — BJ| > 0 et établir que :

|A* — B||
lA-Bll ~

[A]* — [1B]*
IAl = 11B]

Exercice 7 Soient Ai,...,\, des nombres réels deux & deux distincts. On note D la
matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont Aq,..., \,.

1. Montrer que, pour tout M € ., (R), la diagonale de la matrice M D — DM est nulle.

2. Montrer que ’ensemble
{MD — DM | M € ///n(R)}

est précisément I’ensemble des matrices de diagonale nulle.

Calculs de puissances

Exercice 8 Calculer les puissances des matrices suivantes :

(11 {0 1 _ [cos(f) —sin(0)
l-A= <0 2) 2.B= (2 0) 3.0 = (sin(@) cos(0) (0 €R)
2 10 1 1 0 1 11
4. D=1 2 0 5. E=(0 1 1 6.F=(0 1 2
0 0 2 0 0 1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 1 1 1
7.G=(0 1 0 8. H = eM,(R) 9.J= € M, (R)
1 1 1
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a2 ab ac

ab b be
ac be

Exercice 9 Soit a,b,c € R. Calculer les puissances de la matrice A =

-1 4 =2
Exercice 10 Onpose A= -1 3 -1
1 -2 2

1. Montrer que A? est combinaison linéaire de I et A, c’est-a-dire :
I\ peER, A2 =I5+ A

2. En déduire qu’il existe deux suites de nombres réels (ax)ren et (bx)ren telles que :
VkeN, AF=q.l;+b,4

3. Déterminer une expression explicite de ay, by puis de A*, pour tout k € N.

Exercice 11 Soient u = (un)nen, ¥ = (Un)nen €t w = (W, )nen les suites définies par :

Un+1 = —2Uy + Uy + Wy
Vn € N, Unt1 = —2v, + wy,
Wnp1 = *211)”
et ug = vg = wg = 1.
-2 1 1

1. Onpose A= 0 -2 1
0 0o -2
utilisant la formule du bindéme de Newton.

€ M3(R). Calculer A™ pour tout entier naturel n en

r + y 4+ z = 6
1.{ ;i i_ 51’; ; ? 2.8 x — 3y — 7z = 10
z + 3y + 42 = 6
2 =

2“;:[5‘1{1/1“?;:? e+ oy = 2 =1
3. 4. r + 3y + 2z 4
3 + 6y — 2z = 1 s 4 % + oz o= 2

4z + Ty + 2z = 1

Exercice 13 Pour tout m € R, résoudre les systémes linéaires (paramétrés) suivants
(les inconnues étant des nombres réels) :

1 2mx + y = 1
' 2 4+ my = m
r + my + 2z = 1
2 mr + Y + 2z = m
r + 2my + 3z = 0
mr + my + 4z = 1
3 2 + y 4+ mz =1
r + 2y + =z =0
r + Y + z = 1-m
4 me + (I1+4m)y + (1+m)z = —m?
me + (I1-m)y + (1-m)z = m?
z - 2y + 3z =1
5 2t 4+ my + 6z = 6
-z + 3y + (m—3)z = 0

Matrices inversibles

Up, Exercice 14 Les matrices ci-dessous sont-elles inversibles ? Si oui, déterminer leur in-
2. Soit n € N. On pose X,, = | v, | € #51(R). Pour tout entier naturel n, exprimer verse.
Wn,
X,, en fonction de Xj. s 010 2 L g s
3. En déduire les termes généraux des suites u, v et w. 1La—[3 0o -2 9 B— 2 1 1 1 sc=(1 2 9
-3 6 0 L2 10 5 2 1
2 21 2
4 . N s s 0 1 1 1
Résolution de systémes linéaires 1 1 1 1 01 s Lo 1 )
) 4.D = 1 11 _11 _1 5.E=(1 3 5 6. F=|1 10 1
Exercice 12 Résoudre les systémes linéaires suivants (les inconnues étant des nombres 1 _1 1 _1 1 1 0 :
réels) : 111 0
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