Fiche de TD #2

LLOGIQUE ET THEORIE DES ENSEMBLES

Exercice 1 Vrai ou faux ? Justifier. 2. Vr €[0,1], Yn €N, 0 < 2™ — 2"t < 1;
1.Vz€R,x>2:>a:>l3; ) 3-Vn€N*,m—\/ﬁ<ﬁ<\/ﬁ—m;
2.Vw,y€R*,x<y=>;>§; 4.Va,b€R+,\/m<\/5+\/5;
33T ERy, @<V 1w 5. Va,be R%, (a+b)(i+2)>4.
4. Ve, o' e R\ {1}, z #2 = pop #m,
5. VNeN*, 3neN, > k>N; Disjonction de cas
k=1
6. Ve €R, 22 +2>0 = x>0. Exercice 5 Montrer que, pour tout entier relatif n, le nombre n3 — n 4+ 2024 est un

entier pair.
Exercice 2 Soit f : R — R une fonction. Ecrire avec des quantificateurs les assertions
suivantes : Exercice 6 Montrer que :

1. f est périodique sur R; Yz € R, 2 ril> e — 1]

f prend des valeurs aussi grandes que 1’on veut sur R;

2. f est majorée sur R;

3. f est constante sur R; Exercice 7 Montrer que :

4. f est croissante sur R; T4 y+ |z —yl
5. f posséde un minimum sur R; vz,y €R, max(z, y) = 2
6.

7.

s’annule au plus une fois sur R. . "
/ Raisonnement par ’absurde ou par contraposition

Exercice 3 Soient I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction. Exprimer

. . . Exercice 8 1. Soit z € R. Démontrer que :
les négations des assertions suivantes :

1. Ve el, f(x)#0; (Ve >0, |z|<e)=2=0

2.VyeR, Jzel, flz)=y; 2. Montrer que :

3. IMeR, Vxel, |f(x)| < M,; y " X X X

4. Vo,yel z<y= f(z) < f(y); T,y €R, (z#lety#1) = (zy—z—y#1)

5. Ve,yel, f(zx)=fly) =z =vy; 3. Montrer que :

6. Vo el f(z)>0=z<0. Vn € N, (n? est un multiple de 6) <= (n est un multiple de 6)
Exercice 4 (raisonnement direct) Démontrer que : Exercice 9 On admet que v/2 ¢ Q. Montrer que :

22 442
1. Vo,y € R, zy < 5 Vr € Q, r+v2¢Q
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Exercice 10 Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P & coefficients réels tel que :

Vo € R, e? = P(x)

Récurrences

Exercice 11
montrer que :

1
1. Soit z € R* tel que z + — € Z. En utilisant une récurrence double,
T

1
VneN, a"+—¢€Z
x'll

1
2. Montrer qu’il existe un nombre réel x, non entier, tel que x + — € Z.
x

Exercice 12 Pour tout entier naturel n, comparer les quantités (n + 1) ! et 2".

Exercice 13 Pour tout n € N, considérons la proposition &, : « entier 8" + 1 est

divisible par 7 ».
1. Soit n € N. Montrer que &, = %, 11.

2. Que peut-on en déduire ?

Exercice 14 On considére la suite (u,)nen définie par récurrence comme suit :

Uug = 0
uy =1
Yn €N, Upyo2 = Uny1 + 3u,

1. Montrer que le polynéme X2 — X — 3 admet deux racines réelles distinctes. On les
notera « et 8 dans la suite.

2. Démontrer que :

an_[@m
Vn € N, n=—
n U Oz—ﬂ

Exercice 15 (récurrence) Pour tout n € N\ {0, 1}, calculer le produit suivant :

n 1
p”:kl:l2(1_k>

Exercice 16 (inégalité de Bernoulli) Démontrer que :

Ve e Ry, VneN, 14+2)">1+nz

Exercice 17 A T’aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que :

- 1 n
Vn € N* -
e k;k(kﬂ) il

n
ol E ay correspond & la somme a1 + as + - - + ap,.
k=1

Exercice 18 Soit (uy),>1 la suite définie par u; =1 et :

Un

Vn € N¥,
14+ uy,

Up+1 =
Exprimer, pour tout n € N*| le terme général u,, en fonction de n.

Exercice 19 Montrer que :

VneN, Jan,bp €N,  (1+V2)" =a, + b,V2

Exercice 20 Soit (a,),en la suite définie par ag = a; = 1 et par :

an,

Vn e N,
n+1

Apt2 = Gpt1 +

Montrer que :

Vn € N*, 1< a, <n?

Exercice 21 A I’aide d’une récurrence forte, montrer que :

Vn € N*, dp,q € N, n=2"2q¢+1)

Analyse-synthése
Exercice 22 Déterminer les nombres réels x tels que v/2 — x = 2.

Exercice 23 Déterminer les fonctions impaires f : R — R telles que z — f(z) — 1
soit paire.

Exercice 24 Déterminer les solutions f : R — R de I’équation fonctionnelle suivante :
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Exercice 25 On note 7 'ensemble des fonctions affines et % I’ensemble des fonctions
f : R — R dérivables sur R telles que f(0) = f'(0) = 0. Montrer que toute fonction
dérivable de R dans R est la somme, d’une et une seule maniére, d’une fonction de o et
d’une fonction de A.

Vocabulaire ensembliste

Exercice 26 Soient £ un sous-ensemble de R et x,%, 2 trois éléments deux & deux
distincts de E. Peut-on écrire que :

l.zeE 2.{z} € E 3.{z} CFE 4. ek

5.9 CE 6. {o}CE 7. {z,y} CFE 8. {y,z} C E\ {z}

Exercice 27 Ecrire en compréhension les ensembles ci-dessous notés A, B, C et D
respectivement.

1. Pensemble des fonctions périodiques de R dans R de période T' > 0 donnée ;

2. I'ensemble des fonctions périodiques de R dans R ;

3. 'ensemble des fonctions affines de R dans R

4. T’ensemble des fonctions qui ne sont pas strictement décroissantes sur R.

@ Ensemble des parties d’'un ensemble

Exercice 28 Soient E et F deux ensembles. Montrer que :

PE)=HA(F) — E=F
Exercice 29

1. P(ANB) = P(A) N P(B);
2. Z(AUB) = 2(A)U 2(B).

Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. Vrai ou faux ? Justifier.

~— ~—

Exercice 30 Soient a et b deux éléments distincts d’un ensemble E. Expliciter les
ensembles 2(Z({a})), (£ ({a,b})) et 2 (P (2)).

Démontrer avec des ensembles

Exercice 31 On considére les deux sous-ensembles de R suivants :

A 1 1
{k(k—l—l) kEeN et Ae{-1, }} et { ‘m,neN}
Etudier les inclusions A C B et B C A.

m n
Indication : justifier qu’il existe a,b € R tel que :

b e b
k(k+1) k  k+1

vk € N,

Exercice 32 Soient E un ensemble et A, B,C € £ (FE). Montrer que :
A\ (BAC) = (A\ B)U(4)C)

Exercice 33 Soient £ un ensemble et A, B € Z(F). Montrer que :
(ENA)\(E\B)=B\A

Exercice 34 Soient E un ensemble et A, B et C trois parties de E. Justifier les équi-
valences suivantes :

1. AcCB < AUB=B;

2. A=B < ANB=AUB;,;

3. AUB=ANnC < BCACC,

4 {AUB:AUC
"l AnNB=ANnC

5. Ac B= B C A.

~— B=C;

Exercice 35 (différence symétrique) Soient A et B deux parties d’'un ensemble E.
On appelle différence symétrique de A et B, notée AAB, I’ensemble :

AAB = (A\B)U(B\ A)

Montrer que :
AAB=(AUB)\ (ANB)

Exercice 36 Soient A, B et C trois parties d’'un ensemble E. On définit la différence
symétrique de A et B par :

AAB = (A\ B)U (B\ A)

Montrer que :
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1. AAB = AAC < B=C;
2. A\B=A — B\ A=B;
3. ANAB=ANB= A=B=0.

Exercice 37 (produit cartésien) Soient E, F et G trois ensembles. Montrer que :
(ExXGU(FxG)=(EUF)xG

Exercice 38 (simplifications ensemblistes) Soient A, B et C trois parties d'un
ensemble F. Simplifier I’écriture des ensembles suivants.

1. W=AU(ANB)

2. X =AN(AUB)

3. Y=(ANB)UANBNC)U(ANBNC)
4. Z=AUBUCN(ANB)

Exercice 39 Soient X, Y et Z trois sous-ensembles d’'un ensemble E.

1. Montrer que :
(XUuZ2)n(Yuz)=(Xn2Z)u(ynz)),

2. Montrer que :

(XUY)N(YUZ)N(XUZ)=(XNY)U(YNZ)U(XNZ)

Divers

Exercice 40 (fonctions indicatrices) Soit A une partie d'un ensemble E. On ap-
pelle fonction indicatrice de la partie A, application 14 : E — R définie par :

Vo € F,

1A($)={ 1 size A

0 sinon
De quels ensembles les fonctions suivantes sont-elles les fonctions indicatrices ?

1. min(lA,IB) 2. max(lA, ]-B) 3. ]-A X ]-B

4.1—-14 5.144+1p—14 x15p 6-(1A—1B)2

ot 1 — 14 désigne la fonction z € E+—— 1 —14(z)

Exercice 41 (un entier est soit pair, soit impair) On considére les deux sous-
ensembles de Z suivants :

P={2k|kez} e I={2%k+1|keZ}
Montrer que £ N 7 = .
Exercice 42 (équations ensemblistes) Soient £ un ensemble et A, B € Z(E).

1. Reésoudre I'équation AU X = B d’inconnue X € Z(E).
2. Résoudre 'équation AN X = B d’inconnue X € Z(FE).
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