Fiche de TD #2

LOGIQUE ET RAISONNEMENT

(corrigés)
Exercice 1 3. 3IC eR, Vzx €R, f(x)=C (ou:VreR, f(z)= f(0))
1. C’est faux. Le nombre réel x = 3 est tel que 2 < z < 3. 4. Vr,yeR, x<y = f(z) < [fly)
2 5. dzg € R, Vz € R, f(x) > f(xo)
2. C’est faux. Les nombres x = —1 € R* et y = 1 € R* sont tels que z < y et :
6. VM € R, day € R, f(LI}]w) > M
P 7. (Vz €R, f(z) #0)ou (3z €R, f(z)=0)
r oy

1 1
3. C’est vrai. Le nombre z = 1 € R4 convient. En effet, 1 <

1
5
Remarque : on peut en fait montrer que tout nombre z €]0, 1[ convient.

4. C’est vrai. Démontrons-le en raisonnant par contraposition. Soient z,z’ € R\ {1}.

z+1 o' +1 z+1 2/ +1
On suppose que = . Montrons que x = z’. Comme = , U

r—1 a2 -1 r—1 a2/ -1
produit un croix nous donne :

n

(x+1)(2' —1)= (2" +1)(z—1) ie. xr'—x+2 —l=x2' -2 +2-1,
ce qui nous donne ’égalité 2x = 22’ puis z = x’. Ainsi, on vient de montrer que :

' +1
' —1

r+1

33—17é

r# 1 =

5. C’est vrai. Soit en effet N € N*. Le choix n = N € N* convient car :

N
dk=142+4-+(N-1)+N=N
k=1

>0

6. C’est faux. En en effet, pour z = —1 < 0,on a 22 +x =0 > 0.

Remarque : en fait, le produit 2? + z = x(x + 1) est positif si (et seulement si)
x €]-00, —1] U [0, +oo] (il suffit de faire un tableau de signes).

Exercice 2

1. 3T eRy, Ve eR, f(x+T) = f(x)
2. IMeR, Yz R, f(z) <M

Exercice 3

1.3z el, flz) =0
Ay eR Ve el, flx)#y
VM eR, Jzel, |f(x))>M
Amyel, s<yet f(z)> f(y)
cdzy el flz)=f(y) etz #y
.dzel, f(x)>0etz>0

(=200 BTSNV V)

Exercice 4 (raisonnement direct)

1. Soient z,y € R. On a :

x2+y2
oy
2 4 2 2

car (x —y)2 > 0et 2> 0. Ainsi :

Vr,y € R,

2. Soient z € [0,1] et n € N. On a :

" — xn—i—l _ {17”(1 _ {L‘)

Orze[0,1]donc0<2" <let0< 11— <1 (car -1 < —2<0puisO<1—z<1).

Par produit, il vient 0 < 2"(1 — ) < 1. Ainsi :

_x’ﬂJrl g 1

o< a"

Vx € [0,1], Vn € N,
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Fiche de TD #2

3. Soit n € N*. En utilisant ’expression conjuguée, on a :

(VAFT—Vm)(iFI+ya) _ n+l-n
Vntl+n N e
1

= Tt

Orn+1>n2>0donc vn+1>+/n (par croissance stricte de la fonction racine

carrée sur R, ) donc :
Vn+1l++v/n>2yn>0

VCESEINE

1 1
< .
Vn+1l+yn  2yn

céde de la méme maniére pour obtenir la deuxiéme inégalité. Ainsi :

La fonction inverse décroit strictement sur R donc On pro-

VYn € N*, vVn+1l—y/n< <vn—+vn-1

f

4. Soient a,b € R, . Par croissance stricte de la fonction carré sur R, on a :

Vatb<Va+vh < a+b< (Va+vh):
— a+b<a+2/aVvb
0 < 2vavh

La derniére inégalité est vraie (car 2 >0, \/a > 0 et b >
la premiére inégalité est vraie. Ainsi :

0) donc, par équivalence,

Va,b e Ry, Va+b<Va+Vb

5. Soient a,b € R7}. On a :

1 1 a b a® + b2
Hl-+-)=1+-4+-4+1=2
(a+)<a+b> ty ot =
D’aprés la question 1., on a a® + b >
a? 4+ b?
ab

2ab donc, en divisant par ab > 0, il vient

> 2. Finalement :

1 1
V(l,bER*7 (Q+b)<a+b>>4

Exercice 5 Soit n € Z. On distingue deux cas suivant la parité de n.

*x Premier cas : n est pair

Il existe alors k € Z tel que n = 2k. Ainsi :

n3 —n+ 2024 = (2k)* — 2k + 2024 = 8k> — 2k + 2024 = 2(4k> — k + 1012)

€7

donc n® — n + 2024 est pair.
* Deuxiéme cas : n est impair

1l existe ici k € Z tel que n = 2k + 1. Alors :

n® —n+2024 = (2k + 1)% — (2k + 1) + 2024
= (2k+ 1)[(2k +1)* — 1] 4 2024
= (2k + 1)(4k? + 4k) + 2024
= 2(2k + 1)(2k* + 2k) + 2 x 1012
2[ (2k + 1)(2k* + 2k) + 1012

€7

3

donc n® — n + 2024 est un entier pair.

Ainsi :

|pour tout n € Z, entier n® — n + 2024 est pair

Soit z € R. On a :

e =11 = { —?x_—ll)

On distingue deux cas suivant ’expression de |z — 1|.
x> 1

Exercice 6

siz>1

siz—1>20 [ x—-1
o siz <1

sizr—1<0 1—=x

*x Premier cas
Alors :

2

P-r+lzlz-1| <= 2P —z+120-1 < 2°-20+22>0

La derniére inégalité est vraie (elle 'est méme pour tout z € R car le discriminant
du trindéme vaut —4 < 0 et car le coefficient dominant du trindéme est positif).

* Deuxiéme cas : £ < 1

On a:

s+l |z—1 <= 2 —z+121—-2 <= 2220

La derniére inégalité est vraie donc la premiére ’est également.
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Fiche de TD #2

Finalement :

Vz € R, P —r+1> -1

Exercice 7
cas.

Soient z,y € R. On a ou bien x < y ou bien z > y. On distingue deux

* Premier cas : x <y
On a alors max(z,y) = y. De plus, x — y < 0 donc :
T —yl=—-(@@-y =y—=z
Ainsi :
ttytlz—yl _zt+yty—=
2 B 2

=y = max(z,y)
* Deuxiéme cas : z > y
Ici, max(z,y) =yetx —y >0donc [t —y| =z —yet:

r+y+lr—yl c+yt+z—y
2 B 2

=z = max(z,y)

Finalement :

T+y+|z—yl

Vr,y € R,
T,y D)

max(z,y) =

Remarque : de la méme maniére, on peut montrer que :

Yo,y €R,  min(z,y) = “y—flf—yl
Exercice 8
1. Soit & € R. On suppose que :

Ve > 0, lz] <€ (*)
Raisonne par I’absurde en supposant que z # 0. Posons ¢ = % On ace >0 (car
z # 0) donc, d’aprés (x), on a 'inégalité :

x ) x
|z] < % i.e. % <0,

soit encore |z| = 0 (car |x| > 0). Par conséquent, x = 0, ce qui est absurde. Finale-
ment, z = 0. Par conséquent :

[(ve>0, |2 <) = 2=0

2. Soient x,y € R. On démontre 'implication en raisonnant par contraposition. Il s’agit
donc de montrer que :

(zy—x—y=1) = (x=1louy=1)

Supposons que xy —x —y = 1. Alors ay —x —y—1 =10, i.e. (x —1)(y — 1) =0.
Autrement dit, t —1=0ouy—1=0, i.e. x =1 ouy = 1. Ainsi :

|V$,y€R, (m#lety#l)ﬁ(my—x—y;«él)l

3. Remarques :

e Un entier naturel n est un multiple de 6 si et seulement s’il existe k € N tel que
n = 6k.

e De maniére générale, pour tout entier n € N, il existe k € N tel que :

n=6k ou n=6k+1 ou n=6k+2 ou n=6k+3 ou n=6k+4

oun = 6k+ 5.
e Ainsi, dire que n € N n’est pas un multiple de 6 signifie qu’il existe & € N tel
que :

n=6k+1 ou n=6k+2 ou n=6k+3 ou n=6k+4 ou n=~06k+5

Soit n € N. On démontre 1’équivalence en raisonnant par double implication.

* Soit n € N. On suppose que n est un multiple de 6. Il existe alors k € N tel que
n = 6k. Ainsi :
n? = (6k)* = 36k* = 6 x 6k*
~
€N
donc n? est un multiple de 6.

* On veut maintenant montrer que :
(n? est un multiple de 6) == (n est un multiple de 6)

On démontre cette implication en raisonnant par contraposition. Montrons donc
que :

(n n’est pas un multiple de 6) == (n? n’est pas un multiple de 6)
Supposons donc que n n’est pas un multiple de 6. Il existe donc k£ € N tel que :
n=6k+1 ou n=6k+2 ou n=6k+3 ou n=6k+4 ou n=~6k+5

On procéde maintenant par disjonction de cas.
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Fiche de TD #2

Exercice 9

— Sin=6k-+1, alors :

donc n

n? = (6k +1)% = 36k? + 12k + 1 = 6(6k> + 2k) + 1
——
eN

2 n’est pas un multiple de 6.

— Sin =6k + 2, alors :

donc n

n? = (6k + 2)% = 36k? + 24k + 4 = 6(6k? + 4k) + 4
N——
eN

2 n’est pas un multiple de 6.

— Sin =6k + 3, alors :

donc n

n? = (6k 4 3)% = 36k + 36k + 9 = 6(6k> + 6k +1) + 3
N —’
eN

2 n’est pas un multiple de 6.

— Sin = 6k-+4, alors :

donc n

n? = (6k +4)* = 36k* + 48k + 16 = 6(6k> + 8k + 2) + 4
N —
eN

2 n’est pas un multiple de 6.

— Sin=06k+ 5, alors :

donc n

Quelque soit le cas, n

n? = (6k + 5)% = 36k + 60k + 25 = 6(6k* + 10k +4) + 1
N ————’
eN

2 n’est pas un multiple de 6.

2 n’est pas multiple de 6.

On peut donc conclure que :

Vn € N,

(n? est un multiple de 6) <= (n est un multiple de 6)

Soit # € Q. Montrons que x + /2 ¢ Q. Raisonnons par 'absurde en

supposant que z + /2 € Q. Il existe alors p € Z et ¢ € Z* tels que x + /2 = 8. Comme
q

. . a .
x € Q, il existe aussi a € Z et b € Z* tels que = = 7 Ainsi :

a bp — aq
b bq

Comme bp — aq € Z et bg € Z*, on peut conclure que v2 € Q, ce qui est absurde.
Finalement, = + /2 ¢ Q. Ainsi :

Vr € Q, x—f—\[?gé@

Exercice 10 On raisonne par I’absurde : supposons qu’il existe un polynéme P &
coefficients réels tel que :
Vr € R, e? = P(x)

Il existe n € N et des nombres réels ay, ..., a, tels que :
Vr € R, P(x) = ™ + ap_12" "+ -+ a1z + ag
En dérivant n + 1 fois cette égalité, on obtient :
Vr € R, e’ =0,

ce qui est absurde (par exemple car e = 1 # 0). Ainsi :

| la fonction exponentielle n’est pas une fonction polynomiale

Exercice 11
1
1. Soit z € R* tel que x + — € Z. On utilise une récurrence double.
x

* On a:

1 1 1
L4 —2¢e7 ot ' + — =z + — € Z (hypothése)
20 ! T

La propriété est donc vraie pour n € {0, 1}.

1
* Soit n € N. On suppose que 2" + — € Z et a4
x

1
xn+2

1 € Z. Montrons que
T

zn+2 +

€ Z. On remarque que :

1 1 1 1
+1 +2
<£L’+x> <£L’n +xnl>—.’£n +F+xn+$"2

1 N[ 1 o1
mn+2_ x+5 z +xn+1 — {7 +$7

1 1
Or, par hypothese, on a z + —, 2" + —, 2t 4
x

donc :

mn+2 +

a1 € Z. De plus, un produit
x

x
d’entiers est un entier, et une différence d’entiers est un entier. On en déduit

que "2 + € 7Z. La propriété est donc vraie au rang n + 2.

xn+2
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Fiche de TD #2

Par principe de récurrence double, on peut conclure que :

1
"+ — €7

x’rl

Vn € N,

2. Soit x € R*. On a :
1 2 2
r+—=-3 <<= rr°+1=-3xr < z°+3xr+1=0
T
_—3—\/5 _—3—|—\/5

= =
X B ouxr 9

Ainsi :

-3 -

1
le nombre réel x = 5 n’est pas un entier et est tel que x + — = -3 € Z
x

Exercice 12 En calculant les premiéres valeurs de (n+1)! et de 2™ (pour n =0,
n =1, n =2 et n =3 par exemple), on émet la conjecture suivante :

VneN, 2"<(n+1)!

Pour le démontrer, procédons par récurrence simple.

x* Ona2°=1et (0+1)!=1!=1donc 2° < (0+1)!. L’inégalité est donc vérifice au
rang n = 0.

x Soit n € N. On suppose que 2" < (n + 1) !. Montrons que 2”1 < (n + 2)!. Comme
2" < (n+1)!, on a en multipliant par 2 > 0 :

2x2"<2n+1)! de  2"TP L2+ 1)!
1l s’agit maintenant de vérifier que 2(n +1)! < (n+2)!. Or:

(n+2)!=2n+1)!=mn+2)(n+1)!=2(n+1)!=[(n+2)—2](n+1)!
=nx(n+1)!
=0
carn>0et (n+1)!>0. Ainsi :
n+2)!=2(n+1)!>0 i.e. 2ln+1)!< (n+2)!

On peut donc conclure que 2"+ < (n+2)!. L’inégalité est donc vraie au rang n+ 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

¥neN, 2"<(n+1)!

Exercice 13

1. Soit n € N. Supposons que la proposition &2, soit vraie. Montrons que &,41 l'est
également. On a :

8"l 4+ 1=8x8"+1=8(8"+1)—7
Par hypothése, il existe un entier k € N tel que 8" + 1 = 7k. Par conséquent :

8" 41 =8x (Thk) —7=T7(8k —1)
N——

€7

Donc 8*+! + 1 est divisible par 7. Autrement dit, la proposition £, est vraie.
Finalement :

|2, = 7.4

2. On ne peut rien en déduire car la propriété n’est pas initialisée (en effet, 8° + 1 = 2
n’est pas divisible par 7). En fait, on peut montrer qu’aucune des propositions &,
(n € N) n’est vraie (on sera en mesure de le montrer dés lors qu’on en saura plus
sur la notion de divisibilité).

Exercice 14
1. Le discriminant du polynéme X2 — X — 3 vaut (—1)? — 4 x (—3) = 13 > 0. Ainsi :

1—-+v13

le polynéme X2 — X — 3 admet deux racines réelles distinctes qui sont o = 5
1 13
v p= 1+ VT

2. Comme « # 3, expression & droite de ’égalité proposée a bien un sens. On utilise
une récurrence double.

* Onaa’= %=1 donc :

aO—BO_ 041—51_

a—p a—p

Les égalités sont donc vérifiées pour n € {0, 1}.

0 = ug et 1=u
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Fiche de TD #2

* Soit n € N. On suppose qu’on a les égalités :

a — 6n . Oén+1 _ ﬁn+1
Uy = ————— e Upp] = ————————
n o — B n—+ o — B
an+2 _ ,8"+2
Montrons que uy4o = 75 D’aprés la relation de récurrence vérifiée
o —

par la suite, on a :

Up+2 = Up+1 + 3un

On utilise maintenant ’hypothése de récurrence :

n+1l _ on+1 n _ Aan
un+2:a a_g +3aa_g
a(a+3) = B"(B+3)
a—p

Par définition de o, on a o> —a —3 =0, i.e. @ + 3 = a?. De la méme maniére,

on a f3+3=/2% Ainsi :
a™ X a2 _Bn % 52 an+2 _Bn+2
Uu. = =
n+2 (Jé—ﬁ Oé—ﬁ

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 2.

Par principe de récurrence double, on peut conclure que :

Vn € N, Uy = M
a—f
Exercice 15 On conjecture que :
1
Vn € N\ {0,1}, Dp = —
n

Démontrons ce résultat a I’aide d’un raisonnement par récurrence.
* On a:
2
1 1 1
= ]_ —_ = — _ - = =
b2 kUQ ( k:> 272

L’égalité est donc vérifiée pour n = 2.

a 1
* Soit n € N\ {0,1}. On suppose que p,, = H (1 - k:) Alors :

k=2
n
1 1 1
= 1— - 1— = 1-—
Prsa (H( k))( 1) = (1)
1 _
:7X(n+1) 1
n n—+1
1
T n+41

L’égalité est donc vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

Vn € N\ {0,1},

SRS

Pn =

Exercice 16 (inégalité de Bernoulli) Soit € Ry. Montrons 'inégalité a 'aide
d’une récurrence simple.
x* Ona (1+2)°=1et1+0xz =1 donc I'inégalité est vraie pour n = 0 (il s’agit
méme d’une égalité).
* Soit n € N. On suppose que (1+x)" > 1+nx. Montrons que (1+z)"*! > 1+ (n+1)a.
Ona:
(142" =1 +a)(1+2)"
Or (1 + z)™ > 1 4 nx par hypothése de récurrence et 1 + 2 > 0 (car = > 0) donc :
A+2)"" >0+2)1+nz)=1+nz+z+n2® =1+ (n+1Da+n’s
>0
214+ (n+ 1)z

L’inégalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

|VJU6]R+, Vn € N, (1+:r:)"21+m:|

Remarque : on peut se passer d’une récurrence en étudiant les variations de la fonction
firz— (1+2)"—1—nxsur Ry.

On utilise une récurrence simple.

1
1 1 1
* On a ; 1) =1 TE =5 L’égalité est donc vérifiée pour n = 1.

Exercice 17
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- 1
* Soit n € N*. Onsupposeque’;k(k+1):nzl,MontronS que :
’il 1 o+l
k:lk<k+1) n+ 2
On a
—k(k+1)  —k(k+1)  (n+1)(n+2)
- —
k=n+1
4 : (hypothese de 1é )
= othése de récurrence
n+l (nt1D)(n+2) P
_ nn+2)+1
C(n+1D)(n+2)
_ n?+2n+1
C(n+1D)(n+2)
 (n+1)?
C(n+1)(n+2)
_n+1
n+2

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

~ 1 n
Vn e N* _
nEN ;k(k+1) ntl

Exercice 18 On a:

1
3

<

w

I

I
[N

... .
De méme, le calcul nous donne uy = 1 A T’aide d’une récurrence simple, montrons que :

1
Vn € N, Uy = —
n

1
* Onawu =1= 1 L’égalité est donc vraie au rang n = 1.

1 1
* Soit n € N*. On suppose que u,, = —. Montrons que u, 1 = P D’aprés la rela-
tion de récurrence vérifiée par la suite, on a u,41 = Tra On utilise maintenant
Up,
I’hypothése de récurrence :
1 1
n n 1 n 1

= = — X =
tn1 1+1 2l T n4+l n41

L’égalité est donc vérifiée au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

1
Uy = —
n

Vn € N,

Exercice 19 On utilise une récurrence simple.

* Ona (1++v2)°=1=1+0x+/2. Ainsi, en posant agp = 1 et by = 0, on a ag, by € N
et égalité (1 4+ v/2)° = ag + bgv/2. La propriété est donc vérifice pour n = 0.

* Soit n € N. On suppose qu’il existe des entiers naturels a,, et b, tels que l'on ait
égalité (1 ++/2)" = a, + b,/2. Montrons alors qu'il existe a,1,bn41 € N tels que
(1+v2)"' =a,1 +by11v2. Ona:

(L+ V2" = (1+V2)(1+V2)" = (1 +V2)(an + b,V2)
= a, + by V2 + a, V2 + 2b,
= (an + 2b,) + (an + bn)\/§
Posons alors a,4+1 = an +2b, et b1 = ayn +b,. Une somme d’entiers naturels étant

un entier naturel, on a a,41,b,1+1 € N. Ainsi, la propriété est vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

Vn €N, Ja,,b, €N, (1+V2)" =a, + b,V2

Exercice 20 On utilise une récurrence double.

* On a: a
0
= =1+1=2
ao a1 + 0x1 +
Onal<1<1?etl <2< 2% =4 donc les inégalités sont vérifites aux rangs
n € {1,2}.
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x Soit n € N*. On suppose que 1 < a, < n? et 1 < a,y1 < (n+ 1)%2. Montrons alors x Onal=2%2x0+1) et 0€ N donc la proposition est vraie pour n = 0.
2 : : .
que 1 < apt2 < (n+2)% Pour la minoration, on a : * Soit n € N*. On suppose que, pour tout entier m € [1,n], il existe p,q € N tels que
a 1 m = 2P(2¢ + 1). Montrons que la proposition est vraie pour 'entier n + 1, i.e. que :
n
On+2 = Gpy1 + 1 =1+ 1 >1
n iyt 3p,geN,  n4+1=2P(2q+1)

>0
On distingue deux cas.

Pour la majoration, on a encore en utilisant la majoration des nombres a,, et a,41 ] . .
— Premier cas : n+ 1 est impair

. 1
et le fait que — >0 Il existe alors ¢ € N tel que n+1=2¢+ 1 et donc n + 1 =2°(2¢ + 1).

5 3 9 — Deuxiéme cas : n + 1 est pair
s < (n+1)24 L — (nF D +m . n+1
nt+2 N n+1 n+1 Il existe alors k € N* tel que n+1 = 2k.Onak = —5 donc k € [1,n]. L’hypo-
= ... thése de récurrence appliquée a I'entier k£ nous donne 'existence de deux entiers

naturels p et ¢ tels que k = 2P(2¢ + 1). On en déduit que n+ 1 = 2P+1(2¢ +1).

nd+4n? +3n+1
n+1 Finalement, la propriété est vraie pour l’entier n + 1.

Pour montrer que @, < (n + 2)2, il suffit de montrer que : Par principe de récurrence forte, on peut conclure que :

n+4n? +3n+1 2 vn € N*, Ip,q €N, n:2p(2(I+1)|
<(n+2)
n+1
Or : Exercice 22 Déterminer les solutions de I’équation en raisonnant par analyse-
(n+2)? nd+4n? +3n+1  (n+2)%’(n+1)—n®—4n® —3n —1 synthese.
" n+1 N n+1 * Analyse : supposons que = € R soit solution de ’équation. En élevant au carré, on
M2 +4n+4)(n+1)—n®—4n? - 3n -1 a2—z=212ide 2?2+ 2 —2=0. Autrement dit, z =1 ou x = —2.
N n+1 * Synthése :ona+2—-1=1et /2 —(-2)=2# 2.
3 2 3 2
_n +on +8n+4—n°—4n* —-3n—1 Finalement :
n+1
n2+5n+3 |1’ensemble des solutions de 1'équation dans R est {1} |
n+1
comme quotient de nombres positifs. Finalement, on a : Exercice 23 On utilise un raisonnement par analyse-synthése.
n3 4+ 4n? +3n+1 ) * Analyse : supposons que f : R — R soit une fonction impaire sur R telle que la
On+2 S ntl <(n+2) fonction g : x — f(x)—1 soit paire. Soit € R. Par hypothése, on a f(—z) = — f(z)
et :

La propriété est donc vérifiée au rang n + 2.

Par principe de récurrence double, on peut donc conclure que : g(=x) = g(x) i.e. fl=x)—1=f(x) -1 soit encore f(=z) = f(z)

En soustrayant membre & membre dans les égalités :

fl2)=—f(z) et fl-2)=f(2),

Exercice 21 On utilise une récurrence forte. on obtient —2f(z) = 0 puis f(z) = 0. Ainsi, f est la fonction nulle sur R.

Vn € N*, 1<a, <n?

MPSI 8 Année 2025-2026



Fiche de TD #2

8 =

. — R . .
* Synthése : la fonction nulle 6 : 0 est impaire sur R car (R est symé-

trique par rapport a 0 et) :
vz € R, 0(—z) =0=—0(x)

et la fonction = — 6(z) — 1 (fonction constante égale & —1) est paire sur R.

Finalement :

il existe une et une seule fonction f : R — R impaire sur R telle que la fonction
x +— f(x) — 1 soit paire : la fonction nulle

Exercice 24 On raisonne par analyse-synthése.

* Analyse : supposons que f: R — R soit telle que :

f(@) + fy) =3f(z —y)

En remplagant x et y par 0, on obtient 2f(0) = 3f(0), i.e. f(0) = 0. Ensuite, en
remplacant y par 0 dans ’équation fonctionnelle, on a :

f@)+ [(0)=3f(x) i
=

Vr,y € R,

Vr € R, fl@)=0

Autrement dit, f est la fonction nulle sur R.

* Synthése : la fonction nulle sur R, notée 6, est telle que :

Va,y € R, O(x)=0(y)=0(x—y)=0

donc :

Vr,y eR,  0(z)+0(y) =30(x —y) =0
La fonction 6 est donc une solution de I’équation fonctionnelle proposée sur R.

Finalement :

la fonction nulle est la seule solution de I’équation fonctionnelle sur R

Exercice 25
analyse-synthése.

Soit f : R — R une fonction dérivable sur R. On raisonne par
* Analyse : supposons qu’il existe deux fonctions d € o et g € £ telles que f = d+g.
Comme d € &7, il existe a,b € R tel que :

Vo € R, d(z) =ax +b

L’égalité f = d + g se réécrit donc :

Vz € R, fx)=azx+b+g(x)

Or g € # donc ¢g(0) = ¢’(0) = 0. En choisissant la valeur x = 0 dans l'identité

précédente, on obtient :

f(0)=ax0+4+b+ g(0) i.e. b= f(0)

Par ailleurs, en dérivant la relation (ce qui est licite puisque les fonctions sont déri-
vables sur R), on a :

Vz € R, f(x)=a+ ¢ (x)

puis, en évaluant en z =0 :

fl0)=a+g(0) ie a=f(0)

Les fonctions d et g sont donc uniquement déterminées ; il s’agit des fonctions :

d:x— f(0)z+f(0) et gz f(z)—d(x) = f(z) — f'(0)z — £(0)

* Synthése : considérons les fonctions

d-{R—> R

¢ J R — R
z —  f(0)z+ f(0) © 9'{

Alors on a bien f = d+ g. De plus, d est clairement une fonction affine (i.e. d € &)
et il reste a vérifier que g appartient a . Tout d’abord, ¢g(0) = f(0) — f(0) = 0. De
plus, g est dérivable sur R comme différence de fonctions qui le sont et :

VreR,  ¢'(z)=f'(z)— f(0)

donc ¢'(0) = f'(0) — f/(0) = 0. Ainsi, on a bien g € #. Ceci démontre 'existence de
la décomposition de f comme la somme d’une fonction de 7 et d’une fonction de

A.

Ainsi :

toute fonction dérivable sur R s’écrit de maniére unique comme la somme d’une
fonction de &7 et d’une fonction de £

Exercice 26

1. Vrai : x est bien un élément de E.

2. Fauz : {x} est un ensemble, alors que F est un ensemble de réels. L’ensemble F ne
peut donc pas contenir d’ensemble.
Remarque : pour rendre lassertion vraie, il faudrait écrire « {z} C E ».

3. Vrai.

MPSI
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Fauz : Vensemble vide n’est pas un élément de E (les éléments de F sont des nombres
réels).

Vrai : 'ensemble vide est un sous-ensemble de n’importe quel ensemble.
Fauz : cela signifierait que ’ensemble vide est un élément de E.

Vrai : en effet, x et y sont des éléments de E.

e I

Vrai : car x, y et z sont deux & deux distincts.

Exercice 27

A={f:R—R|Vz€eR, fz+T)= f(z)}
.B={f:R—R|3ITeR:, VzeR, flz+T)=f(z)}
. C={f:R—R|3a,beR, Vz R, f(z)=ax+b}

. D={f:R—R|Jz,yeR, z<yet f(z) > f(y)}

—_

=W N

Exercice 28 On raisonne par double implication.

* Si E = F, alors il est clair que Z(E) = Z(F).

* Réciproquement, supposons que & (E) = Z(F). Montrons alors ’égalité E = F en
raisonnant par double inclusion.

— Montrons que E C F. Par définition de #(E), on a F € Z£(FE) (puisque E est
une partie de E) donc (d’aprés notre hypothése) E € Z(F), ce qui signifie que
ECF.

— Les ensembles E et F' jouant des roles symétriques, on a également F' C E.

Par double inclusion, on a donc E = F'.

Finalement :

P(E)= P(F) < E=F

Exercice 29

1. Vrai. On le démontre en raisonnant par double inclusion.

* Montrons que Z(ANB) C Z(A)NP(B). Soit X € #(ANB). Alors X C ANB
(par définition de l’ensemble des parties d’un ensemble). On a donc X C A et
X C B. Autrement dit, X € 2(A) et X € P(B), i.e. X € P(A) N P(B).
Ainsi, on a bien l'inclusion (AN B) C Z(A) N Z(B).

* Montrons que Z(A)NX(B) C (ANB). Soit X € Z(A)N P(B). Alors X €
P(A) et X € P(B), ce qui signifie que X C A et X C B. On a donc U'inclusion
X CANB,ie X € Z(ANB). D’ou linclusion Z(A)N £ (B) C (AN B).

Par double inclusion, on a montré que :

P(ANB) = 2(A) N 2(B)

. C’est faux en général. Fournissons un contre-exemple. Dans F = R, considérons les
sous-ensembles A = R_ et B =R, . Alors AUB = R. La partie X = R est donc une
partie de R =AUB (i.e. X € (AU B), mais X n’est ni une partie de R_ = A, ni
une partie de B =R, (i.e. X ¢ Z(A)U Z(B)). Donc (AU B) # Z(A)U Z(B).

Remarque : par contre, on peut vérifier qu’on a toujours l'inclusion

P(A)U P(B) C P(AUB)

Exercice 30
1. Ona 2({a}) = {2, {a}} puis :

2(2({a}) = {2.{2}, {{a}}. 2 ({a}) }

2. On a Z({a,b}) = {2, {a}, {b},{a,b}} puis:

Z(Z({a,b})) = {&{@}, {{a}}, {{0}}. {{a.0}},

{Q’ {a}}’ {g’ {b}}’ {g’ {aab}}’ {{a}> {b}}’ {{CL}, {a,b}}’
{{b}a{aab}}v {@,{a},{b}}, {g’ {a}a {a,b}},

{2, {0}, {a,b}}, {{a}, 18}, {a.b}}, 2({a,01)}

3. On a Z(@) = {@} donc :

2(2(2) ={o,{2}}

Exercice 31
A.

Montrons que A est inclus dans B mais que B n’est pas inclus dans

* Soit a € A. Il existe A € {—1,1} et k € N* tels que :

. A _ (k—s—l)—k_)\ 11 A A
Ck(k+1) T kMk+1) T\E k+1) k k+1
—Si)\:l,alorsa:lfi.Commek‘,k+1€N*,onaa€B.
k k+1
1 1
— Sinon, A= —1letalorsa= —— — —. Comme k,k+1 € N*,onaac B.
k+1 &k

MPSI

10 Année 2025-2026



Fiche de TD #2

Ainsi, a € B. Finalement, on a l’inclusion :

* Pour montrer que B n’est pas inclus dans A, il suffit de trouver un élément de B
1 1

qui n’appartient pas & A. Considérons (par exemple) 1’élément b = 5 11 de

B. Montrons que b n’appartient pas & A en raisonnant par I’absurde. Supposons

quil existe A € {—1,1} et k € N* tels que b = . Comme b > 0, on a

E(k+1)
nécessairement A = 1. On a donc :
1 1
== — 4=kKk+1
1 kkt+1y "° (k+1)

Par conséquent, k est un diviseur positif de 4. On en déduit que k € {1,2,4} et
alors :

— sik=1,alors k(k+1) =2 # 4;
— sik =2 alors k(k+1) =6 #4,;
— et si k=4, alors k(k+1) =20 # 4.

1
On obtient donc une absurdité. Ainsi, b = 1 n’appartient pas & A. Finalement :

|1’ensemble B n’est pas inclus dans Al

Exercice 32 Rappel : Si X et Y sont deux parties d’'un ensemble F, alors :
X\Y={seE|zeXetagY}=XNY
Ainsi :

A\(BNC)=ANnBNC=AN(BUC)

d’aprés les lois de De Morgan. En appliquant ensuite la distributivité de I'intersection par
rapport a la réunion, on a :

A\ (BNC)=(AnB)U(ANCO),

i.e.:

[A\(BNC)=(A\B)UA\O)]

Exercice 33 On a (c¢f. rappel au début de Pexercice 7) :

(ENA)\(E\B)=ANE\B

I
ol ol

NB
NB
NnA

soit encore :

[(E\A)\(F\B)=B\A4|

Exercice 34

1. On raisonne par double implication.

* On suppose que A C B. Montrons que AU B = B en raisonnant par double
inclusion.

— On a toujours B C AU B.

— Montrons maintenant que AU B C B. Soit x € AU B. Si z € A, alors
x € B d’aprés 'hypothése (a savoir A C B), et si « € B, il n’y a rien a
démontrer. On a donc l'inclusion AU B C B.

Par double inclusion, on a bien 1’égalité AU B = B.

* On suppose que AU B = B. Montrons que A C B. Soit x € A. Alorsx € AUB
(puisque A C AU B) donc z € B d’aprés ’hypothése (a savoir AUB = B). On
a donc l'inclusion A C B.

Finalement :

[AcB < AuB=B|

2. On raisonne par double implication.

* Supposons que A = B. Alors :

ANB=ANA=A et AUB=AUA=A

donc ANB=AUB.

* Supposons que AN B = AU B. Montrons que A = B en raisonnant par double
inclusion.

— Montrons que A C B. Soit € A. Alors x € AU B (puisque A C AU B)
donc x € AN B (puisque AU B = AN B par hypothése) donc « € B. Ainsi,
ACB.

— Les ensembles A et B jouant des roles symétriques, on a aussi B C A.

Finalement :

[A=B < AnB=AUB]|

3. On raisonne par double implication.
* Supposons que AU B = ANC. Montrons que BC A C C.

— Soit € B. Alors x € AU B (puisque B C AU B). Comme AUB = ANC,
onazxz € ANC donc x € A. Ainsi, B C A.

MPSI
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— Soit x € A. Alors x € AU B (puisque A C AU B) donc z € AN C donc
z € C. Ainsi, A C C.

On a donc bien BC AcCC.

* Supposons maintenant que B C A C C. Montrons que AUB = ANC en
raisonnant par double implication.

— Ona ANC C Aet A C AU B donc, par transitivité de la relation C, on a
ANnC C AuB.

— Montrons que AUB C ANC. Soit z € AU B.
e Sixz e A, alors z € C (puisque A C C) doncz € ANC.

e Siz € B, alors x € A et donc z € C (puisque B C A C () donc
reANC.

On a donc l'inclusion AUB C ANC.
Par double inclusion, on a bien I’égalité AUB = ANC.

Finalement :

AUB=ANC < BCAcCC

4. On raisonne par double implication.
* Supposons que B = C. Alors il est clair que AUB=AUC et ANB=ANC.

* Supposons que AUB=AUC et ANB = ANC. Montrons alors que B =C
en raisonnant par double inclusion.

— Montrons que B C C. Soit x € B. On distingue deux cas.

xeA
Alors x € ANB donc z € ANC (puisque ANB = ANC) donc z € C.

e Premier cas :

e Deuxiéme cas : z ¢ A

Alors x € AUB donc ¢ € AUC (puisque AUB=AUC) i.e.z € A
ouz € C. Comme z ¢ A, on a nécessairement = € C.

On a donc l'inclusion B C C.
— Les ensembles B et C' jouant des roles symétriques, on a aussi C' C B.
Ainsi, par double inclusion on a bien I'égalité B = C.

Finalement :

AuB=AuC
ANB=ANnC

Exercice 35 (différence symétrique) En utilisant les lois de De Morgan puis la
distributivité de 'intersection par rapport a la réunion, on a :

(AUB)\ (ANB)=(AUB)NANB
=(AUB)N(AUB)
=(ANA)U(ANB)
:(A%EMMBQZ)
=(A\B)U(B\4)

U(BNA)U(BNB)

et donc, par définition de la différence symétrique,

|AAB = (AUB)\ (AN B)]

Exercice 36

1. On raisonne par double implication.
* Supposons que B = C. 1l est alors clair que AAB = AAC.

* Supposons que AAB = AAC et montrons que B = C' en raisonnant par double
inclusion.

— Montrons que B C C. Soit x € B. On distingue deux cas.

e Premier cas:z ¢ A
Onax € B\Adoncz € AAB (puisque B\A C AAB).Doncz € AAC,
cest-a-dire x € A\Coux € C\ A Comme z ¢ A,onaz e C\Aet
donc z € C.

reA

Onax € AN B donc x ¢ AAB (par définition de la différence symé-
trique) donc z ¢ AAC. Comme x € A, on a nécessairement x € C' (en
effet, si ¢ ¢ C, alors x € A\ C et alors x € AAC, ce qui est absurde).

e Deuxiéme cas :

Finalement, on a 'inclusion B C C.
— Comme B et C' jouent des roles symétriques, on a C C B.
Ainsi, on a (par double inclusion) 'égalité B = C.

Finalement :

[ AAB = AAC — B=C|

2. On raisonne par double implication.
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* Supposons que A\ B = A. Alors :
B\ (A\B)=B\4

et on sait que (c¢f. rappel au début de l'exercice 7) :

B\ (A\B)=BNA\B=BNANB

= BN (AUB) (lois de De Morgan)
=BN(AUB)

=(BNA)U(BNB)

=(BNnA)UB

=B

car BN A C B. On a donc (en reprenant (*)) :
B =B\ A,

ce qu’il fallait démontrer.
* On établit Pimplication réciproque avec le méme raisonnement (en échangeant
les roles de A et B).
3. On suppose que AAB = AN B. Montrons que A = &. Raisonnons par I’absurde en
supposant que A # & et considérons un élément a de A. On distingue deux cas.
* Premier cas : x € B
On a alors x € AN B et comme ANB=AAB, on a :

x € AAB i.e. x € (A\B)U(B\ A)

Autrement dit, x € A\ B ou x € B\ A. En particulier, z ¢ B ou z ¢ A, ce qui
est absurde.

* Deuxiéme cas : x ¢ B

On aicixz € A\ B et comme AAB = (A\ B)U(B\ A), on a x € AAB. Mais
AAB = AN B par hypothése donc z € AN B. En particulier, x € B, ce qui est
exclus.

On en déduit que A = @. Comme A et B jouent des roles symétriques, on a aussi
B = . Finalement :

[AAB=ANB = A=B=9

Exercice 37 (produit cartésien)
inclusion.

On démontre ’égalité en raisonnant par double

* Montrons que (E x G) U (F x G) C (EUF) x G. Soit (z,y) € (E x G) U (F x G).
On distingue deux cas.

— Premier cas : (z,y) € E x G.
Alorsz € Edoncxz € EUF et (z,y) € (EUF) x G.
— Deuxiéme cas : (z,y) € F X G.
Alors x € F donc x € EUF et (z,y) € (EUF) x G.
Ceci montre l'inclusion annoncée.

* Montrons que (EUF) x G C (Ex G)U(F x G). Soit (z,y) € (EUF) x G. Alors
x € EUF ety € G donc (on raisonne a nouveau par disjonction de cas) :

— siz € E, alors (x,y) € E X G et donc (z,y) € (Ex G)U(F x G);
— six € F, alors (z,y) € F x G et donc (z,y) € (E x G)U(F x G).
On a donc l'inclusion réciproque.

Par double inclusion, on a bien démontré 1’égalité :

(ExXGU(FxG)=(FUF)xG

Exercice 38 (simplifications ensemblistes)

1. Par distributivité de la réunion par rapport a l'intersection, on a :
W=(AUA)N(AUB)=EN(AUB)=AUB
2. Par distributivité de I'intersection par rapport & la réunion, on a :
X=(ANA)UANB)=gU(ANB)=ANB
3. On a (méme propriété) :
(ANBNCYU(ANBNC)=(AnB)N(CuC)=(ANB)NE=ANB
donc :
Y=(ANBUANB) =ANn(BUB)=ANE=A
4. D’aprés les lois de De Morgan, on a :
7= (Zm?nﬁ) N(ANB)=ANBNCNANB

par associativité de 'intersection. En utilisant enfin la commutativité de cette opé-
ration, on obtient :

(ANA)NBNCNB=2

——
=

Z
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Exercice 39

1. Posons :
A=(XUZ)n(YuZ) e B=(XNZ2)u(Yn2z)
Par distributivité de I'intersection par rapport a la réunion, on a :

A=(XNY)U(XNZ)U(ZNY)U(ZNZ)
=(XNY)UXN2Z)u(Yn2z) i

=B

Pour montrer que A = B, il suffit donc de montrer que :
XNYCB

Soit x € X N'Y. On raisonne par disjonction de cas.

*x Premier cas : x € Z.
Alorsz€Yetrx € ZdonczxeYNZetdonczr e (XNZ)U(YNZ)=B.

* Deuxiéme cas : z ¢ Z.
Alorsz € X etz € Zdoncx € X NZ. Ainsi, z € (XNZ)U(YNZ)=B.

On a donc bien montré 'inclusion X NY C B. On conclut donc que :
A=B

2. Par distributivité de la réunion (respectivement de 'intersection) par rapport a 'in-
tersection (respectivement de la réunion), on a :

(XUY)Nn(Yuz)n(Xuz)=[(XUuY)n(ZUY)|N(XUZ)
(XNZ)uY|Nn(XuUZz)
(XNZ)N(XUu2Z)ulyn(Xuz)
XNZ)u(ynx)u(ynz)

=
=
=
= (

car XNZ C XUZ. Ainsi :

[(XUY)n(Yuz)n(XUu2z)=(XnY)u(Yn2)u(Xn2Z)|

Exercice 40 (fonctions indicatrices)

1. Soit z € E. Une fonction indicatrice ne prend que les valeurs 0 ou 1 donc :

min(14(z),15(z)) =0 <= 1a(x) =0o0ulp(x)=0
<~ z¢Aoux ¢ B
< z€AUB
< z€ANB (loi de De Morgan)
< 1an5(x)=0

et, comme la fonction ¢ — min(14(¢), 15(¢)) ne prend que les valeurs 0 ou 1, on a
aussi :

min(la(z),1p(x)) =1 <= 2 € ANB < 1unp(z)=1

On en conclut que :

[min(14,15) = 1an|

. En procédant de maniére analogue, on trouve que :

|max(1A,lB) = 1AUB|

. Soitz € E.On a:

1a(z)lp(z) =1 < 1u(x)=1p(z) =1
< xcAetzrxeB
<— rx€ANB
<~ 1Am3(x):1

Comme la fonction 14 X 15 ne prend que les valeurs 0 ou 1, on a aussi :
14(zx)1p(z) =0 <= ¢ ANB < 1lanp(z)=0

On conclut donc que :

[14 x 15 =14n5]

. Soit x € E.

* Six € A, alors :
(1=14)@) = 1= La(e) = 1 = 1= 0 = 15(a)
x Sinon, # ¢ A (i.e. z € A), et

(1—1,4)(1‘):1—1,4(1‘):1—0:1: Z(Jﬁ)

On conclut donc que :

MPSI 14
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5. En utilisant la question 4., on a :
1—1auB = 1455
Or, d’aprés la formule de De Morgan et en utilisant la question 3., on a :
aos=lans=1ax 15

=(1-14)(1-1p)
=1-14—-1p+14 x1p

(question 4.)

Finalement :
[1aup =14+ 15 — 14 x 1]

6. Montrons que (14 — 15)? = 1aap. On sait que AAB = (AU B) \ (AN B). Soit

x € E. On distingue trois cas.
*x Siz € AN B, alors 14(z) = 1g(x) = 1 donc (14(z) — 15(x))? = 0. Comme

x€ANB,onax¢ AAB donc 1aap(z) = 0.
*x Sixz e AAB, alors :
(reAetz ¢ B) ou (r¢ Aetz € B)

Ainsi, 14(2) — 1g(x) = £1, i.e. (1a(z) —1p(x))2 =1et Laap(x) = 1.

* Siz ¢ AUB, alors 14(z) = 1p(x) = 14ap(x) = 0 donc on a encore 'égalité :

(1a(z) = 15(2))* = Laap(z)

Finalement :

(14 —15)%> =1aag

Exercice 41 (un entier est soit pair, soit impair)

supposant que & N .# # @. 1l existe alors « € Z tel que z € & et x € #. Donc il existe

k,l € 7Z tel que x =2k et x = 2¢ + 1. Ainsi :
R 1
2k =20+1 ce qui implique que k—1{= 5

On obtient une absurdité puisque k — ¢ est un entier alors que 3 n’en est pas un. Ainsi :

Raisonnons par ’absurde en

Exercice 42 (équations ensemblistes)
1. Remarquons que, si X est une solution, alors A C AU X = B. Ainsi :

|si A n’est pas un sous-ensemble de B, alors ’équation n’a pas de solution

On se place maintenant dans le cas ot A C B. On raisonne par analyse-synthése.
* Analyse : supposons qu'il existe X € Z(F) tel que AUX = B. On a :
(AUX)NA=BnA (ANA)U(XNA) =BnA

i.e.
par distributivité de la réunion par rapport a U'intersection. Or AN A = @ donc

la derniére égalité se réécrit :
XNA=BnNA

On peut en déduire X :
X=XNAUA) =(XNAUXNA) =(XNA)U(BNA

On en déduit que :
Xe{YuBnA)|Y e 24}

x Synthése : soit Y € Z(A) et posons X = Y U(BNA). Alors (par associativité

de la réunion) :

AUX =(AUY)U(BNA)=AU(BNA)

—
—A
=(BNA)U(BNA) (car A C B)
=BN(AUA)
=BnNEFE
=B

donc X est solution de I’équation.

Finalement :

Pensemble des solutions est {Y U (BNA)|Y € 2(A)}

2. On peut utiliser la question précédente. Soit X € Z(FE). On a :
ANX =B +— ANX=B < AUX=B
< AUY =8B

en posant Y = Y;D’aprés la question 1., cette équation admet des solutions si et
seulement si A C B, i.e. si et seulement si B C A. Ainsi :

si B n’est pas un sous-ensemble de A, alors ’équation n’admet pas de solution
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Fiche de TD #2

On suppose maintenant que B C A. D’aprés la question précédente :
(Y e 2(E)|AuY =B} = {20([Bn4)| 2 c 2(A))
On en déduit que I’ensemble des solutions est :
ZUTAA |7 7))

Or, pour tout Z € Z(A), on a d’aprés les lois de De Morgan :

ZU(BNA)=2Zn (EmA) =ZN(BUA)

De plus :
(7|2 € 2(A)} = 2(A)

donc :

Pensemble des solutions est {Y N (BUA)|Y € 2(A)}
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