Fiche de TD #2

LOGIQUE ET RAISONNEMENT

Exercice 1 Vrai ou faux ? Justifier.

1.VTeR, 2>2 = x> 3;
1 1
2. Ve,y e R", e <y = — > —;
r oy
3. dz e Ry, x <
z+1 ' +1
—17éx’—1’

4. Ve, o' e R\ {1}, z #2' =

5. YN €N, 3neN*, Y k> N;
k=1
6. V2 €R, 224+2>0 = z>0.

Exercice 2 Soit f: R — R une fonction. Ecrire avec des quantificateurs les proposi-

tions suivantes :
1. f est périodique;
f est majorée;
f est constante;
f est croissante ;
f posséde un minimum ;

f prend des valeurs aussi grandes que 1’on veut ;

A T

f s’annule au plus une fois.

Exercice 3 Soient I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction. Exprimer

les négation des assertions suivantes :

1. Ve el, f(x)#0;

2. VyeR, dzel, f(x)=vy;

3. IMeR, Ve el, |f(z)| < M;
4. Ve,yel, x <y= f(z) < fly);
5. Ve,yel, f(z)=fly) =z =y;
6. Ve el, f(z) >0= 2 <0.

Exercice 4 (raisonnement direct) Démontrer que :
a? 4y
9 )

1. Vz,y e R, 2y <

2. Vze0,1], VneN, 0 <
3.VneN* Vn+1-yn<

2f

n*$n+1<1;

<vn—+vn-1;

4. Va,be Ry, Va+b<a+Vb;

5. Va,b € R%, (a+b) <i+2) > 4.

Disjonction de cas

Exercice 5 Montrer que, pour tout entier relatif n, le nombre n* — n 4+ 2022 est un

entier pair.

Exercice 6 Montrer que :

Vo € R,

Exercice 7 Montrer que :

Vr,y € R,

m2—x+12

max(z, ) =

|z —1]

T+y+|z—yl

2

Raisonnement par ’absurde ou par contraposition

Exercice 8

(Ve >0, [z| <

2. Montrer que :
Vz,y € R,
3. Montrer que :

Vn € N,

1. Soit z € R. Démontrer que :

(r#lety#1) =

g)=x=0

(zy —z—y#1)

(n? est un multiple de 6) <= (n est un multiple de 6)
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Fiche de TD #2

Exercice 9 On admet que v/2 ¢ Q. Montrer que :

VeeQ, z+V2¢Q

Exercice 10 Montrer qu’il n’existe pas de polynéme P & coefficients réels tel que :

Vo € R, e? = P(x)

Récurrences

. 1
Exercice 11 1. Soit z € R* tel que x + — € Z. Montrer que :

T

o1

Vn € N, "+ — €
l.n
2. Déterminer un nombre réel x non entier vérifiant la propriété : x + — € Z.
x

Exercice 12 Pour tout entier naturel n, comparer les quantités (n + 1)! et 2".

Exercice 13 Pour tout n € N, considérons la propriété &, : « entier 8" + 1 est

divisible par 7 ».
1. Soit n € N. Montrer que &, = Pp41.

2. Que peut-on en déduire ?

Exercice 14 On considére la suite (uy,)nen définie par récurrence comme suit :

Uug = 0
Uy = 1
Vn € N, Up4+2 = Un4+1 + 3ug,

1. Déterminer les racines v et 1) du polynome X2 — X — 3.
2. Démontrer que :
v — ()"

Vn € N, Up = —
Y=

Exercice 15 (inégalité de Bernoulli) Démontrer que :

Ve e Ry, Vn €N, 14+2)">1+nz

Exercice 16 A I’aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que :

N " 1 _n
vn € N k;k(kﬂ)’nH’

n
ol E ay, correspond a la somme a; + as + -+ + a,.
k=1

Exercice 17 Soit (uy),>1 la suite définie par u; = 1 et :
Un
1+ u,

Exprimer, pour tout n € N*| le terme général u,, en fonction de n.

Vn € N*, Upt1 =

Exercice 18 Montrer que :
VneN,  Jan,b, €N, (1+vV2)" =a, +b,V2
Exercice 19 Soit (a,),en la suite définie par ag = a; = 1 et par :

anp

Vn €N, Ap+2 = Gpy1 + m

Montrer que :
Vn € N¥, 1<a, <n?

Exercice 20 A ’aide d’une récurrence forte, montrer que :

Vn € N¥, Ip,ge N, n=2P(2¢g+1)

Analyse-synthése
Exercice 21 Déterminer les nombres réels z tels que v/2 — z = z.
Exercice 22 Déterminer les fonctions impaires f : R — R telles que f — 1 soit paire.

Exercice 23 Déterminer les solutions f : R — R de I’équation fonctionnelle suivante :

Ve,y e R,  f(z)+ fly) =2f(r —y)+1

Exercice 24 On note & 'ensemble des fonctions affines et % I’ensemble des fonctions
f + R — R dérivables sur R telles que f(0) = f’(0) = 0. Montrer que toute fonction
dérivable de R dans R est la somme, d’une et une seule maniére, d’une fonction de <7 et
d’une fonction de A.
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