Fiche de TD #14

LIMITES ET

Limites

Exercice 1 Calculer les limites suivantes :
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Exercice 2 Montrer que les fonctions suivantes n’admettent pas de limite au point
indiqué :
1. 2 — sin(cos(z)) en +00;
1
2. m»—>sin(m+) en 0;
x

T

3.1”—>Wen+00;

1
4. x —> cos (ex2> en 0.

Exercice 3 Soit f : R — R une fonction périodique et admettant une limite en +oo.
Montrer que f est une fonction constante.

Exercice 4 Soit f : R — R une fonction telle que :

flz+y)=fl@)+ fly) et flzy) = f(x)f(y)

1. Déterminer les valeurs possibles de f(1). Conclure dans le cas ou f(1) = 0.

Vz,y € R,

2. On suppose maintenant que f(1) # 0.

CONTINUITE

(a) Montrer que f|g = Idg.
(b) Montrer que f est positive sur Ry puis que f est croissante sur R.
(¢) En déduire que f = Idg.

Exercice 5 Soit f : R% — R une fonction croissante, non identiquement nulle, et
telle que :

Vo,y e RY,  f(zy) = f(2) + f(y)

1. Montrer que lim f(z) = +00. Que vaut lim f(z)?
Tr—>+00 r—0t

2. Résoudre I'équation f(x) = 0 d’inconnue = € R¥, puis en déduire que f est stricte-
ment croissante sur RY .

Continuité, prolongement par continuité

Exercice 6 Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer le domaine de définition,
le domaine de continuité, ainsi que les éventuels prolongements par continuité.

1.xHe79712 2~$'—>L$J+($_M)2

1

. 23 4+3x+2
3. r+—— xsin | — 4. x —y ———————

2 2 -1

Exercice 7 Soit f,g € €(R,R) telles que f|g = g|g. Montrer que f = g.

Exercice 8 Soient k € R} et f : R — R une fonction k-lipschitzienne, c’est-a-dire
telle que :

Ve,y €R,  [f(z) = f(y)l < klz -yl

Montrer que f est continue sur R.

Théorémes autour de la continuité

Exercice 9 Soit f € ¥(R,R)
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1. On suppose que :
Vr € R, fx)?=1
Déterminer f.
2. (a) Montrer que si la fonction |f| est constante, alors f l’est également.

(b) Qu’en est-il si f est a valeurs dans C?

Exercice 10 Montrer que tout polynéme de degré impair a coeflicients réels posséde
au moins une racine réelle.

Exercice 11 Soit f € €(R,R). On dit que 7y € R est un point fixe de f si f(xg) = xo.
Les deux questions sont indépendantes.

1. On suppose que f o f posséde un point fixe. Montrer que f en posséde un aussi.

2. On suppose que f est décroissante. Montrer que f posséde un et un seul point fixe.

Exercice 12 Soit f € ¢(R,R). On suppose que f admet une limite finie en —co et en
+00. Montrer que f est bornée sur R.

Exercice 13 Soit f € ¥(R,R) et g : R — R une fonction bornée. Montrer que les
fonctions f o g et g o f sont bornées sur R.

Exercice 14 Soient a,b € R tel que a < b et f,g € €([a,b],R). On suppose que :

Yz € [a, ], f(z) < g(z)

Montrer que :

INERY, Vr€[a,b],  flx)+A<g(x)

Exercice 15 Soit f € €(R,R). On suppose que f admet pour limite +00 en -oco et en
+00. Montrer que f posséde un minimum sur R.

Exercice 16 Soit a,b € R tel que a < b et f € €(Ja,b[,R) une fonction telle que
lim f(x) et lin}) f(x) existent dans R et sont égales. Montrer que f n’est pas injective.
T—ra xT—r

Exercice 17 (suite implicite) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3. On
considére I’équation :
2" —xz—1=0 (E)
1
1. Montrer que I’équation (E) admet une unique solution dans Uintervalle ] 1,1+ — {
n

(que l'on note x,).

2. Montrer que la suite (z,,)n>3 converge vers 1.
3. Montrer que pour tout n > 3, on a nln(z,) = In(1 + x,).
In(t

4. En admettant que lim ——= = 1, montrer que lim
t>1t—1 n=+o0 In(2)

(zp,—1)=1.

Equations fonctionnelles
Exercice 18 Déterminer les fonctions f : R — R continues en 0 telles que :

Vz € R, f(2z) = f(x)

Exercice 19 Déterminer les fonctions f € (R, R) telles que :

x+y> _ @)+ )
3 2

Vz,y € R, f(

Exercice 20 Soit z € R\ 27Z. Pour tout n € N*, on pose P, (z) = H cos (2%)
k=1

1. Montrer que :

VneN*,  Py(z)= sin(z)
2™ sin (2%)
2. En déduire que :
lim P,(x)= sin(z)
n—+oo T

Exercice 21 Soit f € ¢(R,R) telle que :

Ve,yeR,  flz+y) = f(z)+ f(y)

1. Soit z € R.

a) Montrer que :
(a) q

Vn € N, f(nz) =nf(x)

(b) En déduire que :

Vn € Z, f(nz) =nf(x)

2. En déduire que :
vreQ,  f(r)=rf(1)

3. Conclure que :

JaeR, Vz eR, f(z)=ax (i.e. que f = aldg)
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