Fiche de TD #23

INTEGRATION SUR UN SEGMENT

Exercice 1 (égalité de la moyenne) Soit f € €([a,b],R) ott a < b.
b
1. Montrer que, si f ne s’annule pas sur [a, b, alors / f(t)de #0.

2. En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que :

b
:bia/ F(t) dt

Exercice 2 Soit f € ¢([a,b],R) ot a < b. Montrer que

/abf(t) at :/ab|f(t)|dt i et

1. Justifier que la fonction sin est lipschitzienne sur R.

seulement si f est de signe constant sur [a, b].

Exercice 3
2. Soient a,b 6 R tels que a < b et f € €([a,b],R). Montrer que la fonction

F:zr— / f(t)sin(xt) dt est lipschitzienne sur R.

Calculs

Exercice 4 Soient n € N* et f:t € [0,1] — |nt]. Montrer que f est une fonction en

escalier sur [0, 1] et calculer f.
[0.1]

Exercice 5 Calculer les intégrales suivantes :

1
1. A:/ min(t, 1 —¢t) d¢
0

1
3.C= / x|z| dz
5. E:/ arctan(x) dzx
7.G= / cos(z

1
2.3:/ 3t — 1] dt
0

1o [ (47) 0

6. F = /a:arctan( )2 da

8. H= / (x — |z])

w\:\

2 sin(3z) dx

Exercice 6 Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1 ch(z)

1. frxr— 2.9:x—

fia z2+5 gt sh(zx)®
3.h:xr—># 4.i:mr—>M

tan(z)? x
5. x> ! 6. k:x—> ! R*
Ljrx —_— ki ——— sur
J (14 22)3 xva +1 +

Pour la fonction j (respectivement k), on utilisera le changement de variable x = tan(¢)
(respectivement ¢ = v/x + 1).

Exercice 7 On pose :

5 2 T o 2
I / cos(t) gt ot J_ / sin(t) gt
o cos(2t) 0

1. Calculer I + J en posant x = tan(t).
2. En déduire les valeurs de I et J.

Exercice 8 Pour tous p,q € N, on pose :

I(p,q) :/0 2P (1 —2)?dx

1. Pour tout ¢ € N, calculer (0, q).
2. Soit (p,q) € N* x N. Trouver une relation entre I(p,q) et I(p —1,q+1).
3. En déduire la valeur de I(p,q) dans le cas général.

Exercice 9 En utilisant le changement de variable = = cos(t), calculer I'intégrale :
1
1=
I= / Vo da
o V1+4+=z

Fonctions définies par une intégrale

Exercice 10 On pose :

4 t 4 1
I=] — " _at et J=[ —_dt
/0 2 + sin(t) ¢ /o 2 + sin(t)
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1. Trouver une relation simple entre I et J en effectuant le changement de variable
t=m—u.

2. Pour tout = € R, on pose :

v 1
Flz)= | ————dt
(z) /0 2 + sin(t)
(a) Montrer que F' est continue sur R.
(b) Pour tout = €] — m, x|, calculer F'(z) en utilisant le changement de variable
t
=t = .
u = tan ( 2)

(¢) En déduire les valeurs de J et I.

IE2
. dt
Exercice 11 On considére la fonction f : x »—>/ (D)’
n

x
1. Déterminer le domaine de définition de f.
2. Quel est le signe de f?
3. Prolonger f par continuité ou cela est possible.

4. Montrer que f est dérivable et étudier les variations de f. Préciser également la
limite de f en +oo.

5. Etudier la convexité de f et représenter graphiquement f.

2x  —¢t
. e
Exercice 12 On considére la fonction f:z +— / - dt.
xT

1. Justifier que la fonction f est bien définie sur R7 .
2. Etudier les variations de la fonction f sur Ry
3. Montrer que :
Vz e RY,
En déduire la limite de f en 0.

4. Déterminer la limite de f en +oo.

e 2" In(2) < f(z) <e " In(2)

Exercice 13 Soit g € ¢(R,R). Pour tout = € R, on pose :

flz) = / sin(z — t)g(t) dt
0
1. Montrer que f est de classe €' sur R et que :

Vz € R, f(z) = /01‘ cos(t — x)g(t) dt

2. Montrer que f est de classe €2 sur R et que :
f"+f=g
3. En déduire 'ensemble des solutions sur R de I’équation différentielle y” + y = g.

Exercice 14 On considére la fonction f d’expression :

f . /21 dt

T —_—
e V1I+t24t4

1. Justifier que f est définie et dérivable sur R.

2. Etudier la parité de la fonction f sur R.

3. Etudier les variations de f sur R.

4. Déterminer les limites de f en 0 et en ——00 et en +oc.

Exercice 15 1. Montrer que :

t2

vVt € R, |cos(t) — 1] < )

¥ cos(t)
t

2
2. En déduire lim / dt.
x—0 =

Exercice 16 Déterminer les fonctions f € € (R, R) telles que :

VreR,  f(z)=2f(1)— 3/Ozf(t) dt

Suites d’intégrales

Exercice 17 (lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f € ¢ ([a,b],R), ot a < b.

1. En utilisant une intégration par parties, montrer que :

n—+oo

b
/ f(x)e™ dz ——— 0

2. En déduire que

n—+oo n—+oo

b b
/ f(z) cos(nx) de —— 0 et / f(z)sin(ne) de —— 0
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Exercice 18 Soit f € ¢1([0,1],R). Montrer que :

/Ult”f(t) = % +o0 (i)

Exercice 19 Pour tout entier naturel n, on pose :

I " (—1)k
Up = / tan(t)*" 2 dt et S, = (=1)
0

1. Etudier la monotonie de (uy, )nen-
2. Pour tout n € N, calculer u,, + uy41.
3. Montrer que :
Vn € N, Sn = %—i—(—l)"un

1
4. Montrer que u,, ~ — et déterminer lim S,.
n—+oco 4n n—-+oo

1
. 1
Exercice 20 Pour tout entier naturel n, on pose u,, = / T dz.
0 x
1. (a) Etudier le sens de variation de (uy)nen-
(b) Justifier que la suite (u,)nen est convergente.
2. Montrer que :
1
Vn €N, 0<1l—up < ——
n+1
En déduire la limite de la suite.
3. (a) Montrer que :
In(2) 1 [!
Vn € N¥, 1—un:n()—f/ In(1+2z")dz
n nJo
(b) Montrer que :
! 1
Vn € N*, 0</ In(1+2™)da <
0 n+1

(¢) En déduire que :

o1 o (1)

Formules de Taylor

Exercice 21 Montrer que :
3 3 5
T . T T
YV € [0, 7], :L‘*f6 gsm(x)gg:fEer

Exercice 22 Montrer que, pour tout z € R, on a :

sin(z) = lim zn:((_l)kxzk"'l et cos(z) = lim i(_l),’éx%

n—+oo o 2k —+ 1) ! n—+oo o

Exercice 23 1. Déterminer (en justifiant leur existence) les dérivées successives de
la fonction x — In(1 + x).

2. En déduire que :

g
Yz € [0,1], P A—— In(1+ x)
k=1
Sommes de Riemann
Exercice 24 1. Déterminer la limite des suites de termes généraux suivants :
n n 2n 1
(a)un:Zk2+n2 (C)’(Un: Z T
k=1 k=n+1

2. Déterminer un équivalent simple, quand n tend vers +o0o, des expressions suivantes :

(b) yn = 2": cos (IZT)Q

k=1

(a) x, = Zk"‘ (a>0)
k=1

Exercice 25 Soit f € €([0,1],R). Pour tout n € N*, on pose :
. 1, (k
= 1 — —
w1 ()

Montrer que la suite (uy),>1 est convergente de limite exp ( / f)
[0,1]
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