Fiche de TD #10

(GROUPES, ANNEAUX, CORPS

(corrigés)

Exercice 5 Montrons que H est un sous-groupe de (R, x).
x OnaleHcar1=1+0x+3et (1,0) e NxZet 123 x 02 =1. Ainsi, H # @.
x Justifions que H C R*. Soit h € H. Il existe (z,y) € N x Z tel que h =z + yv/3 et

2?2 —3y?> =1. Comme x > 0, on a :
x=lz|=Vr2=\/3y2+1>3y2 = |y|V3
De plus, |y| > y donc |y|v/3 = yv/3 (car v/3 > 0). Ainsi :
x> yV3 1.€. h:x—y\/§>0
Ainsi, h € RY}. Finalement, H C RY.

* Soient h,k € R% . Il existe (x,y), (a,b) € N x Z tels que h = z4+yV3, k=a+b/3
et 22 —3y2=1,a> - 3b?> = 1.
— Onaaxz?—-3y®>=1i.e. (x— \/gy) (:E+ \/gy) =1. Ainsi :

1 1
hl=2= =z -3y

h oz +3y
etz —V3ycHcarz €N, —ycZ (cary€Z) et :
2?2 =3(—y)? =22 -3y =1
carx+y\/§€H. Ainsi, h’lzxfy\/geH.
— De plus :
hx k= (z+yV3)(a+bV3) =za+3yb+ (xb+ya)V3

Comme z,y,a,b € Z, on a xb + ya € Z. De plus, on sait que = > |y|v/3 et
a > |b|v/3 donc (comme les nombres mis en jeu sont positifs) za > 3|yb|. Or
lyb] = —yb donc xza > —3ybdb. Ainsi, entier xa + 3yb est positif. Autrement dit,
xa + 3yb € N. Enfin :
(za + 3yb)? — 3(xb + ya)? = x%a® + 6zyab + 9y*b* — 32°b* — 6xyab — 3y*a?
= 224 + 9y%b* — 32%b% — 3y%a?
= (22 = 3y?)(a® — 3b?)
=1x1 (car 4+ yv/3,a 4+ bV3 € H)
=1

Ainsi, h x k € H.

Finalement :

H est un sous-groupe de (R7, x)

Exercice 6 Par hypothése, ’ensemble A est non vide.

* Soient a,b € A. On a ¢(a),¢(b) € G donc ¢(a) * p(b) € G car x est une loi de
composition interne sur G (car (G, ) est un groupe). Comme ¢ € G4 est bijective,
0 1(p(a) x p(b)) est I'unique antécédent de ¢(a) * ¢(b) par application ¢ dans A.
Ainsi, aAb € A. On en déduit que A est une loi de composition interne sur A.

* Soient a,b,c € A. On a :

(alb)Ac = [p7 (p(a) * (b))] Ac

noté d

Or ¢ op~! =1Idg donc :

Ainsi :
(asb) e = o7 ((w(a) % () * (c)
Par un calcul analogue, on obtient :
al(bse) = 7 (o) * (p(8) % 0(0)))
Or la loi x est associative sur G (car (G, *) est un groupe) donc :

(p(a) * (b)) * ¢(c) = @(a) * (p(b) * ¢(c))

On en déduit que (aAb)Ac = aA(bAc). Ainsi, la loi A est associative sur A.
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x Notons e 'élément neutre du groupe (G,*) et posons € = p~1(e) € A. Pour tout
a € A, ona p(e) =edonc :

alse = ¢~ (p(a) x p(e)) = ¢ (p(a) x )
= o Hp(a)) (par définition de e)
=a (car o Lo =1da)

et, de la méme maniére, on a eAa = a. Ainsi, ¢ est élément neutre dans (4, A).
* Soit a € A. Alors p(a) € G est inversible d’inverse p(a) ™! € G (puisque (G, %) est un
groupe). Montrons que a est inversible (dans (A, A)) d’inverse ¢! (go(a)’l). Tout

d’abord, ¢! (go(a) ) € A et comme <p< 1( )) ¢(a)™, ona:
(#(0

aAsfl(@(a ) o pla )
o ' (e)
13

De la méme maniére, on a ¢! (go(a)’ Aa = ¢. Finalement, a est inversible dans

(A, A\) d’'inverse a=! = p~1 ((p(a)_l).

—
N—

Finalement :

(A, A) est un groupe d’élément neutre € = ! (e)

Exercice 7

1. (a) Soit g € G. Montrons que t, est bijective de G sur G. Soit y € G. Montrons
que y admet un unique antécédent par I'application ¢, dans G. Comme g est
inversible dans G (puisque G est un groupe), on a :

Vr € G, ty(x) =y <= grx=y
= g gx) =gy
= (g7 'g)r=g""y
= T = gfly

(associativité de la loi de G)

Donc y admet un unique antécédent par I’application t, dans G. On en déduit
donc que :

I’application 4 est bijective

(b) Posons P = H (gz). Comme G est un groupe commutatif, on a :

p= (1) (1) = (11+)

Par ailleurs, on sait que ¢, est une bijection de G sur G. On peut donc effectuer
le changement de variable y = t,(z) = gz dans le produit P de départ et on a :

P:Hy
yeG

On a donc 'égalité :

Or I’élément H x de G est inversible (tout élément d’un groupe étant inver-
zeG

-1

sible) donc, en multipliant par (H Jc) dans ’égalité précédente, on obtient
zeG

bien :

6 — ¢

2. On raisonne par analyse-synthése.

* Analyse : soit G un sous-groupe fini de C*. Notons n € N* le nombre d’élé-
ments de G. Comme (C*, X) est un groupe commutatif, le sous-groupe G est
également commutatif. La question 1. s’applique donc et on a :

Vg € G, gt=1

Autrement dit :

Vg € G,

soit encore G C U,,. Or on sait que U,, posséde n éléments. Comme G a aussi
n éléments, l'inclusion précédente entraine I'égalité G = U,,.

ge[Un;

* Synthése : pour tout n € N*, le sous-groupe U,, de C* est fini (il posséde n
éléments).

On peut donc conclure que :

I’ensemble des sous-groupes finis de C* est {Un ‘ n e N*}

Exercice 10 On note e I’élément neutre du groupe (G, *).
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1. Soit = € G. Par définition, on a :
Cg(x):{y€G|x*y:y*x}

Montrons que Cg(x) est un sous-groupe de G.
* Il est clair que Cg(z) C G.

* Onae € Cg(x) car exax = xxe = z (par définition de I’élément neutre). Ainsi,
Calw) # .

* Soient y, z € Cg(x). Montrons que y * z € Cg(z). On a :

x(y*z) = (z*xy)* (car laloi  est associative)
—(ra)sz  (cary e Colx))
=yx* (zx* z) (par associativité de *)
=yx*(zx* x) (car z € Cg(x))
= (y*2z) % (par associativité de *)

Ainsi, y * z € C(x).
* Soit y € Cg(z). Montrons que y~! € Cg(x). Par définition de y, on a
xxy =y*x. On en déduit que :

y x(mxy) =y tx(yxa)

=@ 'xy) xx
= e*xT

-1

(associativité de la loi x)

=X

car e est ’élément neutre du groupe (G, x). On a donc 1'égalité :

y rx(zry) == i.e. (y

En composant ensuite par y~! a droite, on obtient y ! x x = x x y~'. Ainsi,

y~' € Ca(x).

Finalement :

| Ca(z) est un sous-groupe de G |

2. Par définition, le centre Z(G) de G est :
Z(G):{g€G|Vh€G, gxh="hxg}

Montrons que Z(G) est un sous-groupe de G.
* Tout d’abord, il est clair que Z(G) C G.

* Par définition de 1’élément neutre, on a :
Vh € G, exh=h=h=xe

donc e € Z(G). Ainsi, Z(G) # 2.
* Soit g,¢" € Z(G). Montrons que g * g’ € Z(G). Soit h € G. Alors :

(9%g")xh=gx(g *h) (associativité de *)
=gx*(hxg) (car ¢’ € Z(@))
=(g*xh)xg (associativité de x)
=(hxg)xg  (carge Z(G))
=h=*(gxg')

en utilisant encore 1’associativité de x. Ainsi, g x ¢’ € Z(G).
*x Soit g € Z(G). Montrons que g~ € Z(G). Soit h € H. On a g*h = h*g donc :

g x(gxh)xg =g x(hxg)xgt
En utilisant encore 1’associativité de * dans G et le fait que gxg~! = g 1 xg = e,
on obtient alors I'égalité g~! * h = h * g~1. On conclut donc que g~! € Z(G).

Finalement :

| Z(@) est un sous-groupe de G

Exercice 15
* On sait que application sh € RF est bijective de R sur R.

* On sait que :
Vo € R, sh(z)? + 1 = ch(z)?

En outre, on peut montrer (cf. fiche de TD#1) que :
Vr,y € R, sh(z + y) = sh(x) ch(y) + ch(z) sh(y)
Pour tous z,y € R, on a donc :
h(z)v/sh(y)? + 1 + sh(y)y/sh(z)? + 1
= sh(x) ch(y)? + sh(y)+/ch(x)?
= sh(z) ch(y) + sh(y)ch(z)

sh(z) % sh(y)

car la fonction ch est & valeurs positives et donc :
sh(z) x sh(y) = sh(x + y)

On en déduit que (sh(R),*) = (R, ) est un groupe.

MPSI

Année 2025-2026



Fiche de TD #10

* Pour tous x,y € R, on a :

yrr=yVa2 +1+av/2 +1=avy2 +1+yVa2 +1

par commutativité de ’addition dans R. La loi x est donc commutative.

Finalement :

| (R, %) est un groupe abélienl

Exercice 18

1. Soient x,y € A. On veut montrer que x X y =y X .
* Soit a € A. Comme A est un anneau de Boole, on a > = a et (—a)? = —a. Or
—a=(—1la)xa=ax(—1a) donc:
(—a)? = (—a) x (—a) =a x (=14) x (=1a) xa=ax (—14)* x a
On a (—14)%? =14 donc (—a)? = a? i.e. a = —a.

* On a (r +y)? =2 +y (car A est un anneau de Boole) i.e :
x2+xxy+yxx+y2:x+y

Orz? =zety?=ydoncx xy=—yxz=1yxz daprés le point précédent
(avec a = y X x).

2 2

2. On suppose que A est un anneau intégre. Soit t € A. Ona z° =x i.e. z° —x =04
soit encore x x (x — 14) = 04 par distributivité de x par rapport & +. Comme A
est intégre, on a x =04 ou x — 14 = 04. Autrement dit, x = 04 ou x = 1 4. Ainsi :

|si A est un anneau de Boole intégre, alors A = {04,14} |

Exercice 20 Soit f € B un morphisme d’anneaux tel que f # 0ga. Montrons
que f est injectif. Soit x € A\ {04}. Comme A est un corps, a est inversible. Notons
b=a"! € Asoninverse. On a a x b =1 donc f(a x b) = f(14). Or f est un morphisme
d’anneaux donc :

fAa)=1p  flaxb)= f(a)x f(b)

On a donc légalité f(a) x f(b) = 1. On en déduit que f(a) # 0p (car si f(a) = Op,
alors f(a) x f(b) = 0p, ce qui est absurde car 0 # 1p). Par contraposition, si f(a) = 0p,
alors a = 04. Ceci montre 'inclusion Ker(f) C {04}. Comme on sait que 04 € Ker(f), on
a aussi inclusion {04} C Ker(f). Par double inclusion, on a finalement Ker(f) = {04}.
Finalement :

f est injectif

Exercice 21 Par hypothése sur f, on a :

wmner,  {TOEOZIM 0w -
1. Soit € R. Montrons d’abord par récurrence que :
vneN,  f(nz)=nf(z)
* On a :
FO)=FO+0)= fO) +£(0)  done f(0) =0

Ainsi, f(0 x ) =0 x f(z). La propriété est donc vraie pour n = 0.

* Soit n € N. On suppose que f(nz) = nf(z). Montrons que f((n + 1)z) =
(n+1)f(x). On a:

f((n+1)z) = f(nz +x) = f(nx) + f(z) = nf(x) + f(z) = (n+1)f(z)

en utilisant ’hypothése de récurrence.

Par principe de récurrence simple, on a bien f(nz) = nf(x) pour tout n € N.
Soit maintenant n € Z\ N. On a :

0= f(0) = f(nz + (=nx)) = f(nx) + f(-nz)
Or —n € N donc f(—nz) = —nf(x). On déduit de 1’égalité ci-dessus que :
f(nz) = —(—nzx) = nx

Finalement :

vz € R, Vn € Z, f(nz) =nf(x)

2. Soit r € Q. 1l existe (p,q) € Z x N* tel que r = B. D’aprés la question précédente
q

(d’abord avec & = % puis avec x = 1), on a :
af(r)=af (z) =f (q x 2) =flp)=pf(1)=p

Ainsi, f(r) = P ;. Finalement :
q

|Vr€@, f(r):rl
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3.

. 2 .
Soit € Ry. Alors x = (\/E) et comme f est un morphisme d’anneaux, on a :

f@) =1 ((Va)*) = (Va)* =0

donc :

[vzeR,,  f(2)>0]

Soient z,y € R tels que x < y. Alors y — z € Ry et donc, d’aprés ce qui précéde,
f(y—2x) =2 0. Mais f est un morphisme d’anneaux donc :

fly)—fx) =20  de  f(z) < f(y)

Ainsi :

|1a fonction f est croissante sur Rl

. Soit x € R. Pour tout n € N, on pose :

2™ 2m 1

Montrons que u, —+> 2. Soit x € N. On a 2"z — 1 < |2"z| < 2"z et donc, en
—+0o0

n

divisant par 2" > 0 :

1
Vn € N, x—Z—ngungx
Le résultat est une conséquence du théoréme des gendarmes. De méme, v,, —— .

n—+oo

Soit n € N. On a |2"z| < 2"z < |2"z] + 1 donc, en divisant par 2" + 1, on a :

. — 2'a) _ o [2re) 1

on on Un

La fonction f est croissante sur R donc f(u,) < f(r) < f(vy). Or flop = Idg et
Up, Uy € Q donc f(uyn) = uy, et f(v,) = v,. Ainsi :

Vn € N, un < f(z) <o,

On sait que les suites (up)nen et (Un)nen sont convergentes de limite x donc, en
faisant tendre n vers +oo dans les inégalités précédentes, on a x < f(x) < z, i.e

f(x) = x. Finalement :
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