Fiche de TD #18

FRACTIONS RATIONNELLES

(corrigés)
Exercice 1 On raisonne par 'absurde. Supposons qu’il existe F' € C(X) tel que donc :
F? = X. Notons n € Z le degré de la fraction rationnelle F. Comme F? = X, on a I 1 +1n(3) — 21n(2)
deg(F?) = deg(X) = 1, i.e. (d’aprés les opérations sur le degré dans C(X)) : 2
2deg(F) =1 i.e. 2n=1 (¢c) On a:
Ceci est absurde car n est un entier. Ainsi : ! t 1 1
K= 5 + 573 — dt
il n’existe pas de fraction rationnelle F' € C(X) telle que F? = X o \2(2+1) 282 +1)  2(t+1)
_ [ln(t2 +1) n Arctan(t)  In(t + 1)} !
Exercice 2 4 2 2 0
1. On obtient : Ainsi :
1 In(2) = In(2) =7 In(2)
a F = - . = —_ = — —
() X+1 2X+41 K 4 i 8 2 8 4
12X +5
_ 2 _ _ :
(b) G=X*-2X 1+X2+2X+5 (d) On a:
2-X 1 2 2—t 1
(c) H= " (2=t 1
3214 Tex 12 L= o=y T2)
X 1 1 2 2
(d) I=- + + B 2—2t 1 1 1
X2+ 1) AX -1 HX11 =) Gy ) ¥ ) o
2. Les intégrandes sont des fonctions rationnelles. On décompose en éléments simples ! !
sur R les fractions rationnes correspondantes. notée L
(a) On a: _ _ln(t2 —2t+2) . In(t) ? . é
1 4 2 2
- L —[1 t+2) 1(t+3)}1 - '
=) 2 i) A [+ @ E3)) _ @) @) L
= 1n(3) — In(4) — (In(1) — In(2)) 42 2
In(2) L
donc : -y +'§
I =1n(3) —1n(2) -
Calculons maintenant L :
(b) Ona L /2 ! dt [At (t 1)2 T
= [ —————dt = |Arctan(t — =—
2/ 1 1 1 2 L =12 +1 1 4
1:/ —+-———- ) dt=|-=+In(t+1)—In(t)
1\t t+1 t 1 Finalement :
1 In(2) =
=5 +1In(3) —In(2) — (-1 + In(2)) L= + =
4 8
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Exercice 3 Soient m,n € N. D’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

m

Xm = ((X1)+1)m—2(’:)(x1)k

k=0

Par conséquent :

n:ki_o(:b)(x—l)k-" = Em: (Z)(xq%uf&

On a deg(G) < —1 et P € R[X] donc :

la partie entiére de F,,, ,, est E(F, ,) = P = Z (m) (X — 1)k

Exercice 4

1. Dans cette question, on demande de faire la démonstration du résultat sur la dérivée
logarithmique.

Par définition de P, on a P = Cp H(X

k=1
dominant de P. Le polynéme dérivée de P est :

n
:Cp E mk( —(lk mk 1H —a[
k=1

Z;ék

XCPH —ag me

ak)nlk’ en notant CP - C* le coefficient

P x
;X—ak

Comme P # Oc|x], on a bien :

2. Soit n € N'\ {0, 1}. Considérons le polynéme P =

xXn 1 n—1 i

~ 1 = ’;)X € C[X]. L’en-
semble des racines complexes de P est U, \{1} et les racines de P sont toutes simples.
D’aprés la question précédente, on a :

P 1 P'(1) 1
F= 2 x5 dome P(1) DD

welU, \{1} wel, \{1}
n—1
Or P(1) = l=net
k=0
n—1 n—1 n(n 1)
P =) kX1t 4 P1)=> k= —
kz_l onc (1) 2 5

Ainsi :

wel, \{1}

Exercice 5

1. Le polynome P est scindé sur R donc il existe n € N*, Cp € R*, des nombres réels
ai,...,a, deux a deux distincts et des entiers naturels non nuls my, ..., m, tels que :

P = CPH —ak

D’aprés le cours sur la dérivée logarithmique, la décomposition est éléments simples
/

P
sur R de B est :

2. On a (en dérivant la fraction rationnelle précédente) :

_ak

P//P (P/ i ' (P/) P//
= ( (X —ay)?

k:l
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Fiche de TD #18

Pour tout z € R\ {ay,...,a,}, on a donc :

P'(z)? — P"(2)P(x) = P(z)? Z M5 (I'inégalité est méme stricte)
= @)’
(%)
De plus, si z € {a1,...,an} (i.e. si z est une racine de P), alors P(z) = 0 et comme
P'(x)? > 0, I'inégalité reste vraie. Ainsi :

Vo € R, P'(x)* > P(x)P"(x)

On traite maintenant le cas d’égalité en raisonnant par double implication.

* Si z € R est une racine multiple de P (i.e. une racine au moins double), alors
P(z) = P'(x) =0. On a donc P'(z)? =0 = P(z)P"(z).

* Soit x € R. Si z n’est pas une racine de P, alors l'inégalité (x) est stricte.
On a donc P'(z)? # P (x)P(z). Par contraposition, si on a l'égalité P'(x)* =
P"(z)P(x), alors x est une racine de P. On a donc P(x) = 0 et 1’égalité pré-
cédente nous donne P’(x)? i.e. P'(x) = 0. Ainsi, z est une racine multiple de
P.

Finalement :

on a égalité si et seulement si x est une racine multiple de P |

Exercice 6 Soit n € N. La partie entiére de F,, est nulle car deg(F),) = —n—1 < 0.
D’aprés le théoréme sur la décomposition en éléments simples sur R, il existe Ag, ..., An, € R

tels que :
n

— )\k
F”_kZ:()X+k

Soit k € [0,n]. En multipliant par X + k dans 1’égalité précédente, on a :

1 QI
XX+ (X+k-1)(X+k+1)--- (X +n) :/\k+(X+k)z=;X+€
#k

S

En évaluant en —k, on obtient :

Ainsi :

Exercice 7 Soit n € N\ {0,1}. Les poles de F}, sont les racines n® de l'unité.
Tous les poles sont simples, sauf 1 qui est un pole double. De plus, E(F,) = Oc[x] car
deg(F,) = —n — 1 < 0. D’aprés le théoréme de décomposition en éléments simples sur C,
il existe Ao, g, A1,---, An—1 € C tels que :

Ao Ho
(X - 1) DN

2km
ol on a posé wp, =e"' n pour tout k € [1,n —1].

* Soit k € [1,n — 1]. Posons Q = (X — 1)(X™ — 1). On multiplie F,, par X — wy, :

X — WE X — WE /\0 Ho i )\g
= =X+ (X —-w + +
0 Q-Quy M Telxat ooy ;XW
I+£k
Or :
lim — ok = 1
eowe Q) — Qwr)  Q'(wr)
1

(WP 1)+ (w — Dnwp Tt
Cn(w, — 1)

x Pour déterminer g, on multiplie F, par (X — 1)? et on évalue en 1. On a :

1
- 1+ X +X24+...4 Xn—1

(X —1)%F,

1
donc py = —.
n
* Pour déterminer \g, on multiplie F}, encore par (X —1)? :

n—1

=XM(X = 1) +po+ (X —1)2)
k=1

1
Sl X4 Xl

X —1)%F,
( ) X —on
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On dérive et on obtient : Exercice 9
n— n—1
_1+2X+3X2+"'+(7Z__1 12)X g :>\0+2(X_1)Z Ak * Calcul de l’intégrale [
(I+X 4+ X =1 X —wy Le changement de variable proposé fournit :
n—1
Ak 1 1
— (X —1)? —= / 1 / 1 1 1 In(3)
= (X —wn) e aaTe ) T
En évalue ensuite en 1 :
o 14243+--+n-1  nn-1) 1-n * Calcul de l’intégrale J
0= n2 T T on2 T op Ona: , ,
4 sin(t) 4 sin(t)
. J = dt = ——dt
Exercice 8 /g sin(t)2 /g 1 — cos(t)2
1. (a) Ona:
1 1 1 Le changement de variable proposé fournit :
1w
4\4X+1 4X+5
- - J = ’ 1 d—ll 1—\/5 —11 1 V2
(b) La somme est télescopique : B _g TR 2 2 * 2
g _ 1 z": 1 1 1/1 1
== - - =z (Z_-__=_ ye 4s
n= £ k+1 4k+5 41\5 1n+5 * Calcul de l’intégrale K
- Ona:
Ainsi : s s
3 t 3 t
- — - - COS()4dt=/ CO,S()22dt
n=50 " m o cos(t) o (1 —sin(¢)?)
1 donc le changement de variable proposé fournit :
2. On décompose en éléments simples la fraction rationnelle . On
P P XX +1)(X +2) L 1 )
obtient : 2 2
K= ———du= ———du
1 IR U S /0 (1—u?)? /0 (1= w)?(l +u)?
X(X+1)(X+2) 2X X+1 2X+2) .
171 1 L 1 o 1 On décompose en éléments simples sur R la fraction rationnelle =X+ X2
S 2\X X +1 2\X+1 X+2 On obtient -
Par linéarité de la somm: : ) 1 - 1 N 1 B 1 . 1
T - 12 ot +}Z 11 1-X20+X)2 4X+1) 4X+1)?2 4X-1)  4xX-1)2
"2 ko k+1 2 \k+1 k+2
B On obtient finalement :
1 1 1/1 1
=-(1= + - = - 1 111(3)
2 n+1 2\2 n+2 K= 3 + 1
donc :
3 1 1
Tn = - - - .
4 2(n+1) 2(n+2) Exercice 10
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1.

. Soit n € N. La fonction F :

Soient n € N et € R. On utilise une intégration par parties. En posant :

1
U(t) = W = (t2 -+ 1)777'*1 ’U/(t) =1
2(n+ 1)t
on obtient :
I,(x) = # +1) de
%)= (t2 + 1)7’L+2 n 0 t2 + 1 n+2
T 1
= 1 - dt
@ U ( N 1>n+2>
T
- (x2 + 1)n+2 +2(n+ DI(z) = 2(n+ 1) Inia (2)
Ainsi : "
2(n+ Vg1 (z) = 2n+ DI, (z) + W
Finalement :

2n+1 x

(@) = 5oy @) + s T r e

R — R
T

——— dt
r +— /O (t2 T 1)n+1

est continue sur R donc, d’aprés le théoréme

est croissante sur R.

En effet, la fonction ¢t —

(t2 + 1)nt1
fondamental de I’Analyse, la fonction F' est dérivable sur R et :
1
Vz € R, Fz)=—————2>0

(x2 4 1)n+1 =
De plus, la fonction F' est majorée sur Ry car :

1 1

Vvt € R, <
2+ T 241

puis (par croissance de l'intégrale) :

1

Ve € Ry, F(z) < /o 71 dt = Arctan(z) <

0ol

La fonction F est croissante et majorée sur Ry donc, d’aprés le théoréme de la limite
monotone, la fonction F' admet une limite finie en +0o. Notons £, € R cette limite.

Pour déterminer /¢,,, on utilise la relation de récurrence obtenue a la question 1. On
az?+1 ~ 22 donc:
T—+00
T 1
(1‘2 + 1)n+2 ZT—+00 x2n+3

T .
——0,0na 0. En faisant tendre x vers +oo

203 goioo ((Ez + ]_)”+2 T—++00
dans la relation de récurrence, on obtient :

Comme

2n+1
VneN, log=———t,
ne 5 +1 2(n+1) (*)
De plus :
fo= lim [ - —dt— lim Arctan(a) =~
o= lm | myq &= lim Arctan(@) =5

Pour tout n € N*, on a (d’apreés la relation de récurrence (%)) :

ook +1
by = <H 2(k+1)> lo

k=0
ou :
2n
ok 41 1 1 e
= 2k+1)=—— x ==L
1 557 = gt L@ D =50
k=0 k=0 H(%)
k=1
1 (2n)!
T oonpl 2nn |
Finalement :

Vn € N,
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