Fiche de TD #31

FAMILLES SOMMABLES

(corrigés)

Exercice 1 On sait que si une famille u = (u;);e; € C! est sommable, alors toute
sous-famille (u;);c; (on J C I) de u est sommable. Par contraposition, s’il existe une
sous-famille de u qui n’est pas sommable, alors la famille u n’est pas sommable.

1 1
1. Pour tout n € N*, ona — € QNJ[0,1]. Ainsi, (> est une sous-famille de u. Or
n n

n=1
1
cette sous-famille n’est pas sommable puisque la série Z — diverge. On peut donc
n>1 n
conclure que :

|1a famille u n’est pas sommablel

1 1
2. Pour tout n € N*, ona 14+ — € QN |1, +oo[. Donc (12> est une sous-
" (1 + ﬁ) n>1

famille de v. Cette famille positive n’est pas sommable car la série Z % es
s (L4 7)
grossiérement divergente. En effet, son terme général tend vers 1 quand n tend vers
+00. On peut donc conclure que :

la famille v n’est pas sommable

3. On considére la sous-famille positive (ap+1,p)p>1 de w. On a :

1 1 1
Ap+1,p = (p+1)2 —p? 72])4-11);:00 %

. . 1 . . .
La série (de Riemann) E — est divergente donc, d’apreés la critére de comparaison
p=1

pour les séries a termes positifs, la série E ap+1,p est divergente. Autrement dit, la
p=1
famille (apt1,p)p>1 N'est pas sommable. On conclut donc que :

| la famille w n’est pas sommable

Exercice 2 La famille u = (am,n)(myn)eN*XN* est & valeurs positives. Pour tout
d e N\ {0,1}, on pose :

Iy ={(m,n) e N* x N*|m +n =d}

de sorte que :

+0o0
N*xN* = | | I
d=2

D’aprés le théoréme de sommation par paquets positif, on a (le calcul ayant lieu dans
[0, +o0]) :

+00 +00 1
OIITES DD DINEVES DD D

(m,n)eN* xN* d=2 (m,n)€ly d=2 (m,n)€ly
+00 1
=D @ 21
d=2 (m,n)ely

Pour tout d € N\ {0,1}, on a :

Ij={(k,d—k)|ke[l,d—1]}  donc

Yool=|L=d-1

(m,n)ely

Par conséquent :

DTS g
(m,n)EN* xN* d=2 d
d—1

~ I
d® d—+oo do1

Or

et on sait que la série de Riemann Z % est convergente si et
d>2
seulement si a — 1 > 1, i.e. si et seulement si a > 2. Par comparaison de séries a termes
- . d—1
positifs, la série Z -
d>2

est convergente si et seulement si a > 2. Autrement dit :

|1a famille u est sommable si et seulement si o > 2
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De plus, si @ > 2, on peut écrire que (les séries de Riemann mises en jeu étant conver-
gentes) :

+0o0o

§ Am,n =

(m,n)eN* xN* d=1

Zdal Zda_

a—1)—((o)

Exercice 3 Par définition de la sommabilité d’une famille de nombres complexes,
on doit montrer que la famille (|uy ), pjer, & valeurs positifs, est sommable.

* D’apres le théoréme de Fubini positif, on a (le calcul ayant lieu dans [0, +o0]) :

+0o0 +oo 1
PIREEEP B Nroey p*ZMZ ey

Or, pour tout p € N*, on a :

1
p
Ainsi :
+00
Z |tnp| = Z lap| < +oo
(n,p)€l p=1

car la série E ap est absolument convergente. Ainsi :
p=1

la famille (wy, p)(n.pyes est sommable

(n,p)

* On calcule la somme de cette famille en utilisant le théoréme de Fubini général
(qui s’applique puisque la famille est sommable). Les calculs sont analogues a ceux
précédemment menés :

1
> =S 3 oy

(n,p)el

d’ou l'on tire que :

E Un,p =

(n,p)el

+0o0
2
p=1

1

((P +¢*)(p+q¢*>+1) ) (p,q)ENXN~
tives. On peut appliquer le théoréme de Fubini positif (le calcul ayant lieu dans [0, +o0]) :

Exercice 4 La famille u = est a valeurs posi-

+oo +0oo
> : =22 1
(nq)eNxN*(p_Fq)(p—i'q +1) - 1p0 p+q p+q +1)
+00 P
1 1
= lim _ )
q:lpﬁmpz:% <p+q2 p+q>+1
+00o
i 1 1 ( wl . )
= 1m - mim i
e P—+00 q2 P+q2+1 80 € telescopirque
+00 1
T 2.2
q:1q

1
Or on sait que la série de Riemann Z — est convergente (car 2 > 1) donc :
g1

la famille (positive) u est sommable et

> 1
pateraye P )P +1) 6

Exercice 5

1
* La famille | — est a valeurs positives donc la somme de cette famille est
k! ) (n,k)eN?
n<k
bien définie en tant qu’élément de [0, +o0o]. De plus, d’aprés le théoréme de Fubini
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positif, on a :

+o0 +00 +oo k

I ZZE

n=0k=n k=0n=0

(linéarité positive)

+e (changement d’indice £ =k — 1)

Donc :
+oo0 +oo

sz|:

n=0k=n

(n,k)EN?
n<k

1
Remarque : la valeur de la somme obtenue montre donc que la famille ( - ')

est sommable.

est & valeurs positives, sa somme

(p,q)€(N\{0,1})?
est bien définie en tant qu’élément de [0, +00]. De plus, d’aprés le théoréme de Fubini

positif, on a :

* De méme, comme la famille <1>

+0o0 +00 ( )
(p,0)E(N\{0, 1})2” =2 =2
1 1
— donc — €] —
P

1
PourtoutpEN\{Ol},ona0<f 5

1,1[; la série géométrique de

1
raison — est donc convergente. Ainsi, en effectuant le changement d’indice ¢ = g — 2

p
dans la somme intérieure, on a :

¢ -%—oo1 1
> LSy (3) S
(WJ)E(N\{OJ})2 p=2? p=2 P

Or, pour tout P € N\ {0,1}, on a :

P s \p—1 p
Ainsi :
P 1 +o0 1
Z -1 et donc Z =1
= p(p—1) Povoo =l —1)
Finalement :

(p,9)€(N\{0,1})?

Remarque : la famille (1 est donc sommable.

Pq)(p,q>e<N\{o,1}>2

Exercice 6 Par définition de la sommabilité d’une famille de nombres réels, il
s’agit de montrer que la famille & valeurs positives :

(e

1
nk(k+1) D (nk)e(N*)? (nk(k + 1)>(n,k)e(N*)2
n<k <k
est sommable. D’aprés le théoréme de Fubini positif, on a (le calcul ayant lieu dans
[0, +00]) :

Iy

(n,k)E(N*)?
n<k

Z ZMH
Or, pour tout n € N* on a :
ST
—k(k+1)

(somme télescopique)

Ainsi :

> e m
- il 00
nk(k+1) n2 =7
(n,k)€(N*)? n=1

n<k

MPSI

Année 2025-2026



Fiche de TD #31

1
car on sait que la série (de Riemann) E — est convergente (puisque 2 > 1). Par consé-
n
n>1

quent :

|la famille u est sommablel

Calculons maintenant la somme de cette famille en utilisant le théoréme de Fubini général
(qui s’applique par sommabilité de la famille) :

(—1)" B +00o (—1)" +0o0 1 B +0oo (_1)n
2 nk(k+1) 2 n k(k+1) n2
(n,k)e(N*)? n=1 k=n n=1
T <k —

_ n
Or la série E ( est absolument convergente donc, pour calculer sa somme, on peut
n=1
réarranger ses termes de la facon suivante :

+0oo n +o00
(=1

nzzz

n=1 n=1

n+f(_

n impair n pair
+oo +oo
1 1 1
== @n-12 1 > s
n=1 n=1
+0oo
1 w2
0 — =T o
r ’Z n2 6 ¢
n=1
X1 2 2 3n?

Finalement :

D
(et nk(k+1) 12

nx

Exercice 7

1
1. Soit o > 1. La série de Riemann Z — est convergente donc la suite de ses restes
n>1
est bien définie.

1
* Soient n € N* et k un entier supérieur ou égal & n. La fonction t — o est

décroissante sur R* (car o > 0) donc en particulier [k, k 4 1]. Ainsi :

1 1 1
vt € [k, k+ 1], 7(k+1)a<t7a<k7

Par croissance de I'intégrale, on obtient :
E+1 1 k+1 k+1 g
——dt < — dt — dt,
fomres) wes] w

I s I CO RS

vk € N\ [0,n —1], 7§/ —dt < —

\ [[ ﬂ (k + 1)a & « «

Soit N € N tel que N > n + 1. En sommant les inégalité (sx) sur les en-

tiers k € [n + 1, N], on obtient (en utilisant la relation de Chasles pour les
intégrales) :

Ainsi :

[
n+1 t k=n+1 k

et, en sommant les inégalités (%) sur les entiers k € [n, N — 1], on a :

N 4 '
; k:Jrl /nt—adt i.e. Z ga /—dt

l=n+1

en effectuant le changement d’indice ¢ = k 4+ 1 dans la somme.
Soit N € N\ [0,n]. On a montré que :

N+1 4 N 1 N4
— < — K p—
/n ™ dt < g o S /n m dt ()

+1 k=n+1

A RS | 1 1
n t* [1-a], a—-1\ne"1 No-l
De la méme maniére :

/N+11dt 1 1 B 1
np1 t* a—1\(n+1)271 (N 41)e!

Comme o > 1, on a N> ! ——— 100 donc :
N—+oo

— dt et dt
n ¢ Notoo (a—1)no1 i1 10 Nooo (a—1)(n+ 1)1
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En faisant tendre N vers +oco dans (¢) (ce qui est licite car chaque membre de
linégalité est le terme général d’une série convergente), on obtient :

1 1

Vn € N*, <R, < ———
" (@ —1)(n+1)o-1 (@ — Dn
Commen+1 ~ ndonc:
n—+oo
1 1

(a—1D(n+1)o 1 notoo (a—1)no!

Le théoréme des gendarmes (version équivalents) et les derniéres inégalités ob-
tenues permettent de conclure que :

1
Ry ~ ——
" —too (CY — 1)77,0‘_1
2. Soit v € R.
1
* Soit a €]-00,1]. La série de Riemann Z T est divergente donc :
k>1
+00 1
vn €N, D e =
k=n-+1

+oo  +oo

puis Z Z

n=0 k= n+1
. . 1
* Soit maintenant o €]1, +oo[. Pour tout n € N, on pose u,(a) = Z —.
k=n-+1
1
D’apreés la question 1., on a u, () ~ . Or la série de Riemann
n—+oo (@ — 1)no—1

1 . . S .
——7 est convergente si et seulement si a — 1 > 1, 7.e. si et seulement si
E no—

n>1

o > 2. Ainsi, la série Z

n>=1

ﬁ est convergente si et seulement si a > 2.
(a — 1)no—

Par comparaison de séries & termes positifs, la série E un () est convergente
n>1
si et seulement si o > 2.

Finalement :

pour tout o € R, la série Z un (@) converge si et seulement si o > 2
n>=0

3. Soit a € R. La famille [ — est a valeurs positives donc, d’apreés le théoréme
k® ) (n,k)eN?

k>n
de Fubini positif on a (le calcul ayant lieu dans [0, +00]) :

+oo 400 +oo 1 k—1 1 +oo k +oo 1
DDIETED DI ED ST I
n=0k=n-+1 k=1 n=0 k=1 k=1

Or la série de Riemann E
k>1

— est convergente si et seulement si a > 2 donc :

1
la famille () est sommable si et seulement si o > 2
k® ) (n,k)eN?

k>n

Exercice 8

1. Soit €] — 1,1[. Il s’agit de montrer que la famille a valeurs positives

(|xk£\)(k’€)€(N*XN*) est sommable. D’aprés le théoréme de Fubini positif, on a (le

calcul ayant lieu dans [0, +00]) :

+0o0 +0o0 +00 +00 ‘
ké ke k
D M= kel =32 (lal)
(k,é)eN*xN* k=1+¢=1 k=1¢=1

Soit k € N*. Comme x €] — 1,1[, on a |z|* € [0,1]. La série géométrique de raison
|z|* est donc convergente et (en utilisant le changement d’indice j = ¢ — 1), on a :

+0oo . ’ . +0oo v |CL‘|k
D (1) =lal" > (1) = 1=
; 1— |z
=1 =0
j[*
On a |z[F —— 0 (car z €] — 1, 1[) donc , |z|¥. On sait que la série
k—+oo 1-— |.13‘k k—+o0

géométrique de raison || converge donc, par comparaison de séries & termes posi-

tifs, la série Z

k>1

| |k est convergente, ce qui prouve la sommabilité de la famille

(|z*¢]) (k) (- xy-- Finalement :

la famille (x“) est sommable

(k,£)EN* X N*

2. 11 s’agit de calculer la somme de la famille (sommable) (z*¢) de deux

(k,)EN= xN*
maniéres différentes.
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+0o0 k
* On a montré précédemment que Z zht = Z T (il s’agit du méme
(K,£)EN* X N* k=1
calcul que celui mené a la question précédente, en omettant cette fois les valeurs

absolues).

* Pour tout n € N*, posons :
I, = {(k,@) e N* x N*|k€:n}
On a l'égalité :

* x N* = UI

Comme la famille (x"”‘z est sommable, on a d’aprés le théoréme de

)(k,E)EN*xN*
sommation par paquets général :

2.

(k,£)EN* X N*

“Pﬂx

S IECEDIEI I

n=1  (k{)El,

Or, pour tout n € N*, on a en notant Z(n) 'ensemble des diviseurs positifs de

n:
In:{(k,Z) ’ke@(n)} donc Z 1=, =|2(n)| = d(n)
(k,0) €L,
Ainsi :
+00
> @M= dme
(k,£)eN* xN* n=1
Finalement :
oo Lk +00
Z 1_2F Zd(n)x"
k=1 n=1

Exercice 9

1. Soient a,b € C tels que |a] < 1 et |b] < 1. Les séries géométriques de raison a et b
sont convergentes donc :

1 +oo
= Z a” et
—a n=0

+0o0
b
0

1 J—
1—b

n=

Les séries Z a™ et Z b™ sont absolument convergentes (car les séries géométriques
n>=0 n>=0

de raisons |al, |b| € [0,1[ convergent) donc, d’aprés le théoréme sur le produit de

Cauchy, si on pose :

Vn € N,

n
_ E ak bn—k7
k=0

la série g w, converge absolument et on a 1’égalité :
n=0

1 1 +00 +oo +o0

n=0

Or, pour tout n € N, on sait que :

(n+1-1) n
gt —pntl — (a o b) Z akb(n+1)flfk _ ((L _ b) Z akbnfk
k=0 k=0

donc, si on suppose que a # b, il vient :

an+1 _ bn+1

Vn € N, n =
n w p—
Ainsi :
1 +oo an+1ibn+1
(l—a)(l—b):g a—1b

2. Le raisonnement est le méme qu’a la question précédente. La seul différence se trouve
dans le calcul de w,, :

Vn € N, wn:Zaka"*k:a"21:(n+l)a”
k=0 k=0
Donc :
1 +oo
Goap = 2 (D"
n=0

Exercice 10
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4k’
1. La série exponentielle Z 1 est convergente de somme égale & e donc :
E>0

1 n
wn o~ 2 "et =e? (2>

1 1
La série géométrique de raison — est convergente car 3 €] — 1,1]. Par comparaison

de séries a termes positifs, on peut conclure que :

la série E w, est convergente
n=0

2. On remarque que :
n

2k 1 n—k

k=0

. ok . . A
Comme les séries Z T (série exponentielle a termes positifs) et Z <2) (série
k>0 k>0
géomeétrique a termes positifs) sont absolument convergentes, on a I’égalité suivante
d’aprés le théoréme sur le produit de Cauchy :

S (55)(E0)) -

n=0 n=0

Ainsi :

+00
E wy = 2e?
n=0
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