Fiche de TD #31

FAMILLES SOMMABLES

+oo 2
. i
Pour les exercices 4 et 6, on admettra que g 2=
n
n=1

Etudes de sommabilité, calculs de sommes

Exercice 1 Démontrer que les familles suivantes ne sont pas sommables :

L. u = (2)zeqno1];

1
2. v= <2> ;
L= /) 2eQn[1,+oo]

. ——— sin#p
3. W= (Gn,p)(n,p)en? Ol Gy p = n2 — p? a )
0 sinon
. . 1 S
Exercice 2 Soit o € R. Pour tous m,n € N*, on pose a,, , = ———. Etudier la
T (m+n)e

sommabilité de la famille (@, n)(m,n)en xi--

Exercice 3 Soit (a,)pen- une suite de nombres complexes telle que la série Z a, soit
p=1

absolument convergente. On pose I = N* x N* et :

p

V(n,p) €I,  unp =4 n(n+1)
0 sinon

ap Sip<n

Démontrer que la famille (ty,p) (5 p)er €st sommable et calculer sa somme.

. 1
Exercice 4 Deémontrer existence et calculer la somme Z 3 5 .
(p+q*)p+q*+1)

(p,q) ENXN*
+oo +o00 1 1
Exercice 5 Calculer les sommes Z Z T et Z ZE.
n=0k=n (p,q)€(N\{0,1})2

(=)
nk(k+1) / (n,k)em)?

n<

Exercice 6 FEtudier la sommabilité de la famille u = ( est som-

mable et calculer sa somme le cas échéant.

Exercice 7 1. En utilisant une comparaison série-intégrale, déterminer un équi-

+0o0

valent de R,, = Z T quand n tend vers +oo, pour tout a > 1.
k=n-+1
+o0 400
2. En déduire les valeurs de o € R pour lesquelles Z Z T converge.
n=0 k=n-+1

3. Retrouver ce résultat d’une autre fagon, en démontrer que pour tout « € R, on a :
+oo  +oo 1 B +0oo 1

> X mmX

p=1

a—1
n=0k=n+1 p

Exercice 8 Soit x €] —1,1].

1. Montrer que la famille (xke) est sommable.

(K,£)EN* X N*
2. En déduire que :

+00 $k +0o0o
Z T Zd(n)x",
k=1 n=1

ou d(n) désigne le nombre de diviseurs positifs de n.

Produit de Cauchy

Exercice 9 Soit (a,b) € C? tels que |a| < 1 et |b| < 1. Montrer que :
+oo a1 — pntl

1
1. sia#b,alors ——— =
(1—a)(1-b) ;

a—-b
1 +0o0o
2. sia=>b, alors — = n+1)a™.
(1—a)? Z ( )
n=0
. . 4k
Exercice 10 Pour tout entier naturel n, on pose w, = 2™ Ak
k=0 "~
1. Montrer que la série Z Wy, CONverge.
n=0
2. Calculer sa somme en utilisant le produit d’une série géométrique par une autre série

classique.
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