Fiche de TD #20

ESPACES VECTORIELS (GENERALITES)

(corrigés)

Exercice 1
1. Soit a € R. On a :

uq € Vect(v,w,) <= I\ u €R, uy = M+ pw,
— INpeR, (1,—a,1) =A(1,1,1) + u(a,0,2)

<~ I\ pueER, A = —a Ly
A+ ap = 1 Lg
A+ ap = 1 Ly
<:>3)\,/LER7 — 2# = —a—-1 Lo+ Lo—14
((l*Q)‘LL = 0 Lg(*Lg*Ll
A+ ap = 1 Ly
<~ d\peR, - 2u = —a—1 Lo
0 = (a—2)(—a—-1)

en effectuant l'opération L <— 2L3 + (a — 2) Ls pour la derniére ligne. Le systéme
obtenu étant échelonné, il est compatible si et seulement si son équation de compa-
tibilité (& savoir (@ — 2)(—a — 1) = 0) est satisfaite. Autrement dit :

ug € Vect(v,w,) <= (a—2)(—a—1)=0

Finalement :

Va € R, Uq € Vect(v,w,) < a € {-1,2}

2. On note :

f:x— cos(x)?, g:axr—1 et h @ — cos(2x)

On sait que :

1 2
Vr € R, cos(2x) = 2cos(z)? — 1 donc cos(z)? = = Cosé x)
Autrement dit : .
Vz € R, f(x):@Jr%’

1 1
ce qui se réécrit f = 59 + ih. Ainsi :

|1a fonction f est combinaison linéaire de g et hl

3. On note s : & —— sin(2x). Montrons que s ¢ Vect(sin, cos) en raisonnant par
Pabsurde. Supposons que s € Vect(sin,cos). Il existe alors A\,u € R tels que
$ = Asin +p cos. Autrement dit :

vz € R, s(z) = Asin(x) + pcos(z) i.e. sin(2z) = Asin(x) + p cos(z)
* Le choix x = 0 € R fournit I'égalité 0 = A x 0+ o x 1 donc p = 0. Il reste :

Vr € R, sin(2x) = Asin(z)

* Le choix A = g € R fournit I’égalité 0 = sin(m) = A x 1 donc A = 0. Il reste :
Vo € R, sin(2x) =0

* Le choix z = % € R nous donne 1 = sin (g) = 0, ce qui est absurde.

Finalement :

|s ¢ Vect(sin, cos) |

4. Soit A € #>(K). 1l existe a,b,c,d € K tels que A = <(Cl Z) On a:

42— (@ b\ (a b\ [(a®>+bc ab+bd
“\ec d)\c d)  \ac+cd bec+d?
_(a®+bc bla+d)

“\cla+d) be+d?

= (a+d) (‘; Z) + (be — ad) ((1) (1)>
:(a+d)A+w12

——
€K €K

Ainsi, A? € Vect(I3, A). Finalement :

VA € #(K), A% € Vect (I, A)
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Fiche de TD #20

Exercice 2 On sait que si E est un K-espace vectoriel et si F' € Z(E), alors F'
est un K-espace vectoriel si et seulement si F' est un sous-espace vectoriel de E. Dans
chacune des questions, on étudie donc la structure de sous-espace vectoriel de I’ensemble
donné dans l’espace vectoriel qui contient I’ensemble.
1. Ona(1,1) € A(car 1 € Ry et 1 =1) mais —(1,1) ¢ A car —1 ¢ R,. Ainsi, A n’est
pas stable pour la multiplication par les scalaires donc :

|A n’est pas un espace vectoriell

2. On remarque que Ogz = (0,0) ¢ Acar 2x0—5x0—1= -1 0 donc B n’est pas
un sous-espace vectoriel de R2. Ainsi :

|B n’est pas un espace Vectoriell

3. On a:
C={2(1,2,3) |z € R} = Vect((1,2,3))

donc C est un sous-espace vectoriel de R3. Ainsi :

|C est un espace Vectoriell

4. Onau=(—1,v2) € D car (—1)> =1+ (v2)? = 0 mais 2u ¢ D car 2u = (—2,2V/2)
et :
(—2)° =2+ (2v2)> = -10+8=-2#0

Donc :

|D n’est pas un espace Vectoriell

5. Soit (z,y,2z) € R3. On a:

(,y,2) EE <= z=yet3y—22=0

T = vy
<~ 2
= -z
4 3
{x = z
<~
y = z

D
=
|
LS

z 222
73 )
E = {z <1,§,1) ZGR} Vect((l,i,l))

donc E est un sous-espace vectoriel de R?. Finalement :

Ainsi :

| F est un espace vectoriel

6. On a deg(Og[x]) = -oo donc Og[x] ¢ F'. Ainsi, I' n’est pas un sous-espace vectoriel
de K[X]. On en déduit que :

|F n’est pas un espace vectoriell

7. On a G C R[X]. Montrons que G est un sous-espace vectoriel de R[X].

* On a Og[x) car :

Orpx] (X?) = Opx), Oxx] = OR[x] et X'0px] = Opx]

* Soient A € R etP,Q € G. Montrons que P+ AQ € G. On a :
(P+AQ)(X?) = P(X?) +2Q(X?)
= P'(X) + X*P(X) + MQ'(X) + X*Q(X))
= P'(X)+2\Q'(X) + X*P(X) + A\ X*Q(X)
= (P +2Q)"(X) + X(P+\Q)(X)

(car P,Q € G)

par linéarité de la dérivation. Ainsi, P + AQ € G.

On peut donc conclure que G est un sous-espace vectoriel de R[X]. Finalement :

| G est un espace vectoriell

8. On a H C ¢*(R,R). Montrons que H est un sous-espace vectoriel de €*(R,R).

* On a :
O (R,R) (0) = OCgl(R,R)(l) =0 et 0%1(]&1&) (0) = Ogl(RR) (0) =0

donc chl(]RJR)(O) + Ogl(RR)(l) = 0251(R,IR) (0). Ainsi, Os1(rR) € H.
* Soient A € Ret f,g € H. Montrons que f +Ag € H. On a :

(f+29)(0) + (f + Ag)(1) = f(0) + Ag(0) + f(1) + Ag(1)
:(() F(1)) +A(9(0) + 9(1))
1(0) + Ag'(0) (car f,g e H
= (f+X9)'(0)

par linéarité de la dérivation. Ainsi, f 4+ Ag € H.

Ainsi, H est un sous-espace vectoriel de ¢ (R, R). Finalement :

H est un espace Vectoriell
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Fiche de TD #20

Exercice 3

1. Montrons que A est un sous-espace vectoriel de RE.

* La fonction nulle Ogr est 1-périodique sur R car :
Vr € R, Ope(z) =0 et Ope(z + 1) = 0 = Ope(x)

donc Ogz € A.
* Soient A € Ret f,g € A. Pour tout z € R, on a :

(f+Xg)(@+1)=f(z+1)+Ng(z+1)

= f(x) + Ag(z) (car f,g € A)
= (f+Ag)(z)
La fonction f 4+ Ag est donc 1-périodique sur R, i.e. f+ Ag € A.

Ainsi :

A est un sous-espace vectoriel de R®

2. La fonction f : x — x appartient & B (puisque f est croissante sur R) mais —f
n’appartient pas & B. En effet, on a 1 < 2 et :

(=H1) =-1>-2=(-/)2)

Ainsi, B n’est pas stable par la multiplication par les scalaires donc :

B n’est pas un sous-espace vectoriel de RF

3. Considérons les fonctions f : x — e® et g : x — —z. La fonction f est croissante
sur R tandis que g est décroissante sur R. Ces fonctions sont donc monotones sur R
donc f,g € C. Montrons que f — g ¢ C. Posons h = f —g.

* Ona0<1leth(0)=1et h(l) =e—1> h(0) (car e €]2,3[) donc la fonction h
n’est pas décroissante sur R.
* Ona—1<0et h(—1) =e 141 > h(0) donc la fonction h n’est pas croissante
sur R.
Ainsi, la fonction h n’est pas monotone sur R, i.e. h ¢ C. On en déduit que C n’est
pas stable par combinaisons linéaires. Finalement :

C n’est pas un sous-espace vectoriel de RF

4. Montrons que D est un sous-espace vectoriel de RE.
* On a D’égalité Ogr = Ogr + Ogz et la fonction nulle étant constante sur R, elle
est a la fois croissante et décroissante sur R. L’égalité précédente nous donne
I’appartenant Ogr € D.

* Soient A € R et f,g € D. Montrons que f + Ag € D. Par hypothése, il existe
des fonctions f_,g_, fy,g+ € RE telles que f = f_ + f1, g = g_ + g4, les
fonctions f_ et g_ étant décroissantes sur R tandis que les fonctions fi et g4
sont croissantes sur R. On distingue ensuite deux cas.

— Premier cas : A € R}
On a:

FAA = (F-+ )+ Mg +Ag) = (f- + Ag-) + (f+ + Agy)

Comme A\ > 0, la fonction f_ 4+ Ag_ est décroissante sur R (car f_ et g_
le sont). De la méme maniére, la fonction f. + Agy est croissante sur R.
Ainsi, f+ Ag € D.

— Deuxiéme cas : A € R*
On écrit cette fois :

fH+2Ag=(f-+Agy) + (f+ +Ag-)

La fonction g4 est croissante sur R et A < 0 donc Ag4 est décroissante
sur R. Ainsi, la fonction f_ + Ag4 est décroissante sur R. De la méme, la
fonction fy + Ag_ est croissante sur R. On a donc f + Ag € D.

Dans tous les cas, f + g € D.
Finalement :

D est un sous-espace vectoriel de RR

5. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de RR. La fonction f : 2z — —e? est
majorée par 0 sur R (en effet, cette fonction est & valeurs négatives sur R) mais la

fonction —f : z —— e® n’est pas majorée sur R car e* ——— +o0o0. Donc F n’est
T—+00

pas stable par la multiplication par les scalaires. On en déduit que :

F n’est pas un sous-espace vectoriel de RF

6. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de RE.
* Toute fonction constante sur R étant bornée sur R, on a bien Ogr € F.

* Soient A € R et f,g € F. Montrons que f 4+ Ag € F. Par hypothése sur f et g,
il existe M, N € R, tels que :

VeeR, [fl@)l<M et [g(x)] <N

Soit z € R. On a :

[(f +A9)(@)| = [f(2) + Ag(2)]
< |f (@) 4+ A x |g(2)] (inégalité triangulaire)
<M+ M\ xN (car |\ € Ry)
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Fiche de TD #20

Ainsi :
VeeR, |[(f+A)@)|<M+[NxN e M+|A\xNecR,

donc la fonction f + Ag est bornée sur R, i.e. f+ Ag € F.

Finalement :

F est un sous-espace vectoriel de R

Exercice 4

1. Montrons que E; est un sous-espace vectoriel de E = RY.
* La suite nulle Og est la suite constante égale a 0; elle est donc convergente de
limite 0. Ainsi, O € E.

* On sait que toute combinaison linéaire de suites convergentes est une suite

convergente donc :
VA e R, Yu,v € Eq, u—+ A € Fy

Ainsi :

|E1 est un sous-espace vectoriel de F |

2. La suite nulle O est convergente donc elle n’est pas divergente. Autrement dit,
Op ¢ FE5. Ainsi :

|E2 n’est pas un sous-espace vectoriel de E |

3. La suite nulle Og est une suite constante et toute combinaison linéaire de suites
constantes est une suite constante donc :

|E3 est un sous-espace vectoriel de F |

4. Montrons que F, est un sous-espace vectoriel de E.
* La suite nulle O est constante donc elle est bornée. Autrement dit, Og € Fjy.
* Soient A € R et u,v € Fy. Il existe M, N € R, tels que :

Vn € N, |un| < M et lvn] < N
Pour tout n € N, on a :

|(u+ Av)p| = |un + Avg|

< |un] + A X |vn] (inégalité triangulaire)
<M+ |A XN (valable car [A| = 0)
~—_— ——

€R,

La suite u 4+ Av est bornée donc u + \v € Ej.

Ainsi :

FE, est un sous-espace vectoriel de F

5. Montrons que Ej5 est un sous-espace vectoriel de E.

* La suite nulle 0g est constante égale & 0 donc elle est convergente de limite 0.
Autrement dit, Og € Es.

* Soient A € R et u,v € F5. Comme u et v convergent, la suite u + A converge
de limite (par linéarité de la limite) :

lim (up,+ Av,) = lim w,+ A lim wv,
=0+Ax0 (car u,v € Ej

=0

Ainsi, u + M € Ej5.

Finalement :

|E5 est un sous-espace vectoriel de F

6. Montrons que Ejg est un sous-espace vectoriel de E.
x Pour tout n € N, on a 0 = |0| < n? donc 0 € Eg.
* Soient A € R et u,v € Eg. Par hypothése, il existe C, D € R, tels que :

Up

n

Un

Vn € N*, <D

n2

Pour tout n € N*, on a alors :

Up + AUy, [tn| + |A] X |vn]
n2 S n2
Up, Up,
< C+|AD (valable car |A| > 0)
———
€R,

Ainsi, u + M € FEg.

Finalement :

FE est un sous-espace vectoriel de F
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Fiche de TD #20

Exercice 5 Soient E un K-espace vectoriel et F, G des sous-espaces vectoriels de
FE. On raisonne par double implication.

* On suppose que F' C G ou que G C F. Montrons que FUG est un sous-espace vecto-
riel de E. Comme F et G jouent des roles symétriques, on peut supposer, sans perte
de généralité, que F' C G. On a alors FFUG = G et donc F U G est un sous-espace
vectoriel de F (par hypothése sur G).

* On suppose que F'U G est un sous-espace vectoriel de E. Montrons que F'U G ou
que GUF'. Par 'absurde, supposons que F' ¢ G et que G ¢ F. On adonc G\ F # &
et G\ F # @. 1l existe des éléments fo € F et gg € G tels que fo ¢ F et go ¢ G. On
a fo € F et gye Get Fet Gsont des sous-ensembles de F'U G sont fy,g90 € FUG.
Comme F'U G est un sous-espace vectoriel de F, on en déduit que fo + go € FUG.
Or :

fot g € FUG <= (fo+go€ Fou fo+g0o€G)
On distingue deux cas.

— Supposons que fo + go € F. On sait que fy € F et que F' est un sous-espace
vectoriel de F donc —fy € F. Comme F est stable pour ’addition, on a :

go = (fo+g0) + (= fo) € F,

ce qui est absurde par définition de gq.

— Supposons que fy + go € G. Par la méme raisonnement, on a —gg € G et :

fo=(fo+g0) +(=90) € G,

ce qui est absurde par définition de fp.

On obtient donc une absurdité dans tous les cas. On en déduit qu’on a nécessairement
FCGouGCF.

Finalement :

|F U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si FF C G ou G C F

Exercice 6

1. Montrons que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

* Il est clair que F C E = R3. De plus :
F={X1,2,1) + u(-3,3,0) | A, p € R} = Vect((1,2,1),(-3,3,0))

Cette écriture montre que :

| F est un sous-espace vectoriel de F |

% On a également G' C E. De plus, pour tout (x,y,2) € R? on a:

(2,9,2) EG <= 24+2y=0 < = =-2
— (I,y,Z) = (72y7yaz)
— (z,y,2) =y(-2,1,0) + 2(0,0,1)

On en déduit que :
G ={y(-2,1,0) + 2(0,0,1) | y,z € R} = Vect((—2,1,0),(0,0,1))

Ainsi :

|G est un sous-espace vectoriel de F |

2. Soit (z,y,2) € E. On a :

(x,y,2) = (A= 31,22 + 3, A)
r+2y=0
(z,9,2) = (A= 3u, 2\ + 3u, \)
(AN=3u)+2(2\+3u) =0
= (A —3u, 22 + 31, A)
)\:—gu

(,y,2) e FNG <= I\, ueR, {
— HA,MER,{
— I\ pueR, { (@9,2)

18 9 3
— 3.“ ER7 (l’,y,Z) = (:U’7IU‘7PJ)

On en déduit que :

189 3
F = P pp—p— R
n6={u(-5.3-3) [uer}.
189 3
F = t —_ =, ==
NG = Vec << £ 5))

189 3
) appartient & F NG donc FNG # {0g}. On en

i.e. :

L t 1{——,=,—
eveceurnonnu( =5 T E

déduit que :

les sous-espaces vectoriels F' et G ne sont pas en somme directel
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Exercice 7 Montrons que la famille .% est libre. Soient «, 3,7 € K. On a :

au+pfv+yw =0 <= alz+y)+By+2)+v(x+2) =0g
— ar+oy+py+pz+yr+vz=0g
= (a+y)z+(@+By+(B+7)z=0g

6] + vy = 0 L1
— a + 0 = 0 L,
B+ v = 0 L

car la famille .Z = (z,y, z) est libre. Résolvons le dernier systéme noté (.#). On a :

o + vy o= 0 L1
(y) < B — v =0 Lo+ Lo —1,4
g+ v =0 Ls
o + v = 0 L
<~ 6 — v =0 Lo
2’)/ = 0 L3+ L3—1Ls

< vy=pF=a=0

On peut donc conclure que :

|1a famille . = (u, v, w) est librel

Exercice 8

1. Soient 7, s € R tels que r # s. Montrons que la famille (f,, f) est libre. Soient A\, uR
tels que Af,. + pufs = Og. Montrons que A = p = 0. Par hypothése, on a :

Mr(z)+ pfs(z) =0g(x) =0 i.e.

Le choix = r € R fournit 'égalité plr —s| = 0. Or r # s donc |r — s| = 0. Par
conséquent, A = 0. Il reste :

Vz € R, Mz —r|+plz—s=0

Vo € R, Mz —r[=0

Le choix = s € R nous donne A|s —r| = 0 puis A = 0 (comme au point précédent).
Ainsi :

|1a famille (£, f,) est libre |

2. On doit montrer que :

v()‘r)reR S R(R); Z )‘rfr = OE — (V’I‘ € Ra )‘r = O)

reR

Ceci revient & montrer que pour tout n € N*, pour tous r1,...,r, € R tels que

ry <---<7mT,,on a la propriété suivante : i.e. que :

> Mefr =08 = (Vk€[L,n], A\ =0)

VA1,..., A\ €R,
k=1
Soient n € N*, rq,...,r, € Rtels que r; < -+ < 71, et A1,..., A\, € R tels que
n
Z/\kfrk =0g.On a:

k=1

Vo € R, me(z) =0
k=1

, An) ne soit pas nulle. Il existe donc ¢ € [1,n] tel

fw* ’CZA[ka

=1
kA0

Supposons que la famille (Aq,...
que A¢ # 0. On a 'égalité :

Or, pour tout r € R, le domaine de dérivabilité de la fonction f, : x — |z — 7|

est R\ {r}. Comme les nombres 71,...,7, sont deux a deux distincts, la fonction
n

A
72 )\—k fr,, est dérivable en r¢, ce qui contredit I’égalité précédente (puisque la fonc-
¢

=
tion f,, n’est pas dérivable en 7). Finalement :
Vk}E[[l,’n]L A =0

Ainsi :

|1a famille .Z = (f,)rer est libre

Exercice 9
1. Soient A\, 4 € R tels que A # . On note :

ey :x— e et eyt x— el

Montrons que la famille (ey,e,) est libre. Soient o, € R. On suppose que
aey + Be, = Ogr. On a :

Vo € R, aex(z) + Be,(z) = Ogr(x) i.e. ae’ 4 el =0 (1)

En évaluant en = 0 € R, on obtient o + 3 = 0. De plus, les fonctions ey et e, sont
dérivables sur R donc, en dérivant (1), on a :

Vz e R, are™ 4 Bueh® =0
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En évaluant en x = 0 € R, on a aX + B = 0. On résout le systéme formé par les la famille & = (e))rer est ]jbrel
deux derniéres équations obtenues :
a + f =01 — ] ot p =0 Ly Exercice 10 Montrons que la famille (f, g, h,i) est libre. Soient a, 3,7,6 € R. On
adx + fBp = 0 L Blp—=2) = 0 Ly« Ly— AL suppose que :
— B=a=0 (car A # ) af + g+ vh 4+ 0i = Ogz

Ainsi : On a donc :
Vz € R, af(x) + Bg(x) + yh(x) + di(x) = Ogr(z),

la famille (e, e, ) est libre

i.e.:

2. Soient n € N* et Aq,..., A, € R tels que A\; < --- < A,. Montrons que la famille vz eR, arsin(z) + B cos(z) + yasin(z) + dx cos(z) =0

*x Le choix x = 0 € R fournit :

(ex,s...,en,) est libre. Soient a1, ..., a, € R. On suppose que Z agey, = Ogr. On
k=1 ax0+8x14+yx0+6x0=0 i.e. 8=0
a donc :
n n Il reste :
ek Yaen(®) =0m(@) ie 3 axer=0 VeCR,  asin(z) + yesin(a) + dzcos(x) = 0
k=1 h=1 * Pourz =71 €R,ona:
Supposons que la famille (aq, ..., ay,) ne soit pas nulle. On peut alors définir :

ax04+yx04+6x(—m)=0 i.e. 6=0
¢ =min {k € [1,n] | ar # 0} (en particulier, ay # 0)

Il reste :
La derniére égalité se réécrit alors : Vo € R, asin(x) + yzsin(z) =0
n * Les choix x = T cERetz= _r € R nous donnent les deux relations :
Ve eR, ) apeM =0 2 2
k=¢ T T
a+§’y:O et —oz+§'y:O

ce que I'on peut réécrire, en divisant par e ® £ 0 :
La résolution du systéme formé par ces deux équations fournit a = v = 0.
n
Vz € R, ap + Z ap e QEmrdT _ Finalement, o = f =+ =0 = 0 donc :
k=41

la famille (f, g, h,1) est libre

Pour tout k € [¢41,n],on a A\, — Ay > 0 donc e =) — (. En faisant tendre

Tr——00
z vers -0 dans la derniére relation, on obtient : Exercice 11 Montrons que la famille .Z est libre. On note :
n
2
aé+zak><0:0 ie. ar =0, fizr—e®, g:xr— e et h:zr—e”
k=041
Soient «, 8, € R. On suppose que af + g + vh = Ogr. On a donc :
ce qui contredit la définition de . Finalement :
Ve €R,  (af +Bg+h)@) = Ops(z)  ie  af(z)+ By(x) +yh(z) =0
Vk € [1,n], a =0
soit encore : )
On peut donc conclure que : Vz € R, ae® 4 fBe? fye” =0
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* En divisant par e® #0,ona:

2 2
Vr € R, ae® T 4 feTT Ly =0
Comme z(1 — ) — -0 et e! p— 0, on a par composition des limites :
xr—r+00 ——00
z—z? _ _z(l-x) A 2z —a?
e =e —0 et, de méme, e —0

En faisant tendre x vers +oo dans ’égalité précédente, on obtient donc :

ax0+8x04+v=0 i.e. v=0

x Il reste :
Vr € R, ae®+ e =0

Le choix x = 0 € R fournit 1'égalité o + 8 = 0 et le choix z = In(2) € R nous
donne 2a 4+ 45 = 0. La résolution du systéme formé par ces deux équations fournit
a=p8=0.

Finalement, « = 8 = v = 0. On peut donc conclure que :

|la famille & = (f, g, h) est librel

Exercice 12 On pose 4 = (1)nen, v = (n?)nen et w = (2"),en. Montrons que la
famille £ = (u,v,w) est libre. Soient «, 5,7 € R. On suppose que au + Sv + yw = On.
On a:

a+pBn?+~2"=0

Vn € N, auy, + Bu, +yw, =0 i.e.

Pourn=0,n=1etn=2,0ona:
a+4B8+4y=0

a+v=0, a+B+2y=0 et

La résolution du systéme formé par ces trois équations fournit « = g =~ = 0. Ainsi :

la famille (u,v,w) est libre

Exercice 13 On raisonne par double inclusion.

* Les polynomes (X —1)%, (X —1)(X + 1) et (X + 1)? sont a coefficients réels et sont
de degrés (inférieurs ou égaux a) 2 donc :

(X —1)% (X —1)(X +1),(X +1)? € Ry[X]

Or Ry[X] est un espace vectoriel, il est stable par combinaisons linéaires. Par consé-

uent :
! Vect (X —1)%, (X — 1)(X + 1), (X +1)?) C Ry[X]

* Soit P € Ry[X]. Montrons que P € Vect((X — 1)2,(X — 1)(X + 1), (X + 1)?). I
existe a,b,c € R tels que P = aX? 4+ bX + c. Soient a, 3,7 € R. On a :

P=a(X -1+ B(X = )(X +1) + (X +1)*
= aX?+bX +e=(a+B+NX*+ (20 +29)X + (a— B+7)

a + B + 7 = a L
= —2a 4+ 2y = b Ly
a — B 4+ v = ¢ L3
a + B+ v = a Ly
— 26 = c—a L3 < L3 — L1
a + B+ v = a
= v 4+ 28 = 2a+5b
- 26 = c¢—a

Le systéme est triangulaire, il admet donc une solution «, 3,~. Autrement dit :
Ja,B,7ER,  P=a(X-1+B8X - 1)(X +1) +v(X +1)?
Ainsi, P € Vect((X —1)2,(X —1)(X + 1), (X 4+ 1)2). On a donc I'inclusion :
Ro[X] C Vect ((X —1)%, (X — 1)(X +1), (X +1)?)

Par double inclusion, on peut conclure que :

Ro[X] = Vect ((X —1)%, (X — 1)(X + 1), (X +1)?)

Exercice 14
* Montrons que Vect(a,b) C Vect(c, d). Si on montre que :

a € Vect(c, d) et b € Vect(c, d)

On raisonne par double inclusion.

alors, comme Vect(c, d) est un espace vectoriel, on aura :
{Aa+ pb| X 1€ R} = Vect(a,b) C Vect(c,d)
Montrons donc que a,b € Vect(c,d). Soit A,x € R. On a :
a= X+ pd < (1,2,-3) = A\(—1,2,—4) + u(—6,—-8,11)
= (1,2,-3) = (=X —6p,2A — 8, =4+ 11p)

—A — 6,u = 1 L1
— ! 22 - 8 = 2 L,
AN+ g = -3 Ly
-\ = 6/1 = 1 L1
= — 20# = 4 Lo+ Lo +214
35/1 = -7 L3« L3—41,4
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Les deux derniéres équations sont compatibles car elles fournissent toutes les deux

la valeur 4 = ——=. On en déduit la valeur de A et donc le systéme est compatible.

Autrement dit :

I\ peR, a= A+ pd

Ainsi, a € Vect(c,d). On procéde de la méme maniére pour montrer que b €
Vect(c,d). Ceci démontre donc la premiére inclusion.
* On procéde de la méme maniére pour la deuxiéme inclusion.

Par double inclusion, on a donc :

Vect(a, b) = Vect(c, d)

Exercice 15

1. Pour tout entier naturel k, on considére les fonctions :
fr : @ — cos(z)® et gx : © — cos(kx)

On procéde par récurrence.

* Les fonctions fy et gy sont constantes égales & 1. On a donc fy = gg et donc
Vect(fo) = Vect(go). L’égalité est donc vraie au rang n = 0.

* Soit n € N. On suppose que :

Vect(fo, ..., fn) C Vect(go, .-, 9n)
Montrons que :
VeCt(f07 ) fna f7L+1) C VeCt(g()a s agn7gn+1)
Comme :
Vect(fo, ..., fn) C Vect(go, .-, 9n)
et
VeCt(QOv s vgn) - VeCt(g()a s 7gnvgn+1)7

on a linclusion Vect(fo,...,fn) C Vect(go,--.,9n,gns+1). Si on montre que

frn+1 € Vect(go, - - -, Gn, gnt1), alors on aura U'inclusion souhaitée. On remarque

que fpy1 = fn X f1 et on sait que f, € Vect(go,...,9n) donc il existe
n

X0+ -s A € R tels que f, =Y Apgy. Ainsi:
k=0

fos1 = Argrhr
k=1

Comme Vect(go, - - -, gn, gn+1) €st un espace vectoriel, il suffit de montrer que :

Vk € [[Oan]]a gkfl € VeCt(907~~'agnagn+1)
C’est clair pour k = 0. Soit k € [1,n]. Pour tout z € R, on a :

cos(kx + ) + cos(kx — x)

gr(x) fi(w) = cos(kz) cos(z) = 2
_cos((k+1)z) 4 cos((k — 1)x)
- 2
Ainsi :
g fi = Gkt1 + Gk—1 € Vect(go, - -y Gns Gnt1) (car k—1,k+1€[0,n+1])

2

Ainsi, fr+1 € Vect(go, - -, 9n, gn+1)- Finalement :

Vect(go, - - -

agn) C Vect(go, s 7gnvgn+1)7

ce qui prouve 'inclusion au rang n + 1.
Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :

afn) C VeCt(gOa v 7gn)

Vn € N, Vect(fo, . -

2. Soit n € N. Montrons que :
Vect(go, - - -, gn) C Vect(fo, ..., fn)
Soient k € [0,n] et z € R. On a :
gk(z) = cos(kz) = Re(e™™) = Re((e”’)k>

Or, d’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

(e”)k = (cos(x) Jrisin(:r))lc

— ; (»# sin(x)? cos(z)*~*
k

5 (5, (107 sinCa)? costo=2»

p=0

(formule de Moivre)

o~

€R

L(k—1)/2] < k

t 2+ 1

) (—1)P sin(x)**1 cos(ac)k_Zp_1
p=0

€R
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On en déduit que :

Lk/2]

- g —1)Psin(z)?” cos(x)F—2P

gr(z) = 2 <2p>( 1)? sin(z) (2)

Lk/2]

- = (21) (=1)P(1 — cos(z)?)? Cos(x>k72p
Lk/2] »

- p=0 (;;)(—1)1’; (2)(_1)(1 cos(x)? cos(x)" =2
Lk/2]

M@

1)p+a k(P cos(z)F—2P=9) ()
<2p> (q>

=fr—20p—q) ()

S
Il
o

)
Il
o

Pour tous p € [0, [k/2]] et ¢ € [0,p], onap—¢>0donck—2(p—¢q) <k<n
donc :
gk € VeCt(fb) ) fn)
Or Vect(fo, ..., fn) est un espace vectoriel donc :
VeCt(go7 s 7971) c VeCt(f07 RN fTL)

L’inclusion réciproque a été démontrée a la question précédente donc :

Vect(fo, . ..

afn) = VeCt(go, Ce

s 9n)

Exercice 16

* Montrons que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R*. Tout
d’abord, F et G sont inclus dans R*. De plus, d’aprés I’écriture de F,

F est un sous-espace vectoriel de R?

Soit (z,y,2,t) € R*. On a :

T + y + yA = 0 Ll
(,y,2,t) € G<:>{ f s+t -0 L
{xz—y—z——22+t
—
y=z-—1
= (2,y,2,t) = (—22+1t,2—t,2,1)
— (‘r’yVZ’t) = Z(_2,17170) +t(17_17071)

On en déduit que :

G ={2(-2,1,1,0) + £(1,-1,0,1) | z,t € R} = Vect((-2,1,1,0), (1,-1,0,1))

Ainsi :

G est un sous-espace vectoriel de R?

* Montrons maintenant que R* = F @ G. Soit X =
raisonnement par analyse synthése, montrons que :

(z,y,2,t) € R A laide d'un

E”(XF,Xg)GFXG, X =Xr+ Xg

— Analyse : supposons qu'il existe (Xp, X¢g) € F X G tel que X = Xp + Xg.
Comme X € F, il existe a, 8 € R tel que :

Xp=0a(1,0,0,1) 4+ 8(0,1,1,0) = (o, 3, B, )
On a alors :
Xog=X-Xp=(2,9,2,t) = (0, 3,8,0) = (@ —a,y = B,z = B,t — )
et on sait que X € G donc :
(z—a)+y-P+(E-P=0 e (y=pP)-(z=P)+({t-a)=0
La deuxiéme égalité nous donne o« =y — z + t et donc :
26=x—a+y+z=x+2z—t donc Bzg—kz—%

On en déduit que :

t
Xp(yz+t,x+z erz

t
— Ly -zt
2 272 27 Z+)

et que :
XG:(xfavyfﬂazfﬂatfa)

x

ty—z+o -4l yy
g YT ATy Ty T YT

Ainsi, si X € F+@G, alors la décomposition de X comme la somme d’un vecteur
de F' et d’un vecteur de G est uniquement déterminé.
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— Synthése : considérons les vecteurs Xz et X obtenus au point précédent. On
a:

———
€R

T t

— —=1(0,1,1,0) € F
+(5+e-5)0110e
—_———

€R

De plus, X¢g € G car :

T t r t
(a:—y+z—t)+<—2+y—z+2>+(—2+2>—O

et :

Enfin :

T T t
X Xg = — — - =, = - =,y —
F+ Xa (y z+t,2+z 2,2+z 2,y z+t)

T t T t
b Hty—zt g -5t Yt

+<x_y+z_ 2 22

= (.’17, Y, z, t)
=X
Ainsi, X = Xp 4+ X¢g € F + G. Ceci prouve lexistence de la décomposition.

On a donc démontré que R* C F @ G. L’inclusion réciproque étant immédiate, on
peut conclure que :

R =FaG

Exercice 18

* Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de E = ([0, 1],R). Tout d’abord, on
a F' C E par définition de F'.

— La fonction nulle O sur [0, 1] appartient & F' car :

1 1
/(@@ﬁﬂzi/Odt:O
0 0

— Soient A € Ret f,g € F. Par linéarité de 'intégrale, on a :

/Xf+wxww /Xﬂ>+m<»w
0

/f dt+>\/

=0+Ax0 (car f,ge F)
=0

(linéarité de l'intégrale)

Ainsi, f+Ag € F.
On peut donc conclure que :

| F' est une sous-espace vectoriel de F |

* Posons G = Vect(x — 1) (espace vectoriel des fonctions constantes sur [0, 1]).
Comme la fonction constante égale & 1 est continue sur [0,1], ’ensemble G est un
sous-espace vectoriel de E. Montrons que £ = F @ G. Soit ¢ € E. Montrons que :

3!(f,g9) € FxG, e=f+yg

en raisonnant par analyse-syntheése.
— Analyse : supposons qu’il existe (f,g) € F' x G tel que ¢ = f + ¢g. Comme

g € G, il existe A € R tel que :

g: { [0;31] : Hf (fonction constante égale a A sur [0, 1])
Ainsi :
Veel01], @) =(f+9)(x) = flx) +9(z) = fz)+ A

On en déduit que :

A%mmx—/?ﬂ>+Md
/f dz—b\/ldx

=0 car f€F
=A

(linéarité de l'intégrale)

On en déduit que :

1
g:x»—>/<p(t)dt
0

Ceci assure 'unicité de la décomposition.

et frxr— px)— /0 o(t) dt (%)
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— Synthése : considérons les fonctions f et g définies par (x). On a bien ¢ = f+g et :
1 oo ) - fle) o f) - few)
et g € G (fonction constante). De plus, en posant A\ = / p(t) dt € R. Alors i(—z) = 9 - 9 = —i(z)
0
(par linéarité de l'intégrale) : Ainsi, f = p+1i et les fonctions p et i sont respectivement paire et impaire sur R.
. . L Ceci assure l'existence de la décomposition.
/ f(z)dr = / o(z) dz _/\/ 1dz=0 On a donc démontré que R* ¢ 2 (R)®.# (R). L’inclusion réciproque est immeédiate donc :
0 0 0
=\ =1 RR:y(R)@j(R)

Ainsi, f € F. Ceci assure l'existence de la décomposition.

On a donc démontré que £ C F & G. L'inclusion réciproque étant immédiate, on a :

Exercice 20 On sait que Z(R) et .#(R) sont des sous-espaces vectoriels de R¥.
Soit f € RE. Montrons que :

A(p,i) € Z(R) x I (R), f=p+i
en raisonnant par analyse-synthése.
* Analyse : supposons qu’il existe (p,i) € Z(R) x Z(R) tel que f =p+i. Alors :
VeeR,  f(z)=(p+i)(z)=plx)+i(z)
et (comme p est paire et ¢ est impaire sur R) :
VeeR,  f(—z)=p(-z)+i(-z) = p(z) —i(z)
Soit « € R. On a les égalités :
flx) =plx) +i(z) et f(-z)=p(z)—i(r)
En résolvant le systéme formé par ces deux équations, on obtient :

p(z) = fl2) + f(=2) et i(z) =12
2 2
Ainsi, les fonctions p et i sont uniquement déterminées.

* Synthése : considérons les fonctions p et i définies sur R par :

VzeR,  p(z)= W et i(z) = fl@) — f(==2)

Pour tout x € R, on a :

(p+i)(z) =ple) +i(z) = flx)  p(-2) =
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