
Fiche de TD #22 Lycée Mariette

Espaces vectoriels
(quelques corrigés)

Exercice 2 (questions 2. et 3.)
On rappelle que, si E est un K espace vectoriel de dimension n ∈ N∗ et si F = (e1, . . . , en) est une famille de vecteurs
de E constituée de n vecteurs, alors on sait que :

(F est libre) ⇐⇒ (F est un base de E) ⇐⇒ (F est une famille génératrice de E)

2. On a Card(F2) = dim(R3) = 3 donc F2 est une famille génératrice de R3 si et seulement si F2 est libre. Soient
α, β, γ ∈ R. On résout :

α(1, 1, 1) + β(0, 1, 2) + γ(3, 2,−1) = 0R3 ⇐⇒ (α+ 3γ, α+ β + 2γ, α+ 2β − γ) = (0, 0, 0)

⇐⇒


α + 3γ = 0 L1

α + β + 2γ = 0 L2

α + 2β − γ = 0 L3

⇐⇒


α + 3γ = 0 L1

β − γ = 0 L2 ← L2 − L1

2β − 4γ = 0 L3 ← L3 − L1

⇐⇒


α + 3γ = 0 L1

β − γ = 0 L2

− 2γ = 0 L3 ← L3 − 2L1

⇐⇒ α = β = γ = 0

Ainsi, la famille F2 est libre. Finalement :

la famille F2 est une base de R3

3. De la même manière, comme Card(F3) = dim(R3) = 3, la famille F3 est une famille génératrice de R3 si et
seulement si F3 est libre. Soient α, β, γ ∈ R. On résout :

α(0, 1, 1) + β(1, 0, 1) + γ(1, 1, 0) = 0R3 ⇐⇒ (β + γ, α+ γ, α+ β) = (0, 0, 0)

⇐⇒


α + γ = 0 L1

α + β = 0 L2

β + γ = 0 L3

⇐⇒


α + γ = 0 L1

β − γ = 0 L2 ← L2 − L1

β + γ = 0 L3

⇐⇒


α + γ = 0 L1

β − γ = 0 L2

2γ = 0 L3 ← L3 − L2

⇐⇒ α = β = γ = 0

Ainsi, la famille F3 est libre. Finalement :

la famille F3 est une base de R3
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Exercice 1
Soit a ∈ R. Posons Fa =

(
(a, 1, 1), (1, a, 1), (1, 1, a)

)
. Comme Card(Fa) = dim(R3) = 3, la famille Fa est une base

de R3 si et seulement si elle est libre. On doit donc trouver à quelle condition nécessaire et suffisante sur le paramètre
a la famille Fa est libre.

Soient α, β, γ ∈ R. On résout :

α(a, 1, 1) + β(1, a, 1) + γ(1, 1, a) = 0R3

⇐⇒ (aα+ β + γ, α+ aβ + γ, α+ β + aγ) = (0, 0, 0)

⇐⇒


α + aβ + γ = 0 L1

α + β + aγ = 0 L2

aα + β + γ = 0 L3

⇐⇒


α + aβ + γ = 0 L1

(1− a)β + (a− 1)γ = 0 L2 ← L2 − L1

(1− a2)︸ ︷︷ ︸
=(1−a)(1+a)

β + (1− a)γ = 0 L3 ← L3 − aL1

⇐⇒


α + aβ + γ = 0 L1

(1− a)β + (a− 1)γ = 0 L2[
(1− a)− (1 + a)(a− 1)

]
γ = 0 L3 ← L3 − (1 + a)L2

⇐⇒


α + aβ + γ = 0 L1

(1− a)β + (a− 1)γ = 0 L2

(1− a)(2 + a)γ = 0 L3 ← L3 − (1 + a)L2

On distingue ensuite trois cas.

? Premier cas : a ∈ R \ {−2, 1}
Dans ce cas, 1 − a 6= 0 et (1 − a)(2 + a) 6= 0 et le système échelonné précédent admet pour unique solution
(α, β, γ) = 0R3 . La famille Fa est donc libre.

? Deuxième cas : a = 1

On reprend la résolution du système (les deux dernières équations de (1) sont les équations « 0 = 0 ») :

(1) ⇐⇒ α+ β + γ = 0

Ainsi, (0, 0, 0) n’est pas la seule solution (par exemple, (2,−1,−1) en est une autre) donc la famille F1 est liée.

? Troisième cas : a = −2
De la même manière, on obtient que la famille F−2 est liée (car 0R3 n’est pas la seule solution du système).

Ainsi, la famille Fa est libre si et seulement si a ∈ R \ {−2, 1}. On conclut donc que :

la famille Fa est une base de R3 si et seulement si a ∈ R \ {−2, 1}

MPSI 2 Année 2022-2023


