Fiche de TD #20

ESPACES VECTORIELS (GENERALITES)

Espaces vectoriels et combinaisons linéaires

Exercice 1 1. Dans R3, déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ¢ € R
pour que le vecteur u, = (1, —a, 1) soit combinaison linéaire des vecteurs

=(1,1,1) et we = (a,0,2)

2. Dans R®, 2+ cos(z)? est-il combinaison linéaire de x — 1 et de x — cos(2z) ?

3. Dans R la fonction 2 — sin(2x) est-elle combinaison linéaire des fonctions sin et
?
cos

4. Montrer que pour tout A € .#>(K), la matrice A? s’exprime comme combinaison
linéaire de Iy et de A.

EXEHE@IEEIR Ics ensembles suivants sont-il des espaces vectoriels ? Justifier.
® A= {J;y ) e RZ ‘J;—y}
® B={(z,y) eR*|22—5y—1=0}
8. C={(z,22,32) |z € R}

8. D={(z,y) eR?*|2® + 2 +y* =0}

5. E:{ (z,y,2 €R3|m:yet3y—2z:0}

6. F={P € R[X]| deg(P) > 2}

7. G ={PeR[X]|P(X?) =P(X)+ X*P(X)}
8. H={fe€" ®RR)|f(0)+f(1)=f(0)}

Exercice 3 Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R¥ ?

1. L’ensemble A des fonctions 1-périodiques sur R.

N

L’ensemble B des fonctions croissantes sur R.

@

L’ensemble C' des fonctions monotones sur R.

=~

L’ensemble D des fonctions qui sont la somme d’une fonction croissante et d’une
fonction décroissante sur R.

ot

L’ensemble F des fonctions majorées sur R.

6. L’ensemble F' des fonctions bornées sur R.

Exercice 4 Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de £ = RN ?

L’ensemble F; des suites réelles convergentes.
L’ensemble Fs des suites réelles divergentes.
L’ensemble F3 des suites réelles constantes.
L’ensemble E; des suites réelles bornées.

L’ensemble E5 des suites réelles de limite nulle.

Eg = {u € E’un T (’)(nQ)}

A

Exercice 5 Soient E un K-espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.
Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de F si et seulement si FF C G ou G C F.

EXEEGIGEN6 Dans £ = R®, on considére les ensembles suivants :
F={(A=3u2X+3u, ) | (\, p) € R?}
et :
G = {(z,y,2) 6E|x+2y=0}
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de F.

2. Déterminer F'N G. Les sous-espaces vectoriels F' et G sont-ils en somme directe ?

Familles libres et génératrices

Exercice 7 Soient E un K-espace vectoriel et x,y, z trois vecteurs de E tels que la
famille £ = (z,y, z) soit libre. On pose :

u=x+vYy, vV=Y+z et w=x+z

Montrer que la famille .# = (u, v, w) est libre.

Exercice 8 On note E le R-espace vectoriel des applications continues de R dans R.
Pour tout nombre réel r, on note f,. 'application définie sur R par :

fr(z) =

1. Montrer que, si 7 et s sont des nombres réels distincts, alors la famille (f;., fs) est
libre.

2. Plus généralement, montrer que la famille .#

Vo € R, |z — 7|

= (fr)rer est libre.
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Fiche de TD #20

Exercice 9 1. Soient A, 4 € R tels que A # . Montrer que la famille :

(m — e —s e‘“’:)

est libre dans RE.

2. Plus généralement, montrer que & = (x — e)‘m)

. . . R
AER est une famille libre de R*.

Exercice 10 Montrer que les fonctions :

fixr—sin(z), ¢g:x+—cos(x), h:xr— xsin(z) et i:xz+— xcos(x)

forment une famille libre de RF.
Exercice 11 Montrer que la famille :
L = (a: — et r— e x— e‘rz)

est libre dans RE,

Exercice 12 Montrer que la famille . formée des vecteurs (1),en, (n?)nen et (2™)nen
est libre dans RY.

Exercice 13 Démontrer que :
Ro[X] = Vect ((X — 1)%, (X — 1)(X + 1), (X + 1)?)
Exercice 14 On considére les vecteurs de R? suivants :

a=(1,2,-3), b=(3,2,-2), c=(-1,2,-4) et d=(—6-8,11)

Montrer que Vect(a,b) = Vect(c, d).

Exercice 15 1. A laide d’un raisonnement par récurrence, montrer qu’on a l'in-
clusion suivante dans RF :

Vn € N, Vect (2 — cos(x)k)0<k<n C Vect(z — cos(kz))

o<k<n
2. Soit n € N. Montrer que :

Vect (a: — cos(k‘x)) = Vect(x — COS(w)k)o<k<n

0<k<n

Espaces vectoriels supplémentaires

Exercice 16 Dans R*, on considére les sous-ensembles :
F = Vect((1,0,0,1),(0,1,1,0))

et :
G={(z,y,z,t) eR |z +y+2z=0ety—2z+t=0}

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R%.
Exercice 17 On note E le R-espace vectoriel RR et on pose :
F= {f eFE | f est périodique de période 1}

et :
G:{feE

lim f(z) = 0}

|z]| =400
1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F.
2. Montrer que FNG = {0g}.

3. Les sous-espaces vectoriels F' et G sont-ils supplémentaires dans E 7

Exercice 18 Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues sur l'intervalle [0,1] a

valeurs réelles. On pose :
1
Fe {feE’ / f(t)dtzo}
0

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E et en donner un supplémentaire dans FE.

Exercice 19 On note E I'ensemble des suites réelles convergentes, F' 1’ensemble de
suites réelles de limite nulle et G ’ensemble des suites réelles constantes.

1. Montrer que E, F' et G sont des sous-espaces vectoriels de RY.
2. Montrer que £ = F @ G.

Exercice 20 (classique) On note Z(R) (respectivement .#(R)) I’ensemble des fonc-
tions paires (respectivement impaires) sur R. Montrer que :

RE = Z(R) @ #(R)
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