Fiche de TD #9

Primitives et calcul intégral

Exercice 1 Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur un domaine & déter-
miner :

1
1.2 +—> ze 3% 2. — —— 3r— ——
* ve v xIn(z)* v (2 4+1)3
4. z+— ! 5.;10%>L 6.x»—>M
In(x) th(z)
1 in(2 -
7.2 — S.x%M 9. x> e 7
T+ T 1+ cos(x)?

10. x — tan(z)?

Exercice 2 Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
1. f: 2~ cos(x)? sin(x)? 2. f:x+— sin(2x)? cos(x)

Exercice 3 Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

1 2

1 : _— 2 N _—

fix 1+z+22 frx 2 -3z 4+ 2
4 1

3 N —_—— 4 N D S ——

frx “ 6249 Fir—= o 3

Exercice 4 Calculer :
1. lintégrale T :/ sin(t) et dt;
0

2. une primitive de f : z — sin(x) sh(x).

Exercice 5 (intégration par parties) 1. Calculer les intégrales suivantes :

(a)I:/legec”dm (b)J:/_1 In(1+ z?) dz

c) K= /jtln(t)Z dt

2. Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

[SIER

(@L:Axmmym

(a) f: x> arctan(x)

(¢) f:x v+ arcsin(zx) (sur ] —1,1])

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

3. Proposer deux méthodes pour calculer I'intégrale M = / sin(t) et dt.
0

Exercice 6 (changement de variable) Calculer les intégrales suivantes :

1
1. I= / t2y/1 — 2 dt en posant t = sin(f) ;
-1

2. J = AG cosl(Q) df en posant z = sin(f) ;

dt en posant t = sh(x);

1
1
3. K= | ——
/o VitZ+1

2
In(t 1
4. L:/; t2n—(|—)l dt en posant u = e

Exercice 7 (changement de variable) Calculer une primitive des fonctions sui-

vantes :
1
1. f:2—— ———— en posant t = /e — 1;
f Jor—1 P :
x
2. fix— en posant t =+/14+x;
f itz P
1
3. fixr— en posant t =e”
ch(x)

4. f:xz+— sin(In(z)) en posant ¢ = In(z);

5 frxvr— en posant ¢t = tan(x).

1+ tan(z)

Exercice 8 Soient m,n € N. Calculer les intégrales suivantes :

2
/ cos(mt) cos(nt) dt ;
0

2
sin(mt) sin(nt) dt ;

o\

2m
:/ cos(mt) sin(nt) dt.
0

Exercice 9 On pose :

S = / ) gy e 02/2%&
sin(t) + cos( ) o sin(t) + cos(t)
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. Justifier que les intégrales S et C' sont bien définies.

. Montrer que S = C en utilisant un changement de variable.

1
———dt.
t+ V112

1

2

3. Déterminer les valeurs de S et C.
1
4. En déduire la valeur de I = /

0

Equations différentielles du premier ordre

Exercice 10 Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes :
1. zln(x)y’ —y = 222 In(z)? sur |0, 1[;

xzy —y =x sur RY avec y(1) =1;

VI—a%y —y=1sur]—1,1[;

y' + 2%y + 22 = 0 sur R avec y(0) = 0;

y' + th(x)y = th(z) sur R;

(x = 1)y +y =z sur |1, +o00[ avec y(2) = 2;

3ry’ — 4y = x sur RY ;
3

® N o o W

xy’ — 2y = x°sin(x) sur RY.

Exercice 11 Déterminer les solutions sur R des équations différentielles suivantes :
1. 4y’ +y = cos(z) et y(0) =0;

y' —y =sh(z) et y(0) = 1;

Yy — 3y =2e3 —sin(x)e®;

y' +3y=e"7"+6;

y' —y = cos(z) +sin(2z) e et y(0) = 0;

Yy +4y = 2 +sin(x).

S ot N

Exercice 12 Déterminer toutes les fonctions y : R — R dérivables telles que :
1
Va € R, y'(z) +ylz) = / y(t) dt
0

Exercice 13
Ve,y eR, flz+y) = f(x)f(y)
2. En déduire I’ensemble des fonctions f : R% — R dérivables telles que :

Yo,y € RY, flzy) = f(2)f(y)

1. Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que :

Exercice 14 Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que :

Vr,y € R, flx+y)=e” f(y) +e¥ f(x)

Exercice 15 Résoudre I'équation différentielle y' + y = |z| d’inconnue y € Z(R,R).

Exercice 16 (oral CCINP) On considére les deux équations différentielles sui-
vantes :
2zy — 3y =0 (H)
et :
2xy’ — 3y =V (E)
1. Résoudre I’équation (H) sur I'intervalle |0, +oo].
2. Résoudre 'équation (E) sur l'intervalle ]0, +oo[.

3. L’équation (E) admet-delle des solutions sur I'intervalle [0, +oo[?

Equations différentielles du second ordre

Exercice 17 Déterminer les solutions y : R — R des équations différentielles sui-
vantes :

1. y" 4+ ¢y — 2y =10sin(x), y(0) =0 et '(0) = 1;

2.y +4y =1+sin(2z);
3.y — 2y + 5y = cos(2x)e?;
4. y" +y' =sh(z);
5. y" + 2y + 4y = sin(x), y(0) = 1 et y'(0) = 0;
6. v — 4y + 4y =2e?* + 4, y(0) =y (0) = 1.
Exercice 18 1. (a) Montrer que I'équation différentielle 3 4+ y = 322 a une solu-

tion de la forme x — axz? 4 bx + c oil a, b, c € R.

(b) En déduire une expression de 'unique solution sur R du probléme de Cauchy :
{ y// +y= 3$2
y(0) =1, y'(0) =2

2. (a) Montrer que I’équation différentielle 2y” — 3y’ + y = ze® admet une solution
de la forme x — (az? + bz)e® o a,b € R.

(b) En déduire les solutions sur R de I'équation différentielle 2y” — 3y’ +y = ze®.

Exercice 19 Résoudre les systémes différentiels suivants d’inconnue y, z € (R, R) :
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L vV -y==2 o J Y +2y=2=
| F+z2=3y " Z+2=06y

Exercice 20 On veut résoudre ’équation différentielle :

22y + 3xy +y = % (E)
x
sur Pintervalle I =]0, +oo].
R — R
t — ylel) -
(a) Calculer les dérivées y' et 3y de y en fonction de Y, Y’ et Y.

1. Soient y € Z*(I,R) et Y : {

(b) En déduire que y est solution de (E) si et seulement si Y est solution d’une
équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants (E’) sur
R que I'on précisera.
2. Résoudre 'équation différentielle (E') sur R.
3. En déduire les solutions de (E) sur I.
4. Montrer qu’il exisrte une unique solution y de (E) sur I telle que y(1) = y'(1) = 0.

Exercice 21 1. On considére I’équation différentielle :
Ve e R, 2y 4+ 3zy +y = (v +1)? (E)

(a) Soity € 2%(R%,R) une solution de (E). On considére la fonction z : t — y(et).
Montrer que z est solution sur R d’une équation différentielle (&) a expliciter.
(b) Résoudre sur R I'équation différentielle (&).
(c) En déduire I’ensemble des solutions de (E) sur R .
2. Résoudre sur | — 1, 1] équation différentielle :

(1—2?)y" —ay +y=0

en effectuant le changement de variable z = sin(t).

Exercice 22 Déterminer toutes les fonctions f € Z(R,R) telles que :
Vz € R, f(z)=2f(—z)+1

Exercice 23 On veut déterminer ’ensemble des fonctions f continues sur R telles que :

vz € R, f(x):AI(x—t)f(t)dt+1 (E)

Soit f une solution de (E) sur R.

1. Montrer que f est deux fois dérivable sur R et déterminer une équation différentielle
dont f est solution.

2. En déduire ’ensemble des solutions de (E).
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