Fiche de TD #10

Primitives et calcul intégral

Exercice 1 Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
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Exercice 2 Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

2 2

1. & — cos(x)

sin(z)

2. & — sin(2z)? cos(z)

Exercice 3 Déterminer une primitive des fonctions suivantes :
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Exercice 4 Calculer :

1. lintégrale I:/ sin(t) et dt;
0

2. une primitive de f : & — sin(x) sh(z).

Exercice 5 (intégration par parties)
suivantes :

(a) x — arctan(x)
(¢) x —> arcsin(x)

2. Calculer les intégrales suivantes :
1
(a) I:/ r?e®dz

0
(c) K= [ tln(t)®dt
1

1
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4. x— ——————
2 —3x +2

1. Déterminer une primitive des fonctions

(b) 2 — cos(x)?

(d)  — xch(x)

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 6 (changement de variable) Calculer une primitive des fonctions
vantes :

1. xH\/%enposantt: et —1;

2. x+— \/1::—733 en posant t = /14 x;

3. x+— chix) en posant t =e?;

4. x> sin(In(z)) en posant t = In(x).

Exercice 7 (changement de variable) Calculer les intégrales suivantes :

1
1. I = / t2y/1 — t2 dt en posant t = sin(f);

-1

6 do
2. J= /0 cos(0) en posant x = sin(f) ;

2
In(¢ 1
3. L= /l t2n—(|—)1 dt en posant u = e

Equations différentielles du premier ordre

Exercice 8 Déterminer les solutions des équations différentielles suivantes :

1. zln(z)y —y = 222 In(z)? sur ]0, 1[;

2. xy’ —y =z sur RY avec y(1) =1;

3. V1 —a2y —y=1sur]—1,1[;

4. y' + 2%y + 2% = 0 sur R avec y(0) = 0;

5. ¢y + th(z)y = th(z) sur R;

6. (x— 1)y +y=a sur |1, +o00[ avec y(2) = 2;
7. 3zy’ — 4y = x sur RY ;

8. zy' — 2y = x3sin(z) sur RY.

Exercice 9 Déterminer les solutions sur R des équations différentielles suivantes :

1. 4y’ +y = cos(z) et y(0) = 0;
Yy —y=sh(z) et y(0) = 1;
Yy — 3y =2e3 —sin(z)e®;

Y +3y=e3" +6;

Yy —y = cos(x) +sin(2z) e et y(0) = 0;
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6. ¥ + 4y = 2 + sin(z).
Exercice 10 Déterminer toutes les fonctions y : R — R dérivables telles que :

VreR,  y(2)+y) = /0 y(t) dt

Exercice 11 1. Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que :

flx+y) = f(2)f(y)

2. En déduire 'ensemble des fonctions f : R} — R dérivables telles que :

flzy) = f(2)f(y)

Vr,y € R,

Vr,y € R,

Exercice 12 Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables telles que :

Vr,y € R, flx+y)=e” f(y) +e? f(x)

Exercice 13 Résoudre I'équation différentielle y' + y = |z| d’inconnue y € Z(R,R).

Equations différentielles du second ordre

Exercice 14 Déterminer les solutions y : R — R des équations différentielles sui-
vantes :

1. ¥y’ +y — 2y = 10sin(z), y(0) =0 et ¢/ (0) = 1;
Yy’ +4y =1+ sin(2x);

y" — 2y' + 5y = cos(2z) e®;

Yy’ +y =sh(x);

y" + 2y + 4y = sin(z), y(0) = 1 et ¢/ (0) = 0;
Y — 4y + 4y =2e* +4,y(0)=y'(0) = 1.

S e v

Exercice 15 1. (a) Montrer que I’équation différentielle ¢’ + y = 322 a une solu-
tion de la forme z — axz? + bz + c ot a,b,c € R.

(b) En déduire une expression de I'unique solution sur R du probléme de Cauchy :

{ y// + Y= 3.%‘2

y(0) =1, y'(0) =2

(a) Montrer que l'équation différentielle 2y” — 3y’ +y = ze® admet une solution
de la forme z — (ax? + bz)e® ot a,b € R.

(b) En déduire les solutions sur R de I’équation différentielle 2y — 3y’ +y = ze®.

Exercice 16 1. On considére I’équation différentielle :

Vo e RY, 22y + 32y +y = (x+1)? (E)

(a) Soity € Z2%(R%, R) une solution de (E). On considére la fonction z : ¢ — y(e?).
Montrer que z est solution sur R d’une équation différentielle (&) a expliciter.

(b) Résoudre sur R Iéquation différentielle (&).
(c) En déduire I'ensemble des solutions de (E) sur R .

2. Résoudre sur | — 1, 1] équation différentielle :
1—a2)y" —azy +y=0
en effectuant le changement de variable x = sin(t).
Exercice 17 Déterminer toutes les fonctions f € Z(R,R) telles que :
Vz € R, flx)=2f(—z)+1

Exercice 18 On veut déterminer I'ensemble des fonctions f continues sur R telles que :
VreR,  f(2z)= / (x— £ F(2t) dt + 1 (B)
0

Soit f une solution de (E).
1. Montrer que f est deux fois dérivable sur R.
2. Déterminer une équation différentielle dont f est solution.

3. En déduire I’ensemble des solutions de (E).
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