Fiche de TD #9

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

(corrigés)
Exercice 1 donc :
32’ cos(z) — cos(x) cos(4x
1oz 2 sur R flz) = (=) 2( ) cos(4r)
1 cos(x)  cos(z — 4z) + cos(z + 4x)
S 31n(z)3 sur R3A {1} 2 4
1 1 _cos(z) cos(3x)  cos(5x)
: e swR\{-: - -
A To P \{ 2} 2 4
4. x — In(|In(x)|) sur R \ {1} Done :
5. x — In(|sh(z)|) sur R* une primitive de f sur R est @ — sin(z)  sin(3z)  sin(5z)
ln(ac)2 2 12 20
sur RY

6
7. x> 2ln(1 + V/x) sur R

8. x> —In(1 + cos(z)?) sur R

9. x> e sur R

10. z — tan(z )fxsurR\( +7TZ)

Exercice 3
1. Pourtout t e R,onal+z+22#0et:

2 oy1=(ota 2+§ SIZ +— 2+1

donc :
Exercice 2 4 1 9 2
1. Pour tout 2z € R, on a : f(x)zgx 2 132 1:ﬁx 2 \/31 2
(o +5) + (Ge+5) +
in(2z)2 11— cos(4 -
f(z) = (sin(z) cos(z))” = sm(4x) =X Cgb( ?) Alnsi :
_ 1 —cos(dx) une primitive de f sur R est x — 2 Arctan ( ! )
3 V3 VERE
donc : 2. La fonction f est définie et continue sur R\ {1,2}. Pour tout z € R\ {1,2}, on a :
o x  sin(4x) - 2 B (x—1)—(x—2)
tive de f sur R est = - flz) = ————=2x
une primitive de f sur R est x — 3 32 (z—1)(z—2) (x —1)(z —2)
2 2
2. Soitz € R. On a: Tr-2 z-1
. 5 1 —cos(4x)
sin(2x)* = — s donc :
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Fiche de TD #9

|une primitive de f sur R\ {1,2} est x — 2In(|Jz — 2|) — 2In(jz — 1]) | (b) On trouve z — z tan(z) + In(cos(x)) sur } —g, g[ (par exemple).
3. La fonction f est définie et continue sur R\ {3}. Pour tout x € R\ {3}, on a : (¢) On trouve z+— V1 — a2 + z Arcsin(z) sur | —1,1[.
(x—1)e* —(z+1)e "
fla) = 4 (d) On trouve z — 5 sur R.
(z —3) 3. On propose deux méthodes.
donc : * Premiére méthode : intégration par parties
1 On utilise deux intégrations par parties (par exemple en dérivant deux fois la
o ™4
une primitive de f sur R\ {3} est z +— Tr_3 fonction exponentielle). On obtient M = € ;— .
. . . * Deuxiéme méthode : avec la formule d’Euler
4. La fonction f est définie et continue sur R et, pour tout z € R, on a : On a -
20 4z +3—=2(a—2045) =2 (95—1)2+1 i et —e My — M_
) 0 24 24
= (\/ﬁx - \/5) +1 en posant :
donc : M, :/ HE gt ot M :/ o (1=0)t gy
@) 1 L2 0 0
€Tr) = [ p—
(V2r —v2)°+1 V2 (V2r-v2)’+1 Ona:
14+i)t77™ 144)m T o4 ™
Ainsi : M, — e(+).t :e(+)'—1:ee '—1:—e —.1
1+ ], 1+ 1+ 1+

Arctan(v2z — /2 . »
une primitive de f sur R est z — retan(v2r - v2) — (€™ + D1 —4)

V2 B 2

et :
EXGI‘CiCG 4 . |:e(1i)t:|7r . e(lfi)ﬂ' — ]_ . eﬂ-efiﬂ' — ]_ . _eﬂ- — ]_
Exercice 5 . L= o L= Lt Lo ,
(7 +1)(1+4)
1. (a) On utilise deux intégrations par parties en dérivant a chaque fois la fonction S
polynomiale. On obtient [ = e — 2.
(b) On intégre v/(t) = 1. On obtient J = 21In(2) — 4 + 7. donc :
21 " +1)A+i)—("+1)A -0 .
(c) On dérive t — In(¢)2. On obtient K = € T My -M_ = 5 =i(e™ +1)
2 4 s
(d) On dérive la fonction polynomiale. On obtient L = T 1?; . On retrouve bien M — < 2+ 1.
2. Pour chacune des fonctions, on utilise le théoréme fondamental de 1’Analyse qui
donne une expression intégrale de la fonction proposée. Exercice 6
In(z? + 1
(a) On trouve z — x Arctan(z) — In(z”+1) sur R. 1. On obtient I = g
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Fiche de TD #9

2. On obtient J = @

3. On obtient K = In (1+ v/2). On sera amené & résoudre I'équation sh(z) = 1 (d’in-
connue z € R) qui se rééerit X2 —2X — 1 =0 (en posant X = sh(x)).

4. On obtient L = —L, i.e. L = 0.

Exercice 7 On utilise le théoréme fondamental de I’Analyse qui donne une forme
intégrale aux primitives des différentes fonctions.

1. On trouve x — 2 Arctan (ve® — 1) sur R.

2. On trouve x — %(x —2)yx + 1sur | —1,+00].

3. On trouve x — 2 Arctan(e®) sur R.

4. On trouve z — g(sin(ln( z)) — cos(In(z))) sur R
)

x + In(sin(x) + cos(x))
2

5. On trouve x — sur [O, g] (par exemple).

Exercice 8

Exercice 9

7r
1. La fonction sin + cos ne s’annule pas et est continue sur [0, 5] Les fonction sin et

. . . sin cos
cos sont également continues sur ce segment donc les fonction

- et —
sin + cos sin + cos
. 77 . . . L.
sont continur sur |0, 5] Les intégrales proposées sont donc bien définies.

2. 11 suffit d’utiliser le changement de variable u = t — g et d’utiliser les formules de
symétrie.
3.0naS=Cet S+C= g (Pécrire) donc...

4. En effectuant le changement de variable ¢ = sin(u), on obtient I = C.

Exercice 10

1. L’équation différentielle (notée (E)) est linéaire du premier ordre, et comme la fonc-
tion  — xIn(z) ne s’annule pas sur ]0, 1], elle est équivalente a :

vz €]0, 1], y'(x) — my(m) = 2z 1In(x)

* Une primitive de la fonction z — — sur )0, 1] est x — — In(—In(x)).

o
zln(x)

L’ensemble des solutions de I’équation homogéne associée a (E) est donc :

{(E —s C eln(f In(z)

CER}:{x%—Cln(x)‘CGR}

= {1:»—>Dln(x)‘D€]R}

* Déterminons une solution particuliére de (E) en utilisant la méthode de la
variation de la constante. Soit D € 2(]0,1[,R). On considére la fonction
y : * — D(x)In(z). Cette fonction est dérivable sur |0,1[ comme produit
de fonctions qui le sont et :

D(x)

Vool y(@) = D'(@)In(e) +

Ainsi :
( est solution de (E) sur ]0, 1)

< Vz €)0,1], ¢/ (z) — x%(x)y(x) =2z 1In(x)

Dfz) _ D(z)

< Vz €)0,1[, D'(z)In(x) + = 2z 1In(x)

< Vz €)0,1], D'(z) = 2z (car In(x) # 0)

Par exemple, D : x — 2% convient. Ainsi, D : # — 2 In(z) est une solution
de (E) sur ]0,1].

Finalement, I’ensemble .5 des solutions de (F) sur ]0, 1] est :

I = {:v — 2% In(x) + D1n(x) ‘ De R}

2. L’équation différentielle (notée (E)) est linéaire du premier ordre, et comme  — x
ne s’annule pas sur R, on a :

(E) < (\meR*, y’(x)y(x)l)

1
* Une primitive de x — —— sur R est —In. L’ensemble des solutions de I’équa-

x
tion homogeéne associée a (E) est donc :

{x — Cen(®)

CER}:{x%Cx‘CER}
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Fiche de TD #9

* Déterminons une solution particuliére de (F) en utilisant la méthode de la va-
riation de la constante. Soient y € Z(R*,C) et y : x — C(x)x. La fonction y
est dérivable sur R} comme produit de fonctions dérivables et :

Ve >0, y'(z) =C'(z)z + C(x)

donc :

(y est solution de (E) sur RY) <= V& >0, zy/(z) —y(z) =z

— Vx>0, C'(z)2?

)
= V>0, C'(z) =

Par exemple, C':  — In(z) convient. Ainsi, une solution de (E) sur R est la
fonction z — zIn(x).

On peut donc conclure que 'ensemble des solutions de (E) sur RY est :
{x — Cz + z1n(z) ‘ Ce R}
Soient maintenant C' € R et y : © — Cz + zIn(z). Alors :
yl)=1 <= C=1

Donc :

la solution du probléme de Cauchy proposé est la fonction z — z + x In(z)

. Notons (E) cette équation différentielle linéaire du premier ordre. On a :

(E) <Vm el -11, ¥(x)- \/?lJ(x) ! ) (car /1 — a2 #£0)

— 2 ::\/1__x2

Une primitive de la fonction z — — sur | — 1,1 est x — Arccos(z).

1
v1—22

L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne (H) associée a (E) est donc :

Sy = {1‘ s Ce —Arccos(z)

CER}

On remarque que la fonction 2z — —1 est solution de (E). L’ensemble des solutions
de (E) sur ] — 1, 1] est donc :

S = {:c O e —Arccos(z) _ | ]c c R}

4. L’équation différentielle, notée (E), se réécrit :

Vr € R, Y (z) + 2%y(z) = —2? (E)

3
x
Une primitive de la fonction z — x2 sur R est la fonction z — 3 L’ensemble

des solutions de ’équation homogene (H) associée a (F) est donc :
(L‘S
S ={e— Ce™T |C R}

On remarque ensuite que la fonction  — —1 est solution de (F). L’ensemble des
solutions de (E) est donc :

3

YE:{x%Ce*%—l‘CER}

3
T
Soient C € Rety:x+—— Ce” 3 —1. On résout :

Yy0)=0 <<= C-1=0 << C=1

Ainsi :

R —
la solution du probléme de Cauchy proposé est la fonction z°
r — e 3 —1

5. On note (E) cette équation différentielle. Une primitive de la fonction :

sh(z)

x +—> th(z) = h(z)

sur R est la fonction  — In(ch(z)). L’ensemble des solutions de I’équation homo-
géne (H) associée a (F) est donc :

Sy = {x'—> C e~ nleh(@)) )c c ]R} - {:Ei—) Ch(ix) ’c c R}

On remarque ensuite que la fonction  —— 1 est solution de (E). L’ensemble des
solutions de (E) sur R est donc :

YH—{J:I—>
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Fiche de TD #9

6.

Notons (F) cette équation différentielle. Pour tout = €]1, +oo[, on a  — 1 # 0 donc :

B = (el g+ 10 - 1)

r—1 rz—1

Une primitive de la fonction x —

7 sur 11, +00] est @ — In(x — 1) donc

I’ensemble des solutions de I’équation homogeéne (H) associée & (F) est :
—In(z—1) ¢
fH:{m»—>Ce )CGR}Z x»—>71 CeR
z —

Déterminons maintenant une solution particuliére de (F) en utilisant la méthode de

C(z)

la variation de la constante. Soient donc C' € Z(]1, +oo[,R) et fo : z — Pt La
fonction fy est dérivable sur |1, +oo[ comme quotient de fonctions qui le sont et :
C'(@)(z—1) - C(=)
() —
f() (37) - (l’ o 1)2
donc :
(fo est solution de (E) sur |1, +oc0])
= (Vz €]l,+o0, (z—1)fo(2) + fo(z) = z)
/ — —
= <Vm €)1, +o0], Cle-1) -0 O _ x)
r—1 r—1
< (Vz €]1,+00[, C'(2) = x)
z? z?
Par exemple, la fonction C' : z —— > convient. La fonction fy : © — ﬁ
o —

est donc une solution particuliére de (E) sur |1, +oo[. Finalement, I’ensemble des
solutions de (F) sur |1, +o00] est :
c x?

yE:{x'—)x1+2(x1)

‘CER}

. En notant (F) cette équation différentielle, on a :

. 4 1
(E) < (Vm eRy, y(zx)— 3—my(m) = 3>
o . 4 4
Une primitive de la fonction 2 —— ——— sur R% est  — —~1In(z) donc I'ensemble

des solutions de 1’équation homogene (H) associée a (E) est :

YH:{x%Ce%ln(m) CER}:{xHCm%‘CGR}

Déterminons maintenant une solution particuliére de (F) en utilisant la méthode de

4
la variation de la constante. Soient C' € Z(R* ,R) et fo : x — C(x)x3. La fonction
fo est dérivable sur R} comme produit de fonctions qui le sont et :

4 4 1
Vr € RY, fi(x) =C"(z)z3 + gC’(x)xB

donc :

(fo est solution de (E) sur RY)
— (Vo e RY, 3afi(z) —4fo(z) =)

7 4 4
= <Vx e R, 3230 () +4C(x)23 — 4C(x)23 = x)

x_%
— |VzeRY, C'(2) = 5

1
Par exemple, la fonction C' : & — —a 3 convient. Une solution particuliére de (F)

sur R* est donc 2 — —2. Finalement, '’ensemble des solutions de (E) sur R est :

yE:{xHCx%—x‘CER}

. On note (E) cette équation différentielle. On a :

(E) = (Vx eRY, y(x) — %y(x) =22 sin(a:))

2
Une primitive de la fonction & — —— sur R est 2 — —2In(z) donc I'ensemble
x

des solutions de ’équation homogene (H) associée a (F) est :

Sy = {x —s Ce2n(®)

CeR} = {z+— Ca?|C R}

Déterminons maintenant une solution particuliére de (E) en utilisant la méthode
de la variation de la constante. Soient C' € Z(R%,R) et fy : z — C(z)z?. On a
fo€ 2(R7,R) et :
Vz e RY, fo(z) = C'(z)2® + 22C ()
donc :
(fo est solution de (E) sur RY)
— (Vz e RY, zfj(z) — 2fo(z) = 2° sin(z))
— (Vz e Ry, C'(z)2® 4 22°C(z) — 2C(2)2® = 2°sin(z))
<~ (Vz e R}, C'(z) =sin(z))
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Fiche de TD #9

Par exemple, la fonction C' : @ — — cos(z) convient. Une solution de (E) sur R
est donc la fonction fo : ¥ — —2 cos(z). Finalement, I’ensemble des solutions de
(E) sur R est :

I ={z— Ca® —2° cos(z) | C € R}

Exercice 11

1.

2.

3.
4.

1
On trouve y :  —> —

7 (4Sin(x) + cos(z) — e_%>.

x —X

On t By T 0
n trouve . T — €
Y 4 2 4

2 1
On trouve y : z — Ae3% 4+ 2xe3% 4+ E e® sin(x) + £ e® cos(z) on A € R.

L’équation différentielle (notée (E)) est linéaire du premier ordre.

* L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne est :

{x — Ce 32

CGC}

puisqu’une primitive de z — 3 sur R est z —— 3z.

* Une solution particuliére de I’équation différentielle 3’ + 3y = 6 est © — 2.
Déterminons maintenant une solution particuliére de 3’ + 3y = e =3 en uti-
lisant la méthode de la variation de la constante. Soient C € Z(R,C) et
y : x — C(x)e3*. La fonction y est dérivable sur R comme produit de
fonctions qui le sont et :

Vo € R, Y () = C'(z)e 3 —3C(x)e 3"

donc :

(y est solution de (E) sur R)
< VreR, y(z)+3y(z)=¢
— Vz eR, C'(x)e 3 —3C(z)e 3" +3C(x)e 3 ="
= VreR, C'(z) =1 (car e 3% #£0)

—3x

=3 sur R est

Par exemple, C : z — x convient. Une solution de 3’ + 3y = e
donc la fonction & — xe =37,
D’aprés le principe de superposition, une solution particuliére de (F) sur R est

la fonction £ — 2 + x e =37,

* On peut donc conclure que ’ensemble des solutions de (E) sur R est :

{:C 24 xe 3T 4 Ae3?

Aec}

sin(z) — cos(z) e cos(2x)

5. On trouve y : x — Ce® + 5

(ot C € R) puis on ajuste
la constante pour que y(0) = 0.
4sin(z) — cos(x)

T
7 +§ouC€R.

6. On trouve y : x — Ce 4 +

Exercice 12
On raisonne par analyse-synthése.

* Analyse : soit y € Z(R,R) telle que :

vV € R, Y (z) +y(x) = /0 y(t) dt
1
/ y(t) dt

0
est dérivable sur R. On en déduit que 3 est dérivable sur R. En dérivant la relation
vérifiée par y, on a :

La fonction y est dérivable sur R. De plus, la fonction (constante) x —

Ve eR,  y'(z)+y(z) =0

L’équation caractéristique associée a cette équation différentielle linéaire du second
ordre a coefficients constants et homogéne a pour racines 0 et —1. Donc :

JA,BeR, Vz € R, ylx)= A+ Be™®

* Synthése : soient A, B € Ret y:xz+—— A+ Be™*. La fonction y est dérivable sur
R et :

Vo € R, y'(z) = —Be ™™ donc  ¢'(z)+ylx)=A

Par ailleurs :

1

1
/y(t)dt:[At—Be_t} =A-Be '+B
0 0

Donc :

y vérifie ’équation fonctionnelle sur R <= A=A —Be '+ B
< B=0

On peut donc conclure que :

les fonctions solutions du probléme sont les fonctions constantes

Exercice 13

1. On utilise un raisonnement par analyse-synthése.
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* Analyse : soit f € Z(R,R) telle que :

flx+y) = f(2)f(y)

On fixe y € R. En dérivant par rapport & = dans I’égalité précédente, on a :

flx+y) = fy)f(z)

Vx,y € R,

Vr € R,

Finalement :

Ve,yeR,  flz+y)=f)f (@)

Pour £ = 0, on a donc :

YyeR,  f'(y)=f0)f(y) =Af(y)
en posant A = f/(0). On en déduit qu’il existe un nombre réel B tel que
f : x — Be?*. Par ailleurs, en choisissant les valeurs + = y = 0 dans
I'équation fonctionnelle vérifiée par la fonction f, on a f(0) = f(0)? donc

f(0) € {0,1}. On en déduit que B € {0,1}.

* Synthése : la fonction nulle vérifie clairement ’équation fonctionnelle propo-
sée. Soit A € R. On considére la fonction f : x — e4®. Celle-ci est dérivable
sur R et :

Vo,y €R,  fle+y) =t = e x e = f(a)f(y)

Ainsi, f est solution du probléme posé.

Finalement :

les solutions du probléme sont les fonctions de la forme z — Be4® ou
(A,B) e R x{0,1}

2. On utilise un raisonnement par analyse-synthése.

* Analyse : soit f € Z(R%,R) une fonction telle que :
Ve eRY,  fzy) = f(2)f(y)
R — R

On considére la fonction g : ) La fonction g est bien définie

—  f(e*
car la fonction exponentielle est & valeurs dans R’ . De plus, g est dérivable sur
R comme composée de fonctions dérivables et :

glz+y)=f (") = f(e” xe¥)
= f(e")f(e?)
= g(z)g(y)

Vr,y € R,
(par hypotheése sur f)

D’aprés la question 1., il existe (4, B) € R x {0,1} tel que :
Vx € R, g(z) = BeA®

On en déduit que :
Ve eR:,  f(z) =g(In(z)) = BeA™®@ = gz

* Synthése : soient (A4, B) € R x {0, 1}. On considére la fonction f : 2 — Bx4.
La fonction f est dérivable sur R} et, pour tout z € R*, on a :

f(@)f(y) = B*z*y? = B*(ay)* = B(ay)* = f(ay)

car B € {0,1}. Ainsi, f est solution du probléme.
Finalement :

les solutions du probléme sont les fonctions de la forme z — Bz o
(A,B) e R x{0,1}

Exercice 14 On utilise un raisonnement par analyse-synthése.

: soit f € Z(R,R) telle que :
fl@ty)=e" fy) +e f(z)

En dérivant par rapport a x, on obtient :

fllx+y)=e” fly) +e¥ f(z)

*x Analyse

Va,y € R,

Ve, y € R,
En choisissant £ =0, on a :

f'y) = fly)+ Ae?

En résolvant cette équation différentielle, on obtient ’existence d’un nombre réel B
tel que :

vy € R, (en posant A = f/(0))

Vx € R, flz) =Axe® 4+ Be”

En choisissant les valeurs x = y = 0 dans la relation initiale vérifiée par f, on obtient
f(0) = f(0) + f(0), i.e. f(0) = 0. On en déduit que B = 0. Finalement, si f est
solution du probléme, alors il existe A € R tel que :

Vz € R, f(z) = Axe®

* Synthése : soit A € R. On considére la fonction f : z — Az e®. Pour tous z,y € R,
on a :

fla+y) = Alx +y)e™ = AveTe? + AyeTe? = e f(y) + eV f(a)

Donc f est solution du probléme.
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Finalement :

les solutions du probléme sont les fonctions de la forme x — Aze® ou A € R

Exercice 15 On utilise un raisonnement par analyse-synthése.

* Analyse : soit y € 2(R,R) une solution de I’équation différentielle (notée (E)) sur
R. Alors y est solution de (F) sur Ry. On a donc :

Ve eRy,  y(z)+yle) ==

On obtient 'existence d’un nombre réel A tel que :

Vo e Ry, ylx)=Ae "+ -1

De méme, y est solution de (E) sur R*. On a donc :

Ve eRL,  y'(2)+y(z) =z

On obtient 'existence d’un nombre réel A tel que :

Vo € RY, ylx)=Be @ —x+1

Finalement, si y est solution de (E) sur R, alors :

siz >0

e
3A,BER, Vz €R, mm:{Ae Tt 1$x<0

Be™ —z+41
* Synthése : soient A, B € R. On considére la fonction y définie sur R par :

siz >0

Ae ™ 4+x -1
Vo e R, y(x)—{ siz <0

Be ™ —x+4+1

D’aprés ce qui précéde, y est solution de (F) sur Ry et sur R*. La fonction y est
solution de (F) sur R si et seulement si elle est continue et dérivable en 0.

— Ona lim y(xr)=A—1et lim+ y(z) = B+ 1. Ainsi :
z—0

z—0—

y est continue en 0 <= lim y(z) = lim y(x)
z—0t

x—0—
«~— A-1=B+1
<~ A=DB+2

On pose donc A= B +2. Onay(0) =B+ 1.

— Etudions maintenant la dérivabilité de y en 0. On a :

lim y(x) —y(0) ~ m Be " —z+1—-(B+1)
x—0— X r—0— x
1m1<3x611>
r—0— X
=-B-1
et :
lim y(z) — y(0) — lim (B+2)e *+xz—1—(B+1)
z—0+ xT z—0t x
. e -1
= lim <(B—|—2) X —|—1>
z—0t xT
=—(B+2)+1
- -B-1

On en déduit que y est dérivable en 0 (et '(0) = —B — 1).
Finalement, ’ensemble .5 des solutions de (F) sur R est :
‘ B e R}

_ (B+2)e *+z—1
yE_{x'—){ Be ™ *—gz+1

siz>0
siz <0

Exercice 16 Fait en TD.

Exercice 17

1. On trouve y : @ — Ae 2% + Be® — 3sin(x) — cos(z) (o A, B € R) puis on ajuste
les constantes A et B pour que y soit solution du probléme de Cauchy.
1 — z cos(2x)

2. y:x+— Asin(2z) + B cos(2z) + 1

(22) 0
3. y:x+— Asin(2z)e® 4+ Bcos(2z)e® + TERE)e 51n(4m) ¢
4. y:m»—>Ae‘x+B—x62. —l—%

3sin(z) — 2 cos(x)
13

ot

. y:x— Asin(v/3x)e ™ + Bceos(vV3x)e T + puis on ajuste les
constantes A et B pour que y(0) =1 et ¢'(0) =0

6. y:x— Aze?® 4 Be?® +22¢2% 4+ 1 puis on ajuste les constantes A et B pour que
y(0) =y'(0) =1

Exercice 18
1. (a) On trouve a =3,b=0et c = —6.
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(b) On obtient que I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle est :
{a: +— Asin(z) 4+ Bcos(x) + 32% — 6 ’ A Be R}

11 suffit ensuite de résoudre le systéme { ;/g,((%)) :_12 pour déterminer A et B.

1
2. (a) On obtient a = 3 et b= —2.
(b) On obtient :

z 2
{x%Ae2 + Be® + (3:2—2x> e” A,BER}

Exercice 19
Exercice 20
Exercice 21

1.

2. On reprend la démarche proposée a la question 1. avec le changement de variable

indiqué.

Soit y € 22%(] —1,1], C) une solution de 'équation différentielle proposée (notée (E))
et considérons la fonction z : ¢ — y(sin(¢)). La fonction sin est deux fois dérivable

T
sur I = } — 35 a valeurs dans | — 1,1 ou la fonction y est deux fois dérivable
donc, par composition, la fonction z est deux fois dérivable sur I et, pour tout t € I,
ona:

2/ (t) = cos(t)y'(sin(t)) et 2"(t) = —sin(t)y (sin(t)) + cos(t)?y” (sin(t))

Comme y est solution de (E) sur | —1,1[, on a :
— %)y’ (z)
Soit ¢t € I. Alors sin(t) €] — 1, 1] donc :

(1 —sin(t)?)y” (sin(t)) — sin(t)y’ (sin(t)) + y(sin(t)) = 0

Vo €] —1,1], (1 —ay' () +y(z) =0

c’est-a-dire :
cos(t)?y” (sin(t)) — sin(t)y' (sin(t)) + y(sin(t)) = 0
Ainsi :

Vtel, 2'(t)+z(t) =0

Autrement dit, z est solution sur I d’une équation différentielle linéaire du second
ordre & coeflicients constants homogéne. Les racines de ’équation caractéristique
associée sont * 4 donc :

JA,BeC, Vtel, z(t) = Acos(t) + Bsin(t)

Comme sin o arcsin = Id|_; 1}, on a :

JA,BeC, Vz €] —1,1], y(x) = y(sin(arcsin(z))

= z(arcsin(z))
= Acos(arcsin(z)) + Bz

= A\/1—22+ Bx

En notant .5 l'ensemble des solutions de ’équation différentielle initiale (E) sur
] —1,1], on a montré l'inclusion :

yEC{Jﬂ—)A\/1—$2+B$‘A,B€C}

On montre par un calcul direct I'inclusion réciproque. Ainsi :

yE:{xHAm—qux‘A,Bec}

Exercice 22 On utilise un raisonnement par analyse-synthése.

* Analyse : soit f € Z(R,R) telle que :

Ve € R, flx)y=2f(—z)+1

Comme f est dérivable sur R, la fonction z —— f(—x) lest également (comme
composée de fonctions dérivables sur R). On en déduit que f’ est dérivable sur R
(autrement dit, f € 2%(R,R)) et que :

Vz € R, (@) = =2f'(—z) = =2[2f (+x) + 1] = —4f(z) — 2

Ainsi :
Vz € R, [ (z)+4f(x) = -2

On en déduit qu’il existe A, B € R tel que :

Vz € R, flz) = f% + Acos(2x) + Bsin(2z)
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* Synthése : soient A, B € R. On considére la fonction :
fix— —% + Acos(2x) + Bsin(2z)
La fonction f est dérivable sur R comme somme de fonctions qui le sont et :
Vr € R, [/ () = —2Asin(2x) + 2B cos(2x)
Ainsi :

(f est solution du probléme)
<— (Vz € R, —2Asin(2z) 4+ 2B cos(2z) = 2A cos(2z) — 2B sin(2x))

— —2A=-2B
2B =2A

L’implication « <= » est claire. Quant & I'implication « = », il suffit de choisir
s
r=0etz= T On obtient la condition nécessaire et suffisante A = B.

Ainsi :

1
I’ensemble des solutions est {1’ — =3 + A(cos(2x) + sin(2x)) ‘ Ae ]R}

Exercice 23
1. Soit f une solution de (E) sur R.

* Par linéarité de l'intégrale, on a :

Vz €R, f@)zml%ﬂﬂdt—[ﬁﬁ@yﬂ+l

La fonction f est continue sur R donc la fonction ¢ — tf(¢) l'est également.
x

D’aprés le théoréme fondamental de I’Analyse, les fonctions x — / f(t)dt et
0

tf(t)dt sont dérivables sur R de dérivées respectives f et x — xf(x).

0
On en déduit que la fonction f est dérivable sur R et que :
Vr € R, /f Ydt+af(z) —af(x /f

* Cette égalité montre que f’ est dérivable sur R (et done, finalement, f est deux
fois dérivable sur R) et

Yz € R, " (x) = f(z)

Ainsi :

f € 2%(R,R) et est telle que f” = f sur R

2. On raisonne par analyse-synthése.

* Analyse : soit f une solution de (F) sur R. D’aprés la question précédente,
f est deux fois dérivable sur R et vérifie 'équation différentielle f”/ = f sur R.
On en déduit qu’il existe A, B € R tel que :

Vz € R, f(x) =Ae®+Be™™

* Synthése : soient A, B € R. Considérons la fonction f : x +—— Ae® + Be 7.
Tout d’abord, la fonction f est continue sur R. Soit £ € R. On a :

L/?x—tﬁ@)&::/wm—ﬁﬂAet+Be4)m
0 0

IPP

= {(gg—t)(Aet —Be—t)}: +/Om(Aet —Be ") dt

=xz(B—A)+ {AetJrBe*t}:;j

z(B—A)+Ae®+Be *—A-B

Ainsi :
(f solution de (F) sur R) < V2 €eR, 0=(B—-A)z—A—-B+1

. B—A=0
~A-B+41=0

En effet, 'implication « <= » est immédiate. Pour 'implication directe « = »,

1
il suffit de choisir = 0 puis = 1. On obtient les valeurs A = B = 3
Finalement :

la fonction ch est 'unique solution de (E) sur Rl
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